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CaPITOLo I, 


ag - TRORIA DEI VETTORIL 


ee : F f aS ; 

— L’algoritmo piu espressivo e pil agile per la impostazione e la 
- discussione matematica di molti problemi della Meccanica (e di altre 
 teorie fisiche) € fornito dalla “ Teoria dei vettori,. Ne esporremo 


 percio in questo Capitolo introduttivo i concetti fondamentali e le 


- regole elementari di calcolo, non senza avvertire che talune delle 

_ considerazioni, che qui verremo svolgendo, riusciranno sostanzialmente 
note a chiunque abbia seguito gli ordinari corsi di Geometria anali- 
tica e di Analisi infinitesimale. | 


7 


§ 1. - Segmenti orientati e vettori. 


J. SEGMENTI ORIENTATI. — I punti diun segmento (rettilineo) di 
_estremi distinti A e B si possono pensare ordinati in due versi op- 
- posti: da A verso B o da B verso A. 

Quando al segmento si attribuisce uno di tali versi, quello, ad es., 


she da A va a B, il segmento si chiama orientato e si indica colla 


ee ctazione AB. I punto A dicesi origine o primo estremo, il punto B. 


ondo estiemo, ovvero estremo libero, 0 semplicemente estremo; la 
-retta su cui giace il segmento linea d’ azione. 

Se allo stesso segmento, invece del verso da A a B, si attribuisce 
altro che da B va ad A, si ha il segmento orientato BA, che ha la 
' stessa linea d’azione di AB, ma l’origine B e l’estremo A. 

Se A e B coincidono il segmento AB si riduce all’unico punto 
A=B e dicesi seymento nullo. In tale ipotesi la linea di azione e il 
 yerso risultano indeterminati, ed @ questo I’ unico caso in cui i due 

segmenti orientati opposti AB e BA coincidono. 

Un segmento orientato non nullo AB é, dunque, un ente geome- 
trico caratterizzato da un’origine, da una lunghezza (rapporto del 
segmento di estremi A e B ad una unita prefissata), da una direzione 
e da un verso. E ad evitare equivoci giova rilevare esplicitamente 
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che qui con la parola “ direzione , si intende denotare la caratteri- 
stica comune ad una data retta e a tutte le sue parallele (0 punto 
improprio della Geometria proiettiva) indipendentemente dalla deter- 
minazione del verso. In altre parole si riguardano come aventi la 
stessa direzione due segmeunti orientati appartenenti alla stessa retta 
o a rette parallele, abbiano o no il medesimo verso. 

Pei segmenti nulli risultano indeterminati, colla linea d’ azione, 
anche la direzione e il verso. 


2. SEGMENTI ORIENTATI EQUIPOLLENTI. — Due segmenti orien- 
_tati diconsi eguipolienti quando hanno la stessa lunghezza, la stessa 
direzione e lo stesso verso; onde, nel caso dei segmenti nulli, si é 
naturalmente condotti a considerarli tutti come equipollenti, in quanto 
per tutti la lunghezza é nulla e la direzione e il verso risultano ugual- - 
mente indeterminati. 

L’ equipollenza dei segmenti orientati gode, per la stessa sua defi- 
nizione, delle proprieta fondamentali dell’ eguaglianza, cioé: 1°) “ogni 
segmento € equipollente a se stesso (proprieta riflessiva); 2°) se AB 
é equipollente a PQ, PQ & equipollente ad AB (proprieta simmetrica); 
3°) due segmenti equipollenti ad un terzo sono equipollenti fra lore— 
(proprieta transitiva). 

Dalla definizione di equipollenza risulta altresi che due segmenti 
equipollenti coincidono se hanno l’origine (o J’ estremo) comune ; e 
che, assegnati ad arbitrio un segmento AB e un punto P, esiste sempre 
ed @ unico il segmento PQ equipollente ad AB ed avente lorigine P. 

Infine, se si chiama proiezione di un segmento orientato AB su di 
una retta, 0 su di un piano, il segmento orientato A,B,, che ha per 
origine e per estremo le proiezioni ortogonali di A e B, rispettiva- 
mente sulla retta o sul piano considerato, € manifesto che se die- 
segmenti orientati sono equipollenti, sono tali anche le loro proiezioni 
su di una stessa retta (o su rette parallele) come pure su di uno stesso 
piano (oO su piani paralleli). 


3. VETTORI. — I segmenti equipollenti a un dato segmento orien- 
tato AB sono o<3, uno per ciascun punto dello spazio, preso come 
origine, ed hanno comuni la lunghezza, la direzione e il verso. L’ente 
astratto che si pud far corrispondere a questa classe di <* segmanti 
orientati, cioe Pente geometrico caratterizzato dalla lunghezza, dalla 
direzione e dal verso di AB (astrazion fatta dalla sua origine) dicesi 
vettore. 

A individuare siffatto vettore possiamo assumere il segmento orien- 
tato AB o, indifferentemente, uno qualsiasi dei suoi equipollenti, nello 
stesso modo in cui a determinare una direzione si puod scegliere una. 


vs 


qualsiasi delle rette parallele, aventi comune la data direzione, e a deter- 


-minare una data giacitura (retta impropria della Geometria proiettiva) 


si pud assumere uno qualsiasi dei piani paralleli, che la contengono. 


Cosi, in particolare, tutti i segmenti nulli rappresentano un unico 
vettore, che dicesi vettore nullo, ed ha lunghezza nulla, direzione e 
verso indeterminati. Ogni altro vettore ha una lunghezza non nulla 
e una direzione e un verso ben determinati. 


4. I vettori si designano a stampa con lettere di tipo grassetto, 
qual’é ad es. v, mentre il vettore nullo si designa senz’ altro con lo 0. 
La lunghezza di un vettore non nullo wv, la quale dicesi anche modulo 
o tensore del vettore, si denota con modw o ||, 0 pi semplicemente 
con la stessa lettera che designa il vettore, ma di tipo corsivo: p. es. 
modu =v. 

Un vettore di modulo 1 dicesi wnitario; e si pud dire che ogni 
vettore unitario individua una direzione orientata e viceversa. 

Il vettore unitario che ha la stessa direzione e lo stesso verso di 
un vettore uv chiamasi versore di uv e si denota con versv. 

Aggiungiamo infine che, per contrapposto ai vettori e alle gran- 


_dezze vettoriali (cioé rappresentabili con vettori), i numeri (relativi) 
‘e le grandezze rappresentabili con numeri siffatti si dicono scalari. 


5. VETTORI EGUALI. — Due vettori v,, VU, diconsi eguali, quando 
hanno eguali la lunghezza, la direzione e il verso. Percid l eguaglianza 
fra vettori si riduce alla identita logica. Essa si denota scrivendo 


U1, = V2, dove, per definizione, il segno = sta ad indicare che i due 


simboli #,, U2, rappresentano un medesimo vettore. Risulta di qui 
senz’ altro che il segno = gode delle proprieta riflessiva, simmetrica 
e transitiva. 

6. VETTORI COMPONENTI DI UN VETTORE. — Se si tien conto della 
osservazione enunciata in fine al n. 2, si ha che proiettando gli ~#® 
segmenti orientati fra loro equipollenti, che rappresentano un mede- 
simo vettore wv, sulle ~? rette aventi una data direzione (0 sugli x1 
piani aventi una data giacitura) si ottengono ~*® segmenti orientati, 
fra loro equipollenti e percid atti a rappresentare anch’essi un me- 


desimo veitore. Questo vettore dicesi il componente del vettore dato w, 


secondo la prefissata direzione (0, rispettivamente, secondo la data 
giacitura). 

Il componente di un vettore v non nullo é nullo sempre e solo 
quando la direzione (o giacitura) che si considera é ortogonale av; 
mentre per il vettore nullo é nullo anche il componente secondo qual- 
siasi direzione (0 giacitura). 
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B poi senz’ altro manifesto che, se due vettori sono eguali, tali sono 
altres) i loro componenti, secondo una qualsiasi direzione (0 giacitura). 


7. MISURA DELLA COMPONENTE DI UN VETTORE SECONDO UNA DATA 
DIREZIONE ORIENTATA. — Immaginiamo che su di una data retta r 
sia fissato uno dei due versi (da indicarsi in figura con una freccia), 
cioé supponiamo che la 7 sia, come suol dirsi, una relta orientata. 
Dato un vettore v , consideriamo la lunghezza del vettore componente 
di vw secondo la direzione di r, e a questa lunghezza attribuiamo il 
sepno + 0 —, secondo che codesto componente risulta o no di verso 
concorde a quello di vr. I] numero con segno cosi ottenuto si dira la 
componente del vettore v secondo la retta orientata vr, e si designera 
solitamente con v,. Questa componente v, non cambia, se la 7 si spo- 
sta parallelamente a se stessa, conservando il suo verso; cambia sem- 
plicemente di segno, se si inverte I’ orientazione di 7. 

EK di fondamentale importanza la formula che esprime la »v, per 
mezzo della lunghezza v del vettore uw e dell’angolo TU, che wv forma 
colla retta orientata r (1). Da un noto teorema di Geometria analitica 
si ha 
(1) . Vp = VCOSTU =V C08 UF ; 


e giova rilevare che questa formula si mantiene valida anche quando 
w si riduce al vettore nullo, perché a primo membro 2, si annulla per 
definizione, e a secondo membro risulta parimente nullo v, mentre 
cos ru , pur essendo indeterminato lV’ angolo, si mantiene finito. 


8. RAPPRESENTAZIONE CARTESIANA DEI VETTORI. — Fissiamo una 
terna ortogonale di assi cartesiani Oxyz, che, secondo una conven- 
zione che osserveremo costantemente nel seguito, supporremo destra 
(o levogira), cioé tale che, quando l’asse orientato # va a sovrap- 


() & ben noto dalla Geometria analitica che si dice angolo 141 di due rette 
orientate 7, ,%_ Y angolo compreso fra 0 © x (estremi inclusi), che 8 formato 
dalle due parallele ad 1,,7, , condotte per un qualsiasi punto O ed orientate 
ciascuna nel verso della rispettiva parallela 1, ,7,; © va ricordato che questa 
definizione 6 legittima, in quanto l’angolo dianzi caratterizzato 8 indipendente 
dalla scelta del punto ausiliario O. Nel caso di una retta orientata » e di un 
vettore (non nullo) v, dicesi angolo rv Vangolo della + con una qualsiasi delle 
rette orientate (fra loro parallele e di verso concorde) che hanno Ja direzione 
© il verso del vettore v; 6, analogamente, per angolo UUs di due vettori vy, v, 
(entrambi non nulli) si intende Vangolo di due rette orientate aventi rispetti- 
vamente la direzione 6 il verso di Uy, Ue. 

L’ angolo co) risulta indeterminato se il vettore v & nullo; e cosi dicasi 
dell’ angolo vv V,, 86 6 nullo anche uno solo dei vettori V1, Vo. 
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porsi all’asse orientato y descrivendo un angolo retto, l asse 2 perso- 


nificato lo veda rotare da destra verso sinistra; onde ovviamente » 


risulta che appaiono nello stesso verso agli assi orientati x e y le 
analoghe rotazioni di y verso 2 e, rispettivamente, di 2 verso x. E 
importa avvertire che nel se- 
guito si dira verso destro di 
rotazione, intorno ad una retta 
orientata qualsiasi, il verso con- 
corde a quello, che dianzi fu 
designato con tal nome intorno 
a ciascuno degli assi x, y, 2. 
Naturalmente si chiamera sini- 
stro (0 destrogiro) il verso oppo- 
sto; e sinistre (0 destrogire) si 
diranno le terne ortogonali di 
assi cartesiani, simmetriche (e 
percio non sovrapponibili) a quelle or ora caratterizzate. 

L’ origine delle designazioni “ destra, e “ sinistra , cosi attribuite 
alle terne di assi orientati sta nel fatto che il pollice, lindice e il 
medio della mano destra o sinistra, divaricate come quando si conta, 
materializzano una terna destra 0, rispettivamente, sinis ra purché 
alle tre dita nominate si associno le lettere x, y, zin ordine ciclico (). 

-Osserviamo ancora che il verso destro o tee di rotazione si 
puod anche dire antiorario o, rispettivamente, orario, perché, se ci si 
riferisce per esempio ad una terna destra Oxyz, l’asse 2 personificato 
vede rotare l’asse x verso l’asse y, traverso |’ angolo retto, nel verso 
opposto a quello delle lancette di un orologio, il cui quadrante sia 
sul piano xy. 

Cio premesso, riprendiamo la terna destra Oxyz, supposta fissata 
dapprincipio, e ricordiamo che ad individuare un vettore vw basta asse- 
gnare un segmento orientato AB (scelto ad arbitrio fra gli «*, che 
hanno lunghezza, direzione e verso eguali a quelli di v). Percid qui, 
con riferimento alla terna prefissata, bastera dare le coordinate x’, y’, 2 


(4) Queste designazioni “destra,, e “sinistra,, corrispondono al “ righthan- 
ded,, © “lefthanded,, degli Inglesi; i Tedeschi dicono “ Rechtssystem,, e 
4“ Linkssystem,,. — Nelle nostre Lezionit di Meccanica razionale (in tre volumi; 
Bologna, Zanichelli) abbiamo usato in luogo di “ destra ,, e “ sinistra ,, le parole 
“ destrorsa ,, e “sinistrorsa,,, interpretandole come equivalenti a “ proveniente 
da destra,, o “ proveniente da sinistra ,,, in quello stesso modo che si usa per 
la designazione dei venti. Ma ci 6 stato fatto notare che questa interpretazione 
non 8 etimologicamente esatta, perché la desinenza “..,orsa,, deriva da “ ad- 
vorsus (= adversus),, e non da “ortus,, come noi avevamo ritenuto. 
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e x’, y’, 2” dell’origine A e dell’estremo B di un tale segmento 
orientato. 

Designate allora con v,, Vy, Vz le componenti di w secondo gli — 
assi (che sono casi particolari della 7, considerata al n.° precedente) 
si ha dalle prime nozioni di Geometria analitica 


/ 


(2) Vp =U" — Hy ty = YY, Wg" — 2’; 
e, d’altra parte, se si denotano con a, 6, y i coseni direttori di v, 
risulta dalla (1) 
(3) 0,508, f= Dy = DOI ae 

Da queste due terne di formule consegue immediatamente che le 
componenti di un vettore secondo gli assi ne forniscono tutti gli 
elementi caratteristici. Invero dalle (1) discende per la lunghezza di 
AB ossia di w Vl espressione 
s = Vie Foe +e 
in cui il radicale va inteso in senso aritmetico, e che si annulla sem- 
pre e solo quando scno simultaneamente nulle le tre componenti 2, ,. 
Vy, Vz. Escluso questo caso, corrispondente al vettore nullo, la direzione 
orientata di wv é@ individuata dai rispettivi coseni direttori, forniti 
dalle (3), (4) sotto la forma 


Oz Vz Vy Vy 
V0q? + vy? + 0; Via + tr te 
et Us 
1=F 


Vb Hay Ot 
onde, in particolare, risulta che per un versore o vettore unitario 
(v = 1) le componenti coincidono coi rispettivi coseni direttori. 

Insomma, le formule (2)-(5) mettono in luce che vi @ corrispon- 
denza biunivoca fra i vettori dello spazio e le terne dei numeri t,, 
Vy, Vz, loro componenti secondo gli assi,ed @ per questo che le com- 
ponenti si chiamano anche coordinate del vettore. 

Qui da ultimo giova fissare I’ attenzione su due formule, altrettanto: 
ovvie quanto importanti. Se si fissa una retta orientata » di coseni 
direttori ~, 3, Y,, si ha per la componente v,, in base al noto teo- 
rema delle proiezioni in Geometria analitica, l espressione 
(6) Op = Ug%q + Cy 4 + yi - 

Se poi si considerano due vettori v, e Uv, (entrambi non nulli) & 
si designano (per evitare i doppi indici) con X,, ¥,;, Z,, e X32, Yo, 
Z, le componenti, si ha, in base alle (5) e alla nota espressione del 
coseno dell’angolo di due direzioni orientate, di dati coseni direttori, 


(7) cos rey) = XXa + VN ¥, +425 
SS Vo : 
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9. VETTORI COME DIFFERUNZE DI PUNTI. — Le relazioni (1) fra le 
componenti di un vettore v e le coordinate degli estremi di un suo 
segmento rappresentativo AB suggeriscono la convenzione (dovuta al 
GRASSMANN (*) ed oggidi adottata universalmente) di rappresentare il 
vettore v come differenza dei due punti 4, B- 


(8) v=B—A. 

Ricordando che ogni segmento orientato nullo, cioé avente gli 
estremi coincidenti, rappresenta il vettore nullo, si scrivera coeren- 
temente, 

A—A=0. 

Va ancora notato che, per la posta convenzione, la scrittura 

z B—A=B' — JA’ 
implichera la equipollenza dei due segmenti orientati AB e A’B’ ossia 
(se A, B, A’ non sono allineati) il fatto che il quadrangolo ABB’A’ é 
un parallelogramma. 


§ 2. — Somma di punto e vettore e di vettori. 
Prodotto di un vettore per un numero. 


10. SOMMA DI PUNTO E VETTORE. VETTORI APPLICATI. — Dati un 
vettore v di componenti X, Y, Z e un punto A di coordinate a’, y’, 2’, 
il segmento orientato di origine A, che ha lunghezza, direzione e 
verso eguali a w (ed é percid atto a rappresentarlo) ha per estremo, 
in virtt delle (1), il punto B di coordinate 
(9) eae KX, Yay ty, 2 Se +-Z. 

Queste formule suggeriscono quest’ altra convenzione, pur essa dc- 
yuta al GRASSMANN: si chiama somma del punto A e del vettore v 
l’estremo B del segmento orientato AB che rappresenta il vetiore v, 
e si scrive 
(10) B=A+YV. 

In accordo con questa convenzione, il segmento orientato AB si 
chiamera anche vettore v applicato in A; ed anzi nel séguito ci atter- 
remo generalmente a questa nuova denominazione, piuitosto che a 
quella usata sin qui di segmento orientato. 


(1) HERMANN GRASSMANN, 0. a Stettino nel 1809, visse quasi sempre in questa 
gitt’, dove mori nel 1877. Gli si deve un metodo originale di caleolo eros 
(pubblicato nel 1844 sotto il titolo di Ausdehnungsichre) che Soe aes a par- 
ticolare la teoria dei vettori e trova applicazione in parecchie questioni non 

solo di Geometria, ma anche di Meccanica e di Fisica matematica, 
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Ravvicinando le due equazioni (8) e (10), stabilite entrambe diret- 
tamente in base ad opportune convenzioni, notiamo che, sotto l’aspetto. 
formale, esse possono dedursi luna dall’altra applicando le consuete 
regole di calcolo algebrico ai simboli di punto. Lo stesso dicasi per 
la identita 

B=A-+(B— 4), 


che, per lav = B — A, nonése non un diverso modo di scrivere la (10).. 


11. SomMA DI VETTORI. — Dati m vettori 7, U,,..., Un e prefis- 

sato un punto O qualsiasi, si ponga 

Ay=O+4 Uy, Ag= Ay U9,.- 25. Anp=AnaF Va} 
cioe si costruisca, a partire da O, la poligonale (in generale sghemba) 
OA,A,.«+-A,, 1 cui successivi lati: OA,, A,Az,.:.; Agcy Ags Oblen= 
tati ciascuno nel verso di percorrenza della poligonale da O ad A,, 
rappresentano ordinatamente i vettori dati. 

Se la stessa costruzione si eseguisce a partire da un altro punto O’ 
ed @ O'A,'A,’... A,’, la poligonale che cosi si ottiene, si riconosce 
immediatamente, in base a note proposizioni di Geometria elementare, 
che il segmento orientato O’A,’ risulta equipollente, qualunque sia O’,. 
al segmento O4A,,. 

Cid posto, il vettore A, — O (cioé il vettore rappresentato dal 
segmento orientato OA, 0 da qualsiasi altro segmento O'A,, equi- 
pollente ad OA,,) dicesi somma o (vettore) risultante dei vettori dati 
15 Vo,->++; Un © 8i scrive 
(11) Ay, — O=%,+%2,+...+%4,. 

L’ operazione che da la somma di pil vettori dicesi composizione 
dei vettori dati, i quali diconsi perciod (vettori) componenti del vet- 
tore somma. 

Dalla definizione stessa discende che il risultante di quanti si 
vogliano vettori paralleli ad una retta (0 ad un piano) é pur esso- 
parallelo a codesta retta (o a codesto piano). 

Notiamo che in ogni caso la (11) si pud scrivere 

Ay — 0 =(A, — 0)-+- (4, — Ay) +... - A, — Aged), 
e sotto questa forma appare come una identita algebrica fra simbon 
di punti. 

Se, in particolare, la poligonale si rinchiude, cioé se A, coincide con 0, 
si ha l’identita, valida per » punti 4,, 4,,..., A, quali si vogliano, 
(Ay Aa) GP Ay) Ee a ee 
di cui giova tener presenti, come quelli che pit spesso si usano, i 

casi particolari pil semplici: : 
(A, — 42) + (4, — 41) = 0, (4) — As) + (A, — A}) + (43 — 42) =9-~ 
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12. La somma di vettori gode delle proprieti associativa e com- 
mutativa. a 

Per dimostrarlo nel modo pit rapido, riferiamoci ad una terna 
di assi cartesiani e denotiamo con X,, Y,;, Z; le componenti del 
vettore uv; (= 1, 2,..., n). Se come primo vertice della poligonale 
costruttrice del risultante assumiamo I’ origine O della terna degli 
assi, e in base alle (10) calcoliamo successivamente le coordinate dei 
vertici A,, A,,..., troviamo da ultimo per le coordinate di A,, vale 
a dire per le componenti X, Y, Z del risultante A, — O dei dati 
- vettori, le espressioni 


n n n 
(12) X=BX, Y=3,%,, ZZ, 


le quali mettono senz’ altro in luce, per la somma dei vettori, la vali- 
dita delle due proprieta suaccennate. 


13. Poiché, data una qualsiasi direzione orientata, si pud sempre 
immaginare di aver prescelto uno degli assi, p. es. quello delle x, 
parallelo e di verso concorde ad essa, si desume dalla prima delle 
equazioni precedenti che: La componente del risultante di pic vettori 
secondo una qualsiasi direzione orientata é data dalla somma (algebrica) 
delle analoghe componenti dei vettori considerati. 

Ne scende che la proiezione del risultante di piu vettori su di una 
data direzione coincide col risultante delle proieziont dei vettori consi- 
derati su quella direzione. 

Questa proprieta si estende alle proiezioni su di una giacitura 
qualsiasi. Per provarlo basta immaginare scelto uno dei piani coor- 
dinati, p. es. xy, nella prefissata giacitura: allora le componenti su di 
essa dei vettori v; e del loro risultante sono date da X;, Y;, 0 e, 
rispettivamente, X, Y, 0; onde in base alle due prime delle (12) si 
conclude appunto che la proiezione del risultante coincide col risul- 
tante delle proiezioni. 


14. Nel caso di due soli vettori v,, v, (non paralleli) il risultante 
Uy + U2 = U2 + Uy 


é rappresentato dalla diagonale OA, del paralle- 
logramma OA, A, A,’ racchiuso dai due vettori 
V1, U2 applicati ad un qualsiasi punto 0. Questo 
parallelogramma, al pari di ogni altro a lati ordi- 
natamente equipollenti, quale si ottiene appli- 
—eando 4,, UV, ad un altro qualsiasi punto diverso da O, dicesi paral- 
lelogramma dei due vettort. 
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Cosi, per tre vettori v,, v,, @; non complanari, cioé aventi dire- 
zioni non appartenenti ad una medesima giacitura, il risultante 


Uy + U2 + U3 = Ug + Ug + Uy = Ug + U1 U2 = 
= U3 + Ug + Uy = Ug + U1 + Ug = U1 + V3 Ve 
8 rappresentato dalla diagonale OA, del parallelepi- 


pedo compreso fra i tre vettori applicati ad un me- 
desimo punto 0. 


15. SCOMPOSIZIONE DI UN VETTORE. — E manifesto che un vet- 
tore v si pud considerare decomposto, in infiniti modi diversi, nella 
sommma di un certo numero v di vettori: se é v = B — A, basta fissare 
ad arbitrio »—1 punti 4,, A,,..., Ans e porre 

B—A=(A, — A)+(4, — 4;)+...+(B — Ay_1)- 

Ma fra codeste infinite possibili decomposizioni ve ne sono talune 
di uso corrente, che qui conviene accennare. 

Date anzitutto tre direzioni non complanari (cioé non appartenenti 
ad una medesima giacitura) si considerino 
pel punto A, in cui si immagina applicato 
il rappresentante B — A di v, trerette 7,, 
2, f,, aventi rispettivamente le direzioni 
prefissate, e per B si conducano i piani 
paralleli ai piani 7273, 7371, 7172, fino ad 
intersecare in B,, B,, B; le 7,, 72, 73 ordi- 
natamente. 

Codeste tre coppie di piani paralleli 
determinano un parallelepipedo ai diago- 
nale AB e di spigoli AB,, AB,, AB,, talché si ha 

v= (8, ~A) +E, — A+; —4): 

I vettori B,—A, B,—A, B;—A diconsi i componenti di v 
secondo le tre direzioni date. 

EK manifesto che si annulla uno di questi tre componenti, se la 
direzione di vw é complanare a due delle date direzioni; se ne annul- 
lano due, se la direzione w coincide con una di esse. 

In secondo luogo, prefissate una di- 
rezione e una giacitura non apparte- 


eee nentisi, si considerino per A la retta r 
/ e il piano ® aventi rispettivamente co- 


\ Ge ey \ desta direzione e codesta giacitura e si 
% BN conducano per B il piano parallelo a ® 


fino ad intersecare la 7 in B’ e la paral- 
lela ad r fino ad intersecare G in B”’. Il quadrangolo AB’BB’ & un 
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 parallelogramma di diagonale AB e di lati AB’, AB’, cosicché si ha 
© = (B’ — A) + (B” — A): 

i vettori B’ — A, B’ — A vengono chiamati i componenti di v secondo 

la direzione e la giacitura date. 


16. PRODOTTO DI UN VETTORE PER UN NUMERO. — Se v é un dato 
vettore ed un intero positivo qualsiasi, la somma di » vettori uguali 
a wv é, per definizione, il vettore che ha la stessa direzione e lo stesso 
verso di w ela lunghezza nv. Esso dicesi prodotto di v per l’intero n 
e si designa con nv. 

Pit in generale, si chiama prodotto del vettore v per un numero 
reale qualsiasi a e si denota con av (0 indifferentemente con wa) il 
vettore che ha la lunghezza |a@|v, e (quando non sia nullo) la stessa 
direzione di v, e lo stesso verso o I’ opposto secondo che a é positivo 
o negativo. Notiamo subito che, per definizione, av si annulla sempre 
~ e solo quando sia nullo o il numero a@ o il vettore w (od entrambi). 

Qualunque sia a, il vettore av é parallelo a v (0 nullo), e, vice- 
versa, per v=t 0, ogni vettore v’ (nullo o) parallelo a w é rappre- 
sentabile sotto al forma 

uU=w, 
dove il numero a risulta univocamente determinato come quello che 
ha il valore assoluto |a@| eguale al rapporto delle lunghezze di w 
e v, e (quando non sia zero) il segno + 0 —, secondo che i versi 
di v e v’ sono eguali o no. : 

In particolare, per a= —1 si ha il vettore (—1)¥v, avente la 
stessa direzione e la stessa lunghezza di w e il verso opposto. Esso 
si chiama il vettore opposto di vw e si designa semplicemente con — w. 

Dalla precedente definizione risulta, per ogni possibile vettore, 


=vversv. 


Inoltre se, rispetto ad una data terna di assi, sono X, Y, Z le 
componenti di wv, quelle di av sono aX, aY, aZ. 


17. Pel prodotto di un vettore per un numero sussistono le indentita 

av + bu = (a+ b)v, a(bv) = abv, AV, +, =a (U1 + U2). 

La verifica delle due prime é immediata: la terza, che sarebbe pur 
facile dedurre direttamente dalla definizione del n. prec., si stabilisce 
nel modo pil rapido rilevando la identita delle componenti dei due 
membri. 


18. Combinando la definizione di prodotto di un numero per un 
vettore con quella di somma di quanti si vogliono vettori (a. 11) 
-rimane pil generalmente stabilito che una qualsiasi espressione lineare 


j RUSE RR a doves te cee a a ee 
/ ate gar: Swine 
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n 
del tipo %,a,;v,; rappresenta un ben deferminato vettore. Le sue com- 


ponenti sono date da 


In particolare si ha la differenza di due vettori Vv, — V,, che som- 
mata con v, riproduce v,, e che é rappresentata dalla seconda dia- 
gonale A’, A, del parallelogramma 0A, A, A, 


ie Oe hea A, div, e U,. 
a jf Ny mA Pit generalmente va ritenuto che tutte le 
/ ere regole del calcolo letterale relative ai segni + 
came he o e —, alla somma algebrica di polinomi, alla 


moltiplicazione per un numero, alla riduzione 
di termini simili sono senz’ altro applicabili alle espressioni vetto- | 
riali DL, a,V; . 

19. Dai nn. prec. risulta pei vettori, rispetto ad una terna di assi, 
una rappresentazione espressiva. Dato un vettore wv di componenti 
X, Y, Z, applichiamolo all’ origine O delle coordinate e sia Q il suo 
estremo, vale a dire il punto di coordinate X, Y, Z (n. 8). Denotate 
con Q,, Qa, Qs le proiezioni di Q sui tre assi, abbiamo (n. 15) 


Uv = (1 — O) + (G2 — O) + (Q3 — 0). 


D’altra parte, se indichiamo con @, j, & i tre vettori unitari 
che hanno la direzione e il verso degli assi orientati x, y, 2 rispet- 
tivamente, o versori fondamentali della terna considerata, possiamo 
serivere (n. 16) 


Qi —O=Xi, 2.—-O0= 7%, Q; —-O=Zk, 
onde perveniamo alla preannunciata rappresentazione del vettore w 
u=Xi+ YU+ Zk. 

A quest’equazione si pud dare un’altra forma, che sara ripetu- 
tamente richiamata nel seguito, come punto di partenza di notevoli 
deduzioni. Dato un punto P di coordinate x, y, z, queste sono le com- 
ponenti del vettore P—O, onde si ha 

P—O=xi+yj+2k 
e quindi 


(13) P=O0+ai+yj+2k. 


Bech GRR Me ts ie Mecca agar ae a 
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§ 3. - Prodotto scalare 
@ prodotto vettoriale di due vettori. 
20. PRODOTTO SCALARE. — Dati due vettori v,, v2, entrambi di- : 


versi dallo zero, dicesi prodotto scalare (od interno) di v, per Vz e Si 
designa con Uy >< U2 (da leggersi “v, scalare wv, ,) il prodotto 

VVe COS U1Uo 
delle lunghezze dei due vettori per il coseno del loro angolo. 

Se si denotano con X,, Y,, Z, e X2, Y2, Z, le componenti di 
@, & U, rispettivamente, si ha senz’ altro dalla (7) del n. 8 la seguente 
espressione formale del prodotto scalare 
14) ~ Uy X<U_ = 0, Vg C08 Uy = XX + Y, Y, +A Ze; 

e va notato che essa si mantiene valida anche quando sia nullo uno 
dei due vettori o lo siano entrambi, perché in tal caso i due membri 
della (14) si annullano l uno e l’altro identicamente. 
; Con questa estensione del concetto di prodotto scalare al caso di 
fattori nulli, si riconosce che v,< WV, risulta nullo sempre e solo 
quando sia nullo almeno uno dei due vettori, oppure i due vettori 
siano ortogonali; talche l’ annullarsi del prodotto v,<_ di due vet- 
tori, entrambi diversi da zero, esprime la condizione necessaria e 
sufficiente per la loro ortogonalita. E se sisa che un vettore v,, mol- 
tiplicato scalarmente per ogni altro vettore v,, da un prodotto aX @, 
nullo, si pud senz’ altro concludere che @, é nullo, poiche in caso con- 
trario basterebbe prendere a, non nullo e non ortogonale a W, per 
avere UV; >< U, + 0. 

Se i due vettori v,, v_ non sono fra loro ortogonali e sono entrambi 
diversi da zero, v¥; <2 € positivo o negativo, secondo che I’ angolo 
dei due vettori é acuto od ottuso. 

Il prodotto vv di un vettore per se stesso, che si suol indicare 
piu semplicemente con @?, coincide (essendo ve = 0) col quadrato 
della lunghezza, onde la condizione v?=1 caratterizza i vettori 
unitari. 

Cosi in particolare, i versori fondamentali di una terna cartesiana 
(ortogonale) di assi sono caratterizzati dalle sei relazioni 
(15) Papel JK k= hXt=1Xxj— 0. 

Dalla espressione 2,2, cos UD, del prodotto v7, risulta che 
esso si pud interpretare come il prodotto (algebrico) della lunghezza 
di uno dei due vettori? per la componente dell’altro secondo la dire- 
zione orientata del primo. 


‘Anzi osserviamo ehe se, nel caso di due vettori quali si vogliono 
v% @ U2, la linea d’ azione di uno di essi, p. es. di v,, si considera — 
orientata nel verso opposto a quello di v,, le componenti di 7, e Vx” 


secondo codesta direzione orientata sono date da 


—_— 


— 1, © — Uz G08 VyU 5 

e, poiché si ha identicamente 
UX U2, = (— %4) (— 22 C08 UU2) ) 

concludiamo che il prodotto scalare di due vettori é eguale al proaouto 


(algebrico) delle loro componenti secondo la linea d’azione di uno qual- 


siasi di essi, COMUNQUE ORIENTATA. 

Infine non sara inutile rilevare esplicitamente che il prodotto sca- 
lare w><v di un qualsiasi vettore v per un vettore unitario vz rap- 
presenta in simboli vettoriali la componente di @ secondo la direzione 
orientata di w. 


21. Sia dalla definizione di prodotto scalare, sia dalla sua espres- 
sione formale (14) discendono le seguenti identita, nella prima delle 


quali @ denota un qualsiasi numero reale: 


a (U1 X U2) = (WU) X V2 = U1 X (EU) 5 
U1 >< U2 = Un KU (proprieta commutativa) ; 
UX (Uy +2) = UKM AVUK Ue (proprieta distributiva). 


22. PRODOTTO VETTORIALE. — Due vettori v,, v¥,, non paralleli — 
(ed entrambi diversi dallo zero), determinano, nell’ ordine in cui son 
dati, su ogni piano avente la loro giacitura comune, un certo senso di 
rotazione, quello in cui, sul piano considerato, la parallela a a, per 
un qualsiasi punto O, orientata nel verso di v,, deve rotare intorno- 
ad O per soyrapporsi, descrivendo un angolo non magyiore di x, alla 
parallela per O a ,, orientata nel verso di v,. Di conseguenza i due 
vettori v,, U, permettono di distinguere TV uno 
dall’ altro, per ogni direzione non appartenente 
alla giacitura di @, e @,, i due versi opposti: 
quello rispetto a cui il senso di rotazione deter- 
minato da v,, @, appare destro e il verso opposto. 

Cid premesso, dicesi prodotto vettoriaie (od 
esterno) dei due vettori @,, UV, e si designa 
con v,/\U, (da leggersi “2, vettore 2., 0 
“qv, esterno @,,) il vettore che ha Ja lunghezza_ 
1, sin UUs (area del parallelogramma racehiuso- 
da %,, 2), la direzione ortogonale alla giacitura di @, e W, e ib 
verso rispetto a cui appare destro il senso di rotazione determinato: 
dai due vettori v,, v,, nell’ordine in cui son dati. 


de 
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See mille anche uno solo dei due vettori 1, Wo see =0) 0 se 
i Bee vettori son paralleli (sin 70%, = 0), la definizione precedente é 


ancora applicabile, in quanto lascia bensi indeterminati la direzione 


e il verso di v,/\v,, ma assegna alla sua lunghezza il valore 0. Percid. 


‘in tali ipotesi assumeremo v,/\v, = 0. Poiché non vi é altro caso in 
‘eui cid possa accadere, si ha che per due vettori entrambi diversi 
dallo zero, l’annullarsi del prodotto uv, \v,. da la condizione di paral- 


Ielismo. EH, come pel prodotto scalare (n. 20), se si sa che é nullo il 
prodotto v7, \v_ di un dato vettore v; per ogni altro vettore a, si 


conclude che é€ ¥, = 0, giacché in caso contrario basterebbe prendere 


¥, non nullo e non parallelo a v, per avere v, \¥, +0. 
Giova tener presente che v, '\@, (ove non sia zero) é sempre orto- 


- gonale a ciascuno dei vettori v7, e v,. Se in particolare w é un vet- 


tore unitario, _ortogonale ad un dato vettore w, il prodovte wiv (es. 
sendo wv = 1, Uv = /2) ha la stessa lunghezza v di v, é@ ortogonale 
ad we wed ha verso tale che la terna (ortogonale) 7, 7, w/v risulta 
destra. Tale @ percid anche la terna v, w/\v, %, cosicché il molti- 


‘plicare.vettorialmente (a sinistra) un qualsiasi vettore vw per un vet- 


tore unitario ortogonale ew equivale a far rotare v (senza alterarne la 


lunghezza) intorno alla direzione orientata di w, nella giacitura orto- 


gonale, di un angolo retto in senso destro. 
Applicando le precedenti osservazioni ai versori fondamentali ¢,j, i, 


si trovano le seguenti formule, che occorre ricordare 


(16) . aM ee) = hi \ [ips 
WN) hey GK, 
Notiamo infine che per avere il vettore applicato in un ge- 
nerico punto O, che rappresenta il prodotto @,/\¢2, di due vettori 
non nulli, né paralleli, basta immaginare v, e ¥, applicati in 0. Se é 
P, =O, Pr =O+ Vs, il vettore v,\v, applicato in O ha per 
linea d’azione la perpendicolare in O al piano OP,P,, il verso rispetto 
a cui l’angolo (non concavo) P,OP, appare orientato in senso destro 
ela lunghezza OQ: misurata dallo stesso numero che da V’area del 
parallelogramma OP, PP, di Ui, @2. 


23. ESPRESSIONE FORMALE DEL PRODOTTO VETTORIALE. — Ci propo- 
niamo di trovare le espressioni delle componenti w,, w,,w, del pro- 
dotto vettoriale w=, /\v, per mezzo delle componenti X,, Y,, 4% 
e X,, Y2, Z dei due vettori v, e v2; e qui dapprima, ci riferiamo 
al caso in cui i due vettori sono entrambi diversi da zero e non pa- 
ralleli, talché su v, e U,, pensati applicati in un medesimo punto, si 
pud costruire un effettivo parallelogramma. 

In questa ipotesi il vettore aw deve essere, per definizione, orto- 


16 | a CAPITOLO PRIMO a gy ca 
os gonale tanto a ¥, quanto a v,, cosicché le w,, wy, Ws debbone sod- | 
disfare (n. 20) alle due condizioni 


— (17) OX W = XW, + Y, vy + 2,0, =0, 
b, - Hi V2>< WH Xp Wy + Vey + 2,00, = 0. 
ae Ora é@ facile convincersi che, nel caso qui considerato, i minori 
Y,Z_~ Z,¥a, 4X2 — Xi 4a, X, Ve — Y,X% della matrice 
XY Y, Ay 
ne | XxX, Y, Zs 


non possono essere tutti e tre nulli. Invero la somma dei loro qua- 
drati si pud scrivere ('), tenendo conto della definizione di prodotto 


scalare, 
5 Oe V1 V_ COS VU | — (id Rees 
3 1 ae othe: | = 0,2 022 (1 — COS? 1442) = 012042 Sin? 2111's , 
ss V1 V_ COS 145 V2 | : 
ag e, sotto le ammesse ipotesi, la quantita 7, 7, sin 4%, (area del paral- 


iste lelogramma, costruito su ,, 22) € certamente positiva. 
. Percid, in base alle (17), le wz, wy, w, sono proporzionali ai minori 
della matrice (18), cioé si ha, indicando con ¢ un fattore di propor- 
zionalita, 
We = ¢(¥,;2,— 4, Ye),  Wy=0(4, X, — XZ.) 
. Wz = 0(X, Y2— YX). 
Di qui consegue che il quadrato della lunghezza di 2 é dato, per 
= la stessa identita or ora invocata, da 
UP SW? A= Wy Wy SS E08 Sie es g 
e poiche questo quadrato deve identificarsi con v,?v,2 sin? 27, V5, si 
conclude 2 =1, cioé 
Opcectenl, 

Per togliere questa ambiguita di segno osserviamo che il segno 
di 9 non pud cambiare quando @, ,#, variano con continuita, purché 
w non passi per la determinazione zero, cioé a patto che a, Vs si 
mantengano sempre entrambi non nulli e fra loro non paralleli. D’altra 
parte, pur escludendo le dette circostanze, in cui w va a zero, é sempre 
possibile (e in infiniti modi) di passare dall’una all’altra di due gene- 
riche determinazioni per @, e @,. Bastera dunque verificare diretta- 
mente quale segno competa a o in un qualsiasi caso particolare, non 
degenere nel senso or ora chiarito. 


(+) Si ricordi la identita (cui si perviene eseguendo il quadrato della ma- | 
trice (18)) 
ra Vee i 


OR men ee 


+e 


: ees X_N + ¥g¥y 4+ 4,2 | 


¥, Z5| Le Xs X,Xe+ VyY¥y+2Z,%, Xq2+ V2+ 7,2 
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Scegliendo v;=%, v,=j, con che la matrice (18) diventa 
Ley 
Oe Sie a6 
@ ricordando che ¢/\j =k e che le componenti di & sono 0, 0, 1, si 
riconosce che va posto 7=1, e si conclude che le componenti del 
-prodotto vettoriale sono date dalle 
RO p= Ny Sy 2 Vy, 40, = 2, X—~ Xi Za We hy Ng Ys Ge 
_ Ove si introducano i versori fondamentali, si pud scrivere 
1/02 =(¥1 2, — 24, Y2)¢+ (4, X2 — XZ) fj + (MY, —Y, X)K, 
ossia, sotto forma di determinante, 


) 


tee ee 
(20) V1 AV = Xy ae Z, ° 


A queste conclusioni siamo pervenuti, escludendo esplicitamente 
il caso di due vettori, di cui uno almeno sia nullo, e quello di due 
-vettori paralleli. Ma le (19) e quindi la (20), si conservano valide anche 
in questi due casi eccezionali, perché, nell’uno e nell’ altro, ambo i 
membri di ciascuna delle (19) si annullano identicamente. 


24. Dalla definizione di prodotto vettoriale (n. 22), come del resto 
dalle espressioni formali (19) delle sue componenti, risulta che esso 
non 6, come il prodotto ordinario e quello scalare, commutativo, bens} 
alternante; cioé vale per esso I identita 

U2 /\U1 = — U1 /\U - 

Si verifica, invece, in base alle stesse formule (19), che seguitano 
‘a sussistere pel prodotto vettoriale le due seguenti identita, nella 
prima delle quali a@ denota un numero reale qualsiasi: 

@ (Uz /\Va) = (201) \U2 = U1 /\(AU2) 
U/A\@1 + Us) = VAY + U/A\Y 

Come in Algebra, questa proprieta distributiva si estende poi ov- 
viamente da due a un numero qualsiasi di addendi. Da cid e dalla 
regola, pocanzi indicata, di moltiplicazione per un numero scende altres) 
che lo sviluppo di un prodotto a fattori polinomiali, quale 

a 
Lp by Vy /\ 3 ,b,W, 
(dove n, p designano interi, a,, b, numeri reali, v,, w, vettori quali- 
sivogliano) si eseguisce come d’ordinario, colla sola restrizione che, 
in un termine generico dello sviluppo a,wv,/\b,w,, non si possono 
-invertire i fattori vettoriali, pur rimanendo lecito di spostare a piacere 
i coefficienti a,, b, e, in particolare, di attribuire al termine teste 
-soritto la forma G,0,U,./\W, + 
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25. PRODOTTI MISTI. — Dati tre vettori generici v,, U2, U3, si for- 

mino i tre prodotti vettoriali 

V2 /\Us, Us /\ U1, U1 \ Va, 
e poi i tre prodotti scalari che si ottengono moltiplicandoli ciascuno 
per il terzo vettore della terna. I prodotti misti che cosi si ottengono 
sono fra loro eguali, cioé sussistono le identita 
(21) U1 X< (U2 /\ Us) = Va (Us \ U1) = Us < U1 /\ U2) - 

Per stabilirle nel modo pit. elementare, si riferiscano i tre vettori 
dati ad una terna ortogonale e, indicate con X;, Y;, Z; (@=1, 2, 3) 
le componenti di #,; secondo le direzioni orientate degli assi, si osservi 
che, in base alle (19) del n. 23 e alla (14) del n. 20, i tre prodotti misti 
sono dati rispettivamente dai determinanti, manifestamente eguali, 


PCat Se Ae as). Lib ee Sees Ae 
Ky) hy Sacks YM) Ye Zale Xone eae ae 
es aay Oa eee een 6 Xe ee 


Notiamo che il valore assoluto di v, < (v2 /\ V3) da il volume del 
parallelepipedo dei vettori @,, 2, U;. Per dimostrarlo, escludiamo 
provvisoriamente i casi degeneri in cui sui tre vettori non si possa 
costruire un effettivo parallelepipedo e indichiamo con w il prodotto 
UV, /\ Vz, notando che la lunghezza di vw da l’area del parallelogramma 
dei vetiori v,, v,, mentre la direzione di vw é quella della perpendi- 
eolare al piano del parallelogramma. 

Il prodotto scalare v,< vu pud cosi interpretarsi (n. 20) come pro- 
dotto di v per la componente di v, secondo codesta perpendicolare al 
piano, debitamente orientata. La lunghezza di tale componente non 
é altro che l’altezza h del parallelepipedo sulla base di area v; onde 
il valore assoluto div, < U, ossia di 1, < (2 /\ Us) si identifica con vh. 
(area della base per l’altezza), cioé col volume del parallelepipedo 
di v7, U., Us. E il segno di vu, xv & + 0 —, secondo che l’angolo 
di @, colla direzione della perpendicolare alla giacitura di v, e v,, 
orientata nel verso secondo cui appare destro il senso di rotazione Uy Vs ant 
é acuto od ottuso, ossia (generalizzando ovviamente la dicitura intro- 
dotta al n. 8) secondo che la terna v,, V,, Vs @ destra o sinistra. 

I casi degeneri, provvisoriamente esclusi, si ottengono per conti- 
nuita, immaginando che i tre vettori v,, %, U3 tendano a divenire 
paralleli ad un medesimo piano, oppure che qualcuno di essi tenda 
ad annullarsi. Il volume del relativo parallelepipedo ha sempre per 


limite zero, e si ha in conformita (passando al limite del caso generale) 
Uz, X< (We /\ U3) = 9; | 
donde il corollario: L’ annullarsi del prodotto misto v, >< (V2 /\ Vs), for- 


mato con tre vettori non nulli, é@ condizione necessaria e sufficiente 
perche essi siano complanari (cioé paralleli ad uno stesso piano). 
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ys § 4.— Momento di un vettore applicato rispetto ad un punto 
e rispetto ad un asse. 


26. Premettiamo una considerazione qualitativa circa il verso di 
due rette orientate 7, 7’, non appartenenti ad un medesimo piano. 

Proiettando da una di esse, p. es. da 7, pit punti 4, B, C,.. 
di r’, susseguentisi nel verso della rispettiva orientazione, si genera 
un fascio di piani «, B, y,... e il verso di 7” subordina un verso nel 
fascio. Rispetto ad 7 (cioé rispetto ad un osservatore orientato, dai 
piedi alla testa, come 7) il verso anzidetto (o se si vuole il corrispon- 
dente senso di rotazione) appariraé secondo i casi destro o sinistro. 
Ma sara del pari destro o sinistro, come tosto si riconosce, il verso di 
rotazione determinato da 7 attorno ad 7’, quando sicambia I’ ufficio 
delle due rette 7 ed rv’. Di qua la definizione: 

Due rette orientate sghembe r, r’ si dicono fra loro destre o sinistre 
secondoché é destro o sinistro il verso di rotazione determinato (nel modo 
ora detto) da ciascuna di esse intorno all’ altra. 

La qualifica destri 0 sinistri si trasporta senz’ altro a due vettori 
applicati AB, PQ, non complanari, ed anche ad una coppia mista 
(retta orientata r e vettore applicato PQ che non la incontra, né le 
é parallelo) coll’intesa evidente, che ci si riporti al criterio prece- 
dente, sostituendo a ciascun vettore applicato la sua linea d’ azione 
orientata nel verso del vettore. 


27. Dato un vettore applicato v= B-A e un punto P, il prodotte 
vettoriale 
= (A-P) /\ (B-A) = (4-P) \¥ 
chiamasi momento del vettore v=B-A applicato 
in A, rispetto al punto o polo P. 


: , ; P.)-5--+------> 
Importa fissare il contenuto geometrico di ic ve 
questa definizione: se ci riferiamo al caso generale f 
. x X ° e gear ERS ESE 
in cui AB non é nullo, né allineato con P, il mo- 4% eB 


mento MM, che, per fissare le idee, immaginiamo 

applicato in P, é normale al piano PAB e destro riper ad AB ed 
ha lunghezza eguale all’area del parallelogramma costruito su PA 
ed AB, ossia al prodotto della Junghezza v del vettore applicato per 
la distanza di P dalia sua linea d’azione. 

Nei casi esclusi, in cui AB é nullo, oppure ha la sua linea d’ azione 
passante per P, é senz’ altro manifesto (n. 22) che il momento M é 
nullo; e, viceversa, se il momento M é nullo, o é nullo anche il vet- 
tore applicato v o la sua linea di azione passa pel polo P. 


= 
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Se poi riferiamo v, Ped A ad una terna cartesiana, e sono X, Y, Z 

le componenti del vettore vw; 2, y, 2 le coordinate di A e a, b, ¢ 

quelle di P, le componenti di A—P sono  ~ a, y —b, z—e, cosicché 

dalle (19) del n. 23 ricaviamo per le componenti di M le espressioni 
M,=y—b) Z—(- oY, 

(22) Mi =e — oOo X— (we 2) Z, 

M, =(«@—a)Y—(y— b)X. 


28. Passiamo a definire il momento assiale, cioé relativo ad una 
generica retta orientata r. A tale scopo importa stabilire la seguente 
proprieta: La componente secondo r del momento di un vetiore appli- 
cato, rispetto ad un punto qualsiasi P della stessa r, & indipendente 
dalla posizione di P su essa. 

Per dimostrarla basta assumere r come asse delle 2 e osservare 
che l’ultima delle (22), la quale, se P appartiene a 1, si riduce alla 
M,=xY— yX, risulta indipendente da 2, ossia appunto dalla posi- 
zione di P sulla retta +. 

Dopo cid é giustificata la definizione seguente: per momento M, 
adi un vettore v applicato in A rispetto ad una retta orientata r inten- 
desi la componente secondo r del momento di @ rispetto a un punto 
qualsiasi P di codesta retta, 

Per contrapposto al momento assiale cosi definito, il momento 
rispetto ad un centro o polo (n. prec.) dicesi polare. 


29. Se w é il vettore unitario che ha la direzione e il verso di 1, 
il momento assiale M, si pud rappresentare vettorialmente (n. 20) sotto 
forma di prodotto misto 

M, =U X[(A-P) /\ (B-A)] = UX [(4-P) A 2]; 

onde si desume (n. 25) che MM, € positivo 0 negativo secondo che la 
terna uw, A-P e v & destra o sinistra, cioé secondo che w é destro o 
sinistro rispetto all asse orientato 7 (n. 26); e il valore assoluto di 
M, @ eguale al volume del parallelepipedo di w#, A—P e v, talché 
si annulla (oltreché nei casi ovvi v=0, A — P=0) 
soltanto quando i vettori #, A-P e vw==B-A sono 
complanari, cioé quando la linea di azione del vettore 
w applicato in A é complanare all’ asse 7 (linea di azione 


P aus A di w applicato in P). Esclusi questi casi di annulla- 
< mento, si ottiene una espressione semplice per M, pren- 
A dendo come punto P il piede su 7 della minima distanza 


6 della linea d’azione AB di v, applicato in A, dalla 
retta r (0 braccio di leva del vettore applicato B—A 
rispetto aila retta 7): in tale ipotesi la lunghezza del momento polare 
di wv rispetto a P é data da v3; ed é manifesto che, se si indica con @ 


OS ee 


Vangolo minimo delle rette non orientate r e AB, Vanalogo angolo 

_minimo di 7 e della linea d’azione, non orientata, di Mf é il com- 

plemento di @, cosicché si conclude che il valore assoluto di M, é 

dato da v5 sin; e, per quanto si é detto pocanzi, si avra precisamente 
M, == visin 6, 

secondo che il vettore applicato vw é destro o sinistro rispetto alla — 

retta orientata r. 


§ 5. - Momento risultante di un sistema di vettori applicati. 


30. Dato un sistema di vettori v,, v2, ..., Un, applicati ad altret- 
tanti punti (distinti o coincidenti) A,, A,, ..., A,, indichiamo ordi- 
natamente con M,, M,,..., Mf, i loro momenti rispetto ad un 


generico polo P. 
Per momento risultante del sistema rispetto al punto P s’ intendera 
il vettore M risultante dei momenti dei singoli vettori del sistema: 


(23) M=M,+ M,+...+M,=3,M. 


Il punto P, rispetto a cui vengono presi i momenti, chiamasi polo 
0 centro di riduzione del sistema di vettori. 

Si noti che, se 7 vettori del sistema hanno tutti la stessa origine A, 
tl momento risultante coincide sempre col momento del risultante appli- 
cato in A (Teorema del VARIGNON) (?). 

Infatti, indicando con # codesto risultante, si ha, per la definizione 
di momento e per la proprieta distributiva del prodotto vettoriale, 
qualunque sia il centro di riduzione P, 


M=3,;M, =3;(4-P) \ v; = (4-P) \ 20; =(4-P) A B. 


31. Consideriamo nuovamente un generico sistema di vettori appli- 
cati U,, V2, ---, Un, & sia 7 una retta orientata qualsiasi. 

Ricordando (n. 13) che il risultante di pil vettori ha per compo- 
nente (rispetto ad un asse orientato qualsiasi) la somma delle com- 
ponenti, dal n. prec. risulta subito che la componente secondo 7 del 
momento risultante del sistema rispetto ad un punto qualsiasi P 
della r stessa é eguale alla somma dei momenti rispetto a 7 dei sin- 
goli vettori del sistema. 


() Prerre VaRIGNON, nato a Caen nol 1664, morto a Parigi nel 1722. 
D teorema citato nel testo 6 contenuto nell’ opera postuma: Nowvelle mécanique 
ow statique... (Parigi, 1725). 
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Dopo cid, é giustificata la definizione seguente: per momento risul- 
tante di un sistema di vettori (applicati) rispetto ad una retta orien- 
tata r intendesi la somma dei momenti rispetto ad r dei singoli vettori 
del sistema, ossia la componente secondo 7 del momento risultante~ 
del sistema rispetto ad un punto qualsiasi della 7 stessa. 

Se i vettori del sistema hanno tutti la stessa origine A, si ha 
anche pei momenti assiali, come per quelli polari (n. prec.), che il 
momento risultante rispetto ad una retta orientata coincide coll’ ana- 
logo momento del risultante applicato in A. 

In particolare, se immaginiamo un vettore appli- 
cato v, decomposto nei suoi componenti v’, v’’, nor- 
male e parallelo ad 7, e aventi la stessa origine 
di v, il momento rispetto ad r di w coincide col 
momento risultante del sistema formato dai vettori 
applicati v’, v’’. Poiché il momento di v’” é nullo 
(n. 29) si conclude che il momento rispetto all asse r 
del vettore applicato v coincide coll analogo momento del suo com- 
ponente normale v’. 


32. MODO DI VARIARE DEL MOMENTO AL VARIARE DEL CENTRO DI 
RIDUZIONE. — Siano M ed M’ i momenti di un vettore (applicato) 
v—B—A rispetto a due poli distinti Pe P’. 

Avremo per definizione 

Mes (A> PY ©, AE SA es 

ma siccome si ha identicamente 

ASP =A — Pe (Pear) 
avremo di conseguenza 

MM’ =(A— P)A\ v+(P—P)AYv 

cioe 

M’'=M+(P—P)Av. 
Cid premesso, consideriamo un sistema di vettori applicati v;— B,; — A, 
@= 1, 2;..., ”) e poniamo 


n 


LU=R, 


cioé denotiamo con # il risultante del sistema, sul quale, per la sua 
definizione stessa, non ha influenza alcuna la scelta del centro di 
riduzione. 

Non cosi pei momenti. Se rispetto ai due centri di riduzione Pe P’, 
sono rispettivamente M; ed MM,’ i momenti di un vettore generico w,, 
Med M’ i momenti risultanti del sistema, si avranno le ” Yelazioni 


M; = M,+ (P—P') \v; @=1, 2,..., m), 


Pork ete! a 
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le quali, sommate, danno, come nel caso del vettore unico, la formula 
(24) MW =M+(P—P)AR. 

Tale formula si pud manifestamente interpretare nel modo seguente ; 
il momento risuliante del sistema rispetto a P’ é la somma dell’ analogo 
momento rispetio a P e del momento, rispetto a P’, del risultante R 
del sistema, applicato in P. 

Prendiamo, in particolare, P’ coincidente coll’ origine O degli assi 
coordinati e sia M, il corrispondente momento risultante. 

Si indichino con M,, M,, M, le componenti di M, con M,1,, 
M,\y, Mo|z le componenti di M,; con 2, y, 2 (anziché con a, b, ¢ 
come al n. 27) le coordinate del punto generico Pecon X, Y, Z 
le componenti del risultante R. 

Dalla (24) e dalle (19) del n. 23 si ottengono allora facilmente le 
formule seguenti: 

iM = Mo, — YZ A-2Y , 
(25) = Mir ae Nal 7, 
Mi = M,, —a“Y 9X. 
Dalla (24) risulta, inoltre, che: 
1° per R=—0 si ha M’'=— MM; 
2.° se MM’ deve coincidere con MM per qualsiasi polo P’, bisogna 
che sia (P — P’)/\R = 0 per qualsiasi P; il che implica (n. 22) R=0. 

Ne viene che pei sistemi a risultante nullo, e per questi soltanto, 
il momento risultante é indipendente dal centro di riduzione. 

Se il risultante # nonénullo, si ha M’ = M (ossia (P—P’)/\R = 0), 
allora e allora soltanto che la retta PP’ e parallela ad R. P 


33. TRINOMIO INVARIANTE. — Dalla (24) e dalla proprieta distri- 

butiva del prodotto scalare si ha: 
Mx<R=MxR+|(P—P)YA\R|X Rf. 

Ma, per definizione di prodotto vettoriale, il vettore (P—P’) /\ Ré 

perpendicolare ad #, onde risulta 
[(P—P)\R| <x = 0; 
e per conseguenza, 
MWx<xR=MXxk. 
Di qui apparisce che il prodotto scalare 
Mx R=M,X+M,Y + M,Z 

del momento risultante per il risultante é indipendente dal centro di 


riduzione. 
Percid il trinomio M,X+M,Y + M,Z vien chiamato trinomio 
invariante del sistema. Esso verra indicato brevemente colla lettera T. 


See age 
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34. Se il risultante di un sistema non é nullo, e quindi ha una | 
direzione ben determinata, la componente del momento risultante 
secondo la direzione orientata del risultante é@ indipendente dal cen- 
tro di riduzione. 

Infatti, qualunque sia il centro di riduzione P, si ha dalla (14) 
del n. 20 lV equazione 

— ft! 

(26) Mcos RM = PR? 
la quale dimostra I asserto. 

Notiamo poi che, sia dalla (26), sia dalle proprieta generali del 


 prodotto scalare (n. 20), risulta che seconde che 7 @€ >0 6 <0, 


Vangolo del risultante R e del momento M é, comunque si hee 
il centro di riduzione, sempre acuto o sempre ottuso. 

Se poi é 7=—0, e, come si é detto, si suppone R +0, i] momento 
risultante riesce sempre perpendicolare al risultante, 0, in particolare, 
nullo. 


35. ASSE CENTRALE. MOMENTO MINIMO. — Dato un sistema di vet- 
tori a risultante non nullo, cerchiamo il luogo dei punti P(z, y, 2) 
rispetto ai quali il momento risultante é parallelo al risultante R, 0, 
in particolare, nullo. La questione si potrebbe trattare per via geo- — 
metrica in base alla (24). Ma é altrettanto semplice servirsi della rap- 
presentazione analitica, particolarizzando in modo opportune la seelta 
degli assi, cioe prendendo Oz parallelo ad #& e diretto nello stesso 


verso, con che le due componenti X ed Y di #& si annullano, mentre 


Z si identifica colla lunghezza R del risultante (per ipotesi maggiore 
di zero). 
Le (25) diventano in queste ipotesi 
by te Mig Yh y M, = Moy + 2k ) iM Maz ) 
onde pei punti del luogo cercato si deve avere 
Me =e 
ossia 
M)\z—yR=0, My +2k=0 
il che porge per x e y i valori costanti 
M,| M, 
CSS a 5 Yy == Se . 
Tl luogo cercato é percid una retta parallela al risultante R, la 
quale si chiama asse centrale del sistema. 


36. Ricordando (n. 34) che la componente del momento risultante 
secondo la direzione orientata del risultante é indipendente dal centro 
di riduzione, si vede senz’altro che la lunghezza del momento risul- 
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tante assume il suo valore minimo, quando il momento riesce paral- 
lelo al risultante, ossia quando il centro di riduzione @ sull’ asse 
centrale. ; 

Tale lunghezza minima, detta momento minimo, coincide col valore 
assoluto (costante) della componente del momento secondo la dire- 


zione del risultante; e percid, in base alla (26), é data da 
| 7 
R e 
Scende di qui che, se il trinomio invariante 7 é nullo, é nullo il 
momento risultante rispetto ai punti dell’ asse centrale. 


37. Nel caso finora escluso di un sistema di vettori con risultante 
nullo, sappiamo dal n. 32 che il momento risultante é indipendente 
dal centro di riduzione. 

- @onverremo di chiamare in tal caso asse centrale del sistema 
qualsiasi retta parallela al detto momento. Potremo cosi parlare di 
asse centrale per qualsiasi sistema di vettori. 


§ 6. - Sistemi equivalenti di vettori applicati 
é loro riduzione. 


38. Due sistemi di vettori applicati & e &’ diconsi equivalents 
quando hanno eguale risultante ed eguale momento risultante rispetto 
aun dato punto P; e quindi, per la (24), rispetto ad un punto qualsiasi. 

Cosi, ad es., piu vettori concorrenti in un punto costituiscono, pel 
teorema del VARIGNON (n. 30), un sistema equivalente al loro risul- 
tante applicato in quel punto. Cosi pure sono equivalenti due vettori 
applicati equipollenti, situati sulla medesima retta. 

Dalla definizione di equivalenza scende senz’ altro che due sistemi 
di vettori applicati equivalenti ad un terzo sono equivalenti fra loro. 
Inoltre, se pil sistemi D,, Y.,-.., %, sono rispettivamente equiva- 
lenti ai sistemi »’,, b’,,:.., ’,, il sistema 2 formato dai sistemi 
Y,;(@=1,2,..., m) & equivalente al sistema X’ formato dai sistemi X’,. 

Dati due sistemi di vettori applicati, per verificare se essi siano 
equivalenti, si pud, per es., ridurli all’ origine delle coordinate. In for- 
mule, le condizioni che devono essere soddisfatte per Vl equivalenza 
sono allora: 

oo DCD Ag aa Geet ean) ears Aa 
(72) Mi=M, M=M, M=M , 


il significato delle lettere essendo manifesto. 
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39. Si vede subito (riportandosi alla definizione ai equivalenza) che 
un sistema » di vettori applicati equivale ad un vettore applicato 
unico, sempre e solo quando v’é qualche centro di riduzione rispetto 
al quale il momento risultante é nullo, cioé (supposto # =: 0) sempre 
e solo quando si annulla il momento minimo, 0, cid che é lo stesso, 
il trinomio invariante 7. Quando tale condizione é verificata, il sistema 
dato equivale al vettore #& applicato in un punto qualsiasi dell’ asse 
centrale (sua linea d’azione). 

Se poi R =0, il momento risultante M é (n. 32) indipendente dal 
centro di riduzione, e quindi, se M > 0, il sistema non € mai equi- 
valente ad un unico vettore; se M—=0 il sistema equivale ad un vet- 
tore nullo, e si dice equivalente a zero o equilibrato o in equilibrio. 

Relativamente ai sistemi equilibrati giova tener presente che € 
nullo anche il loro momento rispetto ad una retta qualsiasi (n. 31). 

Conviene inoltre osservare che due sistemi sono equivalenti, se 
uno d’essi si ottiene dall’altro aggiungendo dei vettori che formino 
un sistema equilibrato; cid infatti non altera ne il risultante, né il 
momento risultante. 

Un esempio semplicissimo di sistemi equilibrati si ha nei sistemi 
formati da due vettori applicati, opposti e aventi la medesima linea 
azione, ossia, come suol dirsi, direttamente opposti. 

Si ha senz’altro che se un intents di vettori applicati é eauit 
brato, é pur tale ogni sistema di vettori direttamente opposti. 


40. OPERAZIONI ELEMENTARI. — Dato un sistema di vettori appli- 
cati, chiameremo operazioni elementari le due seguenti: 

1. La composizione 0 decomposizione di vettori applicati in un medesimo 
punto (ossia la sostituzione di quanti si vogliono vettori del sistema, 
applicati in un medesimo punto P, col loro risultante applicato nello 
stesso P; 0, viceversa, la sostituzione di un generico vettore applicato 
in P con piu altri, applicati nel medesimo punto, e aventi quel vet- 
tore per risultante). 

2. L’aggiuntao soppressione di due vettori direttamente opposti (n. prec.). 

Ee Potremo considerare come operazione ele- 


@ wentare anche il trasporto di un vettore lungo 
Wu la sua linea d@’ azione, ossia la sostituzione di 


eee. un vettore qualsiasi B—A con uno D-C equi- 
B : ; 
Yi pollente e situato sulla medesima retta. 
4 Tale operazione consiste infatti nell’ ese- 
Saar guire successivamente le due operazioni ele- 


mentari seguenti: aggiungere al sistema che si 


considera i due vettori applicati (direttamente opposti) CD, DC; sop- 


primere dal sistema cosi ottenuto i vettori AB e DC. 


EERE Ry ce tee Se ah ase ye tree trys 
af AOA ae A its sh 


ees ees 


Searle 
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Dal n. prec. e dal n. 38 sappiamo che il sistema di due vettori 
applicati, direttamente opposti, equivale a zero e che il sistema di 
piu vettori applicati concorrenti in un punto equivale al loro risul- 
tante, applicato in quel punto. 

Risulta di qui che, eseguendo successivamente sopra un sistema 
quante e quali si vogliono operazioni elementari, si ottiene sempre 
un sistema equivalente al dato. 

Vedremo al n. 44 che reciprocamente, se due sistemi sono equi- 
valenti, si pud sempre da uno d’essi ottenere I’ altro, eseguendo delle 
operazioni elementari. 

E percid che due sistemi equivalenti diconsi anche riducibili V uno 
all’ altro. Si tratta, bene inteso, di riducibilita con sole operazioni 
elementari. 

Ne consegue che, come definizione dell’ equivalenza fra due sistemi, 
si potrebbe anche assumere tale loro reciproca riducibilita, come 
appunto faceva il PoInsoT (?). 


41. RIDUCIBILITA DI OGNI SISTEMA DI VETTORI APPLICATI A TRE 
VETTORI. — Siano P,,P,,P; tre punti dello spazio non situati in 
linea retta e consideriamo dapprima un solo S ; 
vettore applicato AB, coll’ origine A, non \ 
situata sul piano P, P, P,. \ 

Dal n. 15 sappiamo che il vettore ABN 
puo allora decomporsi in tre vettori concor- Al 
renti in Ae aventi per linee d’azione le 
rette AP,, AP,, AP;. Trasportiamoli lungo l 
tali linee d’azione fino ad avere le origini | 
rispettivamente in P,, P,, P;. Il vettore AB é cosi ridotto (con sole 
operazioni elementari) a tre altri aventi le origini nei tre punti 
assegnati. 

Facilmente si vede che tale riducibilita del vettore 4B é sempre 
possibile, anche se Vorigine A é situata nel piano P, P,P;, senza 
che vi appartenga la linea d’azione, oppure se AB é tutto situato 
nel piano suddetto. Infatti, nella prima eventualita, basta spostare il 
vettore lungo la sua linea d’azione: lV origine A esce allora dal piano 
P,P, P,, e si rientra nel caso precedente. Se poi AB appartiene al 
piano P, P,P, delle tre rette AP,, AP,, AP; due almeno sono certa- 
mente distinte, p. es. AP,, AP,; il nostro vettore si puo allora decom- 


(4) Louris Pornsor, nato a Parigi nel 1777, morto, pure a Parigi, nel 1859. 
Conferi perspicuita ed ecleganza alla trattazione di parecchio questioni, serven- 
dosi di metodi geometrici diretti. Sono classici i suoi Lléments de statique 
[Paris — Maillet Bachelier], Ja cui decima edizione 6 del 1861. 


m AEA aes tet Nis 
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porre (n. 15) in due (di eui uno eventualmente nullo) appartenenti 
a queste due rette, e quindi trasportabili in P,, P,; la riduzione é 
cosi effettuata, risultando di lunghezza nulla uno (0 eventualmente 
anche due) dei tre vettori applicati in P,, P,, P,. 


Cid posto, é facile vedere, pi in generale, che ogni sistema di . 


vettori applicati é¢ riducibile a tre vettori coll’ origine in tre punti 
qualsiansi non allineati. 

Bastera, evidentemente, eseguire Yaccennata riduzione per tutti 
i vettori del sistema; e comporre poi i vettori che concorrono in 
ciascuno dei punti assegnati. 


42. RIDUCIBILITA DI OGNI SISTEMA DI VETTORI APPLICATI A DUE 


VETTORI. — Ci proponiamo pitt precisamente di dimostrare che ogni — 


sistema di vettori applicati pud sempre ridursi (con sole operazioni 
elementari) a due vettori, uno dei quali coll’ origine in un punto P, 
comunque prefissato. 
Si prendano a tal fine due punti P, e P,, non situati in una stessa 
retta con P. Pel n. prec. il sistema dato é riducibile a tre. vettori 
(eventualmente nulli) v, @,, %, rispettivamente 
applicati in P,P,,P,. Indichiamo con zx, il piano 
| A passante per P, che contiene il vettore #, (un piano 
fies sat Saas eee qualsiasi passante per PP,, se v, = 0) ed analo- 
‘ / gamente sia 7m, il piano che contiene Pe v, (un 
Se piano qualsiasi per PP,, se ¥v,—0). 
feo Consideriamo dapprima il caso generale, in 
cui tali due piani sono distinti, e la loro retta d’in- 
tersezione r non contiene né P,, né P,. 

pee \ Assunto allora su tale retta r un punto qual_ 
Le siasi A distinto da P, si sa dai nn. 15, 40 che il 
vettore v, del piano 7, & equivalente a due 
vettori coll’ origine in P, e situati sulle rette PP, ed AP,; questi 
si possono poi trasportare lungo le loro linee d’ azione (n. 40) in modo 
da avere le origini in P ed A rispettivamente. Eseguendo la stessa 
riduzione sul vettore v,, possiamo concludere che il dato sistema é 
riducibile a tre vettori coll’crigine in P e a due collorigine in A. 
Basta ora eseguire la composizione di tali vettori intorno ad A ed 
a P, per ottenere la cercata riduzione a due soli vettori, uno dei quali 
coll’ origine in P. 

La stessa conclusione séguita a valere anche nei casi esclusi, in 
cui i piani 7, e 7, coincidono, ovvero la loro intersezione 7 passa 
per uno dei punti P, o P,, ad es. P,. Lo si riconosce prendendo 4 
coincidente con P,, e procedendo nel resto come sopra. 


sa 
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_ 48. Sia XZ un sistema equilibrato (n. 39) qualsiasi, ossia con risul- 
tante e momento risultante nulli. 

Eseguendo su di esso la riduzione teste indicata, i due vettori, 
cui da ultimo si perviene, risultano di necessita direttamente opposti 
(in particolare nulli entrambi, se lo é uno di essi), perché, anzitutto, 
per Pannullarsi del risultante, tali vettori devono essere opposti; e 
d’altra parte devono essere situati sulla medesima retta, in quanto, 
-8e cosi non fosse, non si annullerebbe il momento risultante, come 
si vede prendendo, ad es., per centro di riduzione un punto P, situato 
sulla linea di azione di uno di essi. 

Ma ogni sistema composto di due vettori direttamente opposti si 
riduce, mediante la seconda operazione del n. 40, ad un vettore nullo; 
cosicché si conclude che ogni sistema equilibrato é riducibile ad un 
sistema assolutamente nullo, cioe non comprendente alcun vettore, 0, 
cid che é lo stesso, costituito soltanto da vettori nulli. 


44, RIDUCIBILITA MUTUA DI DUE SISTEMI EQUIVALENTI DI VETTORI 
APPLICATI. — Siamo ora in grado di dimostrare (cfr. n. 40) che ogni 
Sistema d, é riducibile a qualsiasi altro sistema equivalente >,’. 

Consideriamo a tale scopo il sistema »’, costituito dai vettori 
direttamente opposti ai singoli vettori di &,, applicati negli stessi punti. 

Aggiungendo al sistema %, tutti i vettori B—A del sistema d,, e i 
corrispondenti A-—B del sistema »’,, vediamo intanto che il sistema 2, 
@ riducibile al sistema composto dai tre %,, 2.2, Ly. 
 D’altra parte, qualunque sia il centro di riduzione, il sistema 2X’, 
ha il risultante e il momento risultante manifestamente opposti al 
risultante e al momento di ¥,, e quindi anche di %,. Il sistema for- 
mato dai sistemi ,, D’, ¢ dunque equilibrato, ossia, per quanto 
abbiamo veduto al n. prec., é riducibile ad un sistema assolutamente 
nullo. Ne scende che il sistema formato da ,, Ze, ’, é riducibile 
all’unico sistema %,. 

Si passa dunque successivamente (con sole operazioni elementari) 
da >, al sistema composto %,, L;, D’, e da questo a X,. 


45. CopPiE. — Dicesi coppia, ogni sistema formato da due vettori 
applicati opposti (cioé paralleli e di verso opposto). 
La distanza b delle rispettive linee d’azione dicesi braccio della 


coppia. Talora giova fare intervenire anche la Bos. A 
nozione di verso di una coppia, con che si intende \f 
il verso di rotazione, concordemente determinato 
dai due vettori, nel loro piano, attorno ad un pag tee Q 


_ qualsiasi punto O, interno alla striscia limitata dalle linee d’ azione 
dei due yvettori. 
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Siecome il risultante di una generica coppia C é nullo, cosi (n. 32), 
comunque vari il centro di riduzione, i momenti risultanti di una 
stessa coppia sono tutti equipollenti. 

Siano AB e PQ i due vettori di C. Prendendo per centro di ridu- 
zione una delle due origini, ad es. il punto P, si vede tosto che il 
momento M della coppia C coincide col momento delValtro vettore AB. 
Esso ha dunque lunghezza eguale al prodotto del braccio b della coppia 
per la lunghezza comune dei due vettori ; & perpendicolare al piano della 
coppia; ed é destro (n. 27) rispetto ad AB. 

Quest’ ultima circostanza si riferisce al vettore Mf applicato in P. 
Per ragione di continuita, si pud evidentemente sostituire a P ogni 
altro punto che sia situato dalla stessa banda di P rispetto alla retta 
AB: in particolare quindi un punto qualsiasi O, interno alla striscia 
compresa fra le parallele AB, PQ. Si pud cosi caratterizzare il verso 
del momento M, in modo simmetrico rispetto ai due vettori, ricor- 
rendo al verso della coppia da essi costituito, e si ha ? enunciato: 

Per un osservatore coi piedi in O (punto qualsiasi interno alla 
striscia compresa fra le due linee d’azione) e il capo dalla banda del 
momento M, il verso della coppia apparisce destro. 


46. Dal fatto che il risultante di una coppia é sempre nullo, scende 
che due coppie sono equivalenti allora e solo allora che, per un centro 
di riduzione (e quindi per tutti), coincidono i loro momenti. 

Ricordando poi (n. 39) che fra i sistemi a risultante nullo equi- 
valgono a un vettore unico (nullo) soltanto quelli il cui momento é 
nullo, si ha facilmente che una coppia é equivalente ad un vettore 
nullo, se é nullo il suo momento (ossia se sono nulli i due vettori com- 
ponenti, oppure se tali vettori giacciono suila stessa retta); e che una 
coppia a momento non nullo non é mai equivalente ad un unico vettore. 


47. Mostriamo che un vettore Mf si pud sempre, e in infiniti modi, 
considerare come il momento di una qualche coppia C; é inutile spe- 
cificare il polo, perché (n. 44) il momento 
di una coppia non dipende dalla posizione 
del polo. 

Per trovare una di queste coppie C, 
basta, per es., fissare un piano ® perpendi- 
colare al vettore Mf e tracciarvi ad arbi- 
trio due rette parallele 7, r’. Detia b la 
loro distanza, si costruisca una coppia. 
C, applicando su 7, 7’ due vettori opposti AB, PQ, di lunghezza 
comune M/b e di senso tale che il verso di C, apparisca destro rispetto 
al vettore M, applicato in un punto interno alla striscia 7, 7’. 


As 
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_ 48. RIDUCIBILITA DI OGNI SISTEMA DI VETTORI APPLICATI AD UN 
VETTORE E AD UNA COPPIA. — Dall’ osservazione ora fatta scende che 
an sistema qualsiasi di vettori applicati é sempre equivalente ad un 
altro costituito da un unico vettore e da un’ unica coppia. 

Infatti, preso per centro di riduzione un punto P qualsivoglia, 
dicasi, al solito, # il risultante ed M il momento risultante del si.. 
-stema dato, e sia C una qualsiasi delle coppie che hanno per momento 
il vettore J. 

Il sistema formato dal vettore # applicato in P e dalla coppia C 
é appunto equivalente al sistema dato. Infatti esso pure ha per risul- 
tante # e per momento risultante quello della coppia C, ossia 
(non portandovi alcun contributo il vettore R che ha Vorigine nel 
centro di riduzione P). 


49. Al n. 39 abbiamo veduto sotto quali condizioni un sistema di 
vettori é€ equivalente ad un unico vettore; ora possiamo aggiungere 
che un sistema di vettori é equivalente ad un’ unica coppia (eventual- 
mente nulla) allora e solo allora che il suo risultante é nullo. 

Associando tale risultato ai precedenti, possiamo concludere quanto- 
segue: 

Un sistema di vettori a trinomio invariante non nullo (nel qual 
caso, per essere T— MXR, ne KR, née M possono annullarsi) é 
sempre equivalente ad un vettore e ad una coppia. 

Un sistema a trinomio invariante nullo equivale sempre ad un si- 
stema pi semplice, costituito da un unico vettore, ovvero ad un’ unica 
coppia, 0 addirittura é nullo. Si ha il primo caso (n. 39), quando il 
risultante FR non é zero; ilsecondo (come si si é osservato or ora), 
quando il risultante si annulla, senza che sia contemporaneamente 
JM = 0; si ha infine il terzo caso (sistema equivalente a zero), quando 
si annullano insieme # ed MM. 


50. Come immediata applicazione possiamo dimostrare che sono- 
sempre equivalenti ad un unico vettore, o ad un’unica coppia (0, in 
particolare, a zero): 

1. I sistemi piani (costituiti cioe da vettori applicati, apparte- 
nenti ad un medesimo piano). 
2. I sistemi paralleli (costituiti cioe da vettori applicati, paralleli). 

Basterd far vedere che il trinomio invariante si annulla. 

Per i sistemi piani lo si constata prendendo come centro di ridu- 
zione un punto del piano e osservando che i momenti dei singoli vet- 
tori del sistema riescono tutti perpendicolari a tale piano. Lo stesso 
avviene pel momento risultante JM (ove in particolare non si annulli); 
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poiché il risultante F@ @ invece parallelo a detto piano (o in parti- 
eolare zero) il prodotto scalare MI >< FH é (n. 20) nullo. 

Per i sistemi paralleli, scelto un centro di riduzione a piacimento, 
il momento M riesce manifestamente normale alla comune direzione 


dei vettori del sistema (o in particolare si annulla); il risultante BR 


ha invece la stessa direzione dei vettori (o si annulla), cosicché, come 
or ora, Mx f= 0. 

Dal n. prec. scende ancora che un sistema di quante e quali si 
vogliono coppie equivale ad un’unica coppia, o in particolare a zero, 
in quanto si annulla il risultante del sistema. 


51. SISTEMI IN EQUILIBRIO FORMATI DA DUE O TRE VETTORI APPLI- 
CATI. — Consideriamo ora i sistemi equilibrati (n. 39) costituiti da 
due o da tre vettori applicati (mon nulli, beninteso). 

Per i sistemi in equilibrio formati da due soli vettori, gia si é visto 
(n. 43) che essi devono essere direttamente opposti. 

Per i sistemi equilibrati formati da tre vettori, si puod dimostrare 
che tali vettori sono necessariamente situati in un medesimo piano; 
e che le loro linee d’azione s’incontrano in un unico punto oppure 
sono parallele fra loro. 

Siano ,, U., Us i tre dati vettori applicati e siano 7,, r., rs le 
loro linee d’azione. Se esse coincidono, la propriet&é enunciata vale 
senz’altro; in caso diverso, potremo sempre trasportare ciascun vet- 
tore sulla sua linea di azione in modo che i tre punti di applica- 
zione A,, A,, A; non siano in linea retta. I momenti dei vettori ap- 
licati @,, U, rispetto alla retta A, A, (orientata in uno qualsiasi dei 
suoi due versi) sono nulli (n. 29): ma anche il momento risultante 
del sistema deve annullarsi (a. 39). 

Il vettore #, avra quindi esso pure un momento nullo rispetto ad 
A, A,; ossia sara situato sul piano A, A, 4,. Analogamente si vede 


p> che in tale piano devono 

ae giacere anche @, e 3; 

A sicché la prima parte del 

— nostro asserto é intanto 
bee provata. 

<< Figo S77 FE ES SSS In quanto alla se- 

Soe conda parte, sisupponga 

vA dapprima che le rette 

y : r, ed 7, si incontrino in 

rc oa un punto O. Traspor- 

se tando i due vettori w, 


e v, lungo le linee d’azione fino ad avere la loro origine in O e poi 
componendoli, si vede che essi equivalgono ad un unico vettore appli- 
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cato in O. Tale vettore, al pari del sistema (e,,#,) da cui proviene, 
deve costituire assieme a 2; un sistema equilibrato, e cid esige che 
la sua linea d’azione coincida con quella di v,, cioé che la retta rz 
passi per il punto d’intersezione delle rette r,, r,. 

Se invece 7, ed 7, sono parallele, é parallela ad esse anche 75.. 
Infatti, ove ad es. 7, ed 7; avessero un punto comune, in tale punto, 
per quanto si é visto or ora, dovrebbe concorrere anche 7, contra~ 
riamente all’ ipotesi fatta. 

Come applicazione del criterio dianzi stabilito si riconosce agevol- 
mente che tre vettori applicati nei punti medi dei lati di un triangolo 
e ad essi rispettivamente perpendicolari sono in equilibrio, se hanno. 
lunghezze proporzionali ai rispettivi lati e sono tutti e tre diretti 
verso l’esterno o verso l’interno del triangolo. 


§ 7. - Sistemi di vettori applicati paralleli. 


52. Abbiamo visto al n. 50 che ogni sistema di vettori applicati 
paralleli € equivalente ad un unico vettore o ad una coppia. 

Per precisare questo risultato, consideriamo anzitutto un sistema 
di due vettori v,, UV. paralleli e di egual verso, applicati in A,, A, 
rispettivamente. 

Il sistema (v,, v2), in quanto é a risultante diverso da zero, equi- 
vale necessariamente (n. 49) all’ unico vettore v, +, applicato in un 
punto (qualsiasi) di una retta parallela alle linee di azione 7,, 7, di 
@,,U, € complanare ad esse. Se queste due linee d’ azione coincidono, 
coincide manifestamente con esse anche la linea di azione del vettore 
applicato v,-+¥v, equivalente al sistema. 

Escluso codesto caso, la linea di azione di a, + v, intersechera in 
un certo punto C la trasversale A, A, alle due rette parallele 7,, 72. 
Per determinare questo punto, si osservi che in quanto il vettore 
applicato v,-+v,, equivalente al sistema (v,, Uz), ha rispetto a C 
momento nullo, deve riuscir nullo rispetto a C anche il momento 
risultante del sistema, 0, in altre parole, debbono riuscire di egual 
lunghezza e di verso opposto i momenti rispetto a C di v7, e U3. 

Quest’ ultima condizione, relativa al verso dei due momenti, en- 
trambi perpendicolari al piano di v, e v,, implica che rispetto alla 
perpendicolare in C a codesto piano, orientata in un verso qualsiasi, 
i due vettori v,, 7”, debbono apparire di verso opposto: cioé il punto C 
deve essere compreso tra le due parallele r,, 7, 0, pil precisamente, 
interno al segmento A, A,. 


D’altra parte, se indichiamo con d,, d, le distanze (ancora inco- 
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gnite) di C dalle r,, r, rispettivamente, la condizione di eguaglianza 
delle lunghezze dei momenti di v,, v2 rispetto a C esige che sia 

ie a d, On = dy, Ve 
! ,  ossia 


Oe BMG ipsam Ol Obrc 


hee te ae Poiché, per una evidente similitu. 
cat < /- dine di triangoli, si ha 

Y =f dg A, OC PCA, 

yP s si conclude 
r A, C2 CAy = 0.1 033 
cioé: il sistema di due vettori appli- 
i cati paralleli e di egual verso é equi- 
valente al loro risultante, applicato nel punto che divide internamente 
al seymento dei punti di applicazione dei due vettori considerati in parti 
inversamente proporzionali alle rispettive lunghezze. 

Risulta di qui che il punto C non dipende daHa direzione dei due 
vettori, ma soltanto dalla posizione dei loro punti d’applicazione e dalle 
loro lunghezze, anzi, pit in generale, dal rapporto delle loro lunghezze. 
In altre parole, il punto C resta lo stesso, comunque si facciano ro- 
tare i due vettori v,, V, attorno ai loro punti di applicazione (con- 
servandoli paralleli tra loro) e comunque si alterino le loro lunghezze 
in uno stesso rapporto. 


53. Consideriamo in secondo luogo un sistema (v,, U2) formato 
-da due vettori applicati aventi la stessa direzione e versi opposti, ® 
siano A, ed A, le loro origini. 

Escluso il caso gia studiato della coppia (in particolare di due 
vettori direttamente opposti), le lunghezze dei due vettori sono dise- 
guali; sia, ad es., v7, >. 

Se le linee d’azione 7,, 7, coincidono, il sistema equivale manife- 
stamente ad un vettore unico, che ha la stessa linea d’ azione, il senso 
del vettore piu lungo v,, e per lunghezza, la differenza v, — v, fra le 
‘due lunghezze. 

Se le 7,, 7. sono distinte, la linea di azione del vettore appli- 
cato UV; +, (di lunghezza v,-—v,) equivalente al sistema (v,, v2) 
interseca la retta A,, A, in un punto C, che, come si riconosce con 
un ragionamento perfettamente analogo a quello del n. prec., deve 
essere esterno al segmento A, A, e avere da 7, ed 7, distanze d, e dz 
tali, che risulti ancora 


0,0; = dg0y- 0881820, 2g Sy ee 
Si avra quindi 
Ae CU ARC SOs 
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@, poiché per ipotesi @ o,< %,, sara parimenti A, C<_A,C; cioe il 
punto C cadra sul prolungamento di A, 4, dalla parte det punto 
d@’ applicazione del vettore v, di inten- 
sita maggiore. 

Si conclude cosi che: IU sistema 
di due vettori paralleli, di verso oppo- 
sto e di lungheeze diseguali, equivale 
al suo risultante applicato nel punto 
che divide esternamente il segmento dei 
punti di applicazione dei due vettori 
in parti inversamente proporzionali alle 
rispettive lunghezze. 

Anche qui la posizione di C sulla “ae A, A, dipende soltanto 
‘dalla posizione delle origini A,, Ag e dal rapporto v,/v,; rimane cioé 
sempre la stessa qualunque sia la direzione (comune) dei due vettori 
e comunque si allunghino o si accorcino nello stesso rapporto le loro 
lunghezze. 

Ed anche qui il punto C dicesi centro dei due vettori v,, v2. 


54. Se indichiamo con d la larghezza della striscia 7, 72, ‘tal- 
ché sia (per l ammessa ipotesi v, >.) dz =d-+-d,, deduciamo dalla 
d, 0, = (d+ d;) 

ad 5) 
dy —s v2 e 
V4 ae OP 


Cid posto, se tenute fisse la distanza d delle due linee di azione 
e la lunghezza di v,, immaginiamo che la lunghezza di v, decresca 
e tenda a v2, vediamo che d, tende all’ infinito, cioé il centro dei due 
vettori, che tendono a costituire una coppia, si allontana indefini- 
tamente. 

B percid che le coppie (considerate come casi limiti del sistema 
di due vettori paralleli, diretti in senso opposto e le cui lunghezze 
tendono a coincidere) vengono talvolta assimilate a vettori infinita- 
‘mente piccoli e applicati in punti infinitamente lontani. 


55. Sia dato in terzo luogo un sistema % formato da pit vettori 
applicati 7, Ve, .--, Un, paralleli e diretti nello stesso senso, e indi- 
ehiamo al solito con v,; e con A; la lunghezza e I origine del vettore 
generico Vv; @=1, 2,..., %). 

Dal n. 52, si ha tosto che ai vettori v7, Vz, pud essere sostituito 
un unico vettore R, avente la stessa direzione dei vettori dati; che 
ai vetttori FR, e Vv, pud essere sostituito un unico vettore A, avente 


fe a wae 
és tHE 
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anch’esso questa medesima direzione, e cosi via, finché si arriva ad 
un vettore applicato R (per uniformita di notazione si dovrebbe 
dire R,,) equivalente al sistema dato % ed avente esso pure la stessa 
direzione, e lo stesso verso dei vettori del sistema. Dallo stesso n. 52 


risulta che tale vettore # ha per lunghezza la somma R=}, »; delle 


lunghezze dei vettori dati. E si vede che la linea d’azione di R 
passa per il punto C ottenuto nel modo seguente: prendendo sul 
segmento A, A, il punto P() tale che il rapporto fra i segmenti 4, P™, 
PA, sia v,/v,; prendendo sul segmento P( A,, il punto P@) tale che 
il rapporto P|) P()/P@) A, sia vs/(7, + %),..-; prendendo sul segmento 
P(r—2) 4,, il punto C tale che si abbia 

Pe) C ae On 


CA, ~ 4+ 0e-+... 4+ Un—1 


Da questa costruzione geometrica risulta che la posizione di un 
tale punto C, detto centro dei vettori paralleli dati, non muta se si 
cambia la direzione comune dei vettori stessi, ma si conservano le 
loro origini e le loro lunghezze (oppure, pil in generale, i rapporti 
fra le loro lunghezze). 

E poi ben noto dalla Geometria analitica che, indicando con Ly 
Ye) 2; le coordinate del punto A,, le coordinate x, yy, % del punto C 
sono date dalle formule: 

n n n 
2; VO, X; Bi; Yi de 05% 
(28) Ly = R y) Yo= R ’ & = R 


Queste formule mettono in evidenza che si arriva al medesimo 
punto C, qualunque sia l’ordine nel quale sono stati presi i vettori. 

Giova inoltre notare che le (28) possono compendiarsi in un’ unica 
formula vettoriale, facendo intervenire, invece delle coordinate di A, 
e di C, i vettori 4; —O @=—1, 2,..., m)e C—O, dove O designa 
Yorigine del sistema di riferimento (che del resto é un punto a priori 
qualsiasi dello spazio). La formula é 


n 4 
xy v; (A; — 0) 
R Y) 
come risulta tosto dal fatto che, prendendo le componenti secondo 
gli assi coordinati, si ritrovano le (28). 


(28’) C30 


56. Che il sistema & sia equivalente al vettore # applicato nel 
punto C’, avente la stessa direzione dei vettori dati, e per lunghezza 
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la somma R= 2; %;, Si pud dimostrare anche con procedimento pura- 


mente analitico, nel modo seguente. 
Indichiamo con & un vettore unitario parallelo ai vettori del sistema 
e diretto nello stesso senso. Si avra allora (n. 16) v;=0;Kk e | 


n n n 
2.0;= Wk kD ,o,.= RE. 
1 1 1 rs 


Formiamo poi il momento risultante M rispetto ad 0. Ciascun 
vettore v;k vi contribuisce (n. 27) per 


. (A;— 0) \¥;=2; (4; - 0) Ak, 
onde, sommando e badando alla (28’), si ha 
M= R(C—0)\K=(C—O ARK, 
da cui apparisce che il momento MM di > rispetto ad O si identifica 
col’ analogo momento dell’ unico vettore F applicato in C. epee & 
dunque equivalente a ». 

57. Consideriamo infine un sistema & formato da pil vettori ap- 
plicati paralleli, non tutti diretti nello stesso verso, e siano %, e Dz 
i due sistemi formati dai vettori di & aventi rispettivamente 1’ uno 
e l’altro verso. 

In base ai nn. prec., si potra ridurre ciascuno di questi sistemi ad 
un unico vettore, cosicché si sara ricondotti al caso di due vettori 
paralleli e diretti in senso opposto (n. 53). 


Piu precisamente se v; Me = 1, 2,..., p) sono le lunghezze dei vari | 


wettorl di 21, 7, (j = 1, 2,..., 9) ae dei vettori di D_, e poniamo 
ee = Cis == 3 W, 


avremo che, se R=S, il sistema % equivale ad un’ unica coppia 
(o, in particolare, a zero). 

Nel caso generale, in cui R= S, il sistema equivale ad un unico 
vettore parallelo ai dati, coll’ origine in un punto C (detto anche in 
tale caso centro dei vettori paralleli) che dipende dalle lunghezze dei 
vettori di } e dalla posizione delle loro origini, ma non dalla comune 


direzione. 
§ 8. — Derivazione di un vettore variabile. 


58. Supponiamo che, ad ogni valore di un parametro ¢, compreso 
in un certo intervallo da ¢, a #,, corrisponda un vettore v univoca- 
mente determinato. 

- Per ovvia estensione del concetto di funzione (dalle grandezze 
sealari ai vettori) si dira in tal caso che il vettore v © funzione del 


38 3  CAPITOLO PRIMO (Ts 59] - 


Den ek ee ea 
bene Aa OP ei bar 
Nae ‘ 
s € 


purametro (0 variabile indipendente) ¢t nell’intervallo da tf a t, e si 
soriver’ w—v(t). Una tale funzione vettoriale v(t) dicesi finita 
da t, a ¢,, se é finito in codesto intervallo il rispettivo modulo v (7), 
e si dice continua per un generico valore ¢ del parametro, se, per 
ogni numero positivo ¢, per quanto piccolo, esiste sempre un intorno 
di ¢ tale, che per ogni ¢ di esso la differenza vettoriale v (’), — v(t) 
risulti in modulo minore di ¢. 

Fissato fra t, e ¢, un intervallo qualsiasi da ¢ at—+ Af, si ponga 

Av=v (+ At) — v(t) 
e si consideri il vettore 
Av 
At ? 
che dicesi rapporto incrementale di v(t) rispetto all’intervallo da ¢ 
at+At, 

Se quando, tenuto fisso ¢, si fa tendere Az allo zero, questo rap- 
porto incrementale tende ad un vettore determinato (nel senso che o 
la lunghezza tenda a zero, nel qual caso il vettore limite é nullo, 
oppure la direzione e la lunghezza rispettive tendano ciascuna ad un 
limite determinato) codesto vettore dicesi vetiore derivato di wv, pel 
valore ¢ del parametro, e si denota con = 0, pit semplicemente, 
con (7). 

i manifesto che, se il vettore v (pur variando) si conserva costan- 
temente parallelo ad una retta, oppure ad un piano, lo stesso segue 
per Aw, e quindi anche per il rapporto incrementale e per il vettore 
deriwato ©. 

Notiamo infine che, siccome il derivato #(t) é alla sua volta una 
funzione vettoriale di ¢, si pud definire il derivato di %, il quale 

2 
dicesi derivato secondo di v e si designa con a 0, 8; e cosi dicasi 
per le derivate di ordine superiore al secondo. 


59. Dal fatto che, quando At converge a zero Av/At ha per limite @, 


segue che la differenza 
Av 


At —0=8 
é un vettore infinitesimo insieme con lo scalare At, nel senso che la 
sua lunghezza é infinitesima con At. Percid, generalizzando una nota 
locuzione del Calcolo, possiamo dire che 
Av —@ At=eAt 
é un infinitesimo d’ordine superiore al primo rispetto a At. 
Se sostituiamo materialmente dt a At e chiamiamo, come in Cal- 
colo, differenziale della funzione (vettoriale) v il prodotto vdt, desi- 


sis Near ae ceria a ome ere a ea eS AN ei pce: 
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gnandolo con dv, abbiamo 1’ enunciato, in tutto conforme a quello 
che vale per le funzioni scalari: L’incremento Av, subito da v ne!- 
Vintervallo elementare dt, differisce dal differenziale dw per infini- 
tesimi d’ordine superiore al primo. 


60. Se riferiamo il vettore v(t) ad una terna cartesiana Oxyz, 
le sue componenti X, Y, Z sono manifestamente funzioni di ¢; e se 
la funzione vettoriale v(¢) é uniforme, finita e continua, tali risultano 
manifestamente anche le funzioni scalari X(t), Y(t), Z(t), e reci- 
procamente. 

Il rapporto incrementale di vw ha per componenti 

X (t+ At) — X(t) Y(¢+ At) —Y(t) Z(t+ At) — Z(t) 

At At 2 At 
cioé i rapporti incrementali delle componenti; onde risulta che lesi- 
stenza del derivato #(¢) implica l’esistenza delle derivate delle com- 
ponenti e viceversa. Cosi la questione della esistenza delle derivate 
vettoriali é senz’altro esaurita coll’intesa che d’or innanzi le compo- 
nenti X, Y, Z si suppongano derivabili quante volte occorra. 

L’ osservazione precedente mostra inoltre che le componenti del 
derivato © di un vettore v sono date dalle derivate X, Y, Z delle 
componenti di v: e cosi le componenti di @ da X, ys Z, ece. 


61. Ne consegue che per la derivazione vettoriale valgono le regole 
della derivazione ordinaria. Ad es., la derivata di un vettore costante 
é nulla; due vettori con egual derivata differiscono per un vettore 
costante; la derivata di un vettore somma é somma delle derivate dei 
vettori addendi; se wv é funzione di ¢ pel tramite di un altro parametro 
$=s(t), si ha (regola di derivazione delle funzioni composte) 

dv dv ds 
Ch ROE 

Giova ancora rilevare che, se m designa uno scalare e v,, U, due 
vettori, l’uno e gli altri comunque variabili con ¢, ai prodotti dei 
tre tipi: PGs, Ne, 
ea applicabile la stessa regola di derivazione, che vige per i prodotti 
ordinari; valgono cioé le formule 


ad dm av, 
js (3) — a U1 he 9 


dw AV, 
S (Uy<U2) = aH < U2 + UX “at? 


ad avy Ws 
qi AY) = “at A\Ve+ U1 \ di’ 


‘ 1 ie j 2 g is 2 Y 
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La verifica é, in ogni caso, immediata; per la prima e terza for- 
mnla basta riferirsi alle componenti e riconoscere (nn. 16, 23) che le 
componenti omologhe sono effettivamente le stesse, nel primo e nel 
secondo membro. Per la seconda basta sviluppare il primo membro, 
ricordando la (14) del n. 20 e constatare la sua identita col secondo 
membro. 

Un interessante corollario della formula di derivazione dei prodotti 
scalari si ha supponendovi v,=v,—=Wv e Ww di lunghezza costante. 
B allora costante anche il prodotto scalare vu><v (quadrato della 
lunghezza) e risulta dv/dt<v=0, ossia (n. 20): 

Il derivato di un vettore (variabile comunque in direzione, ma) di 
lunghezza costante é perpendicolare al vettore stesso o nullo. 


62. Dalle considerazioni precedenti risulta come si possano esten- 
dere alle funzioni vettoriali i risultati formali del Calcclo differenziale. 

Cosi, p. es., si pud stabilire, come in Calcolo, uno sviluppo che 
corrisponde a quello del TayYLoR, arrestato ad un termine generico 
(salvo qualche minore specificazione nell’ espressione del resto). 

Si ha in primo luogo il cosi detto teorema della media, certamente 
-valido per ogni funzione vettoriale finita e continua assieme alla sua 
derivata prima in un intervallo ¢%,. 

E la formula corrispondente (che si pud anche stabilire, applicando 
lo sviluppo del TAYLOR alle componenti) é 
(29) vo@=H=vO+h—-)1 e+e}, 
dove di ¢ si pud in generale soltanto affermare che é funzione vet- 
toriale) finita e continua di ¢,(e dit), convergente a zero assieme alla 
differenza ¢t, —t. Data lV indeterminazione di ¢, la (29) é espressiva solo 
quando si fa convergere ¢, a ¢. D’altra parte w(¢,) — v(é) non é altro 
che l’incremento Av, onde risulta che la (29) nulla aggiunge di inte- 
ressante all’ osservazione del n. 59. 

Se si suppone ulteriormente che esista e sia finito e continuo 
nello stesso intervallo, anche il derivato secondo 6, si pud protrarre 
lo sviluppo fino al secondo termine, scrivendo 


(0) UL) =VO+G—-NbO+, —1 }8O+eT, 


con € infinitesimo per ¢, convergente a ¢t; ecc. Naturalmente questo 
é in generale diverso da quello che compare nella (29). 


63. Supponiamo che ad ogni punto P di una linea 7 corrisponda 
un certo vettore, unico e determinato, v(P). Abbiamo cos) un vettore 
funztone dei punti di una linea; ma tale nozione non differisce sostan- 
zialmente da quella di vettore funzione di un parametro, data pre- 
cedentemente. 
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Immaginiamo infatti di coordinare in modo biunivoco e continuo 


ai vari punti di 7 ii valore di un parametro qualsiasi, ad es. la lun- 


ghezza s dell’ arco di 1, valutata a partire da un punto fisso qualsiasi 


in un determinato verso, 0 ascissa curvilinea. Tl vettore v & funzione 


uniforme e continua di s, se lo é di P; e reciprocamente. 

Accanto ai vettori funzioni dei punti di una linea, si devono spesso 
considerare quelli fwnzioni dei punti di una superficie 0 di wna 
regione dello spazio. 

Cosi, ad es., si ha un vettore funzione dei punti di una superficie, 
se ad ogni suo punto P facciamo corrispondere un vettore di determi- 
nata lunghezza, applicato in P e situato sulla normale alla superficie. 

Dalla Fisica si hanno poi i pit ovvii esempi di vettori funzione dei 
punti di una regione dello spazio. Basta pensare alla nozione di 
campo di forza, che richiamiamo ora come nota dalla Fisica, pur 
riservandoci di occuparcene sistematicamente in seguito (Cap. VIL, § 8). 
Un altro caso é offerto dalla considerazione di una massa liquida 
in moto, facendo corrispondere ad ogni punto della regione, in cui 
avviene il moto, il vettore che ha la direzione e Vintensita della 
corrente in quel punto. 

E, del resto, dato un vettore applicato, si ha un vettore funzione 
_ dei punti dello spazio, associando ad ogni punto P il momento rispetto 
a P del dato vettore. 

Come i vettori funzioni dei punti di una linea costituiscono una 
immagine geometrica delle funzioni (vettoriali) di un parametro, cosi, 
secondo l’uso corrente in Calcolo, i vettori funzioni dei punti diuna 
superficie o di una regione di spazio corrispondono alle funzioni di 
due o tre parametri. Con ovvia estensione, si passa ai vettori funzioni 
di quanti si vogliono parametri; ed @ chiaro come debba, in ogni caso, 
intendersi la nozione di continuita. 


§ 9. - Derivazione di un punto variabile. 


64. Supponiamo (in modo analogo a quanto si é fatto pei vettori) 
che ad ogni valore di ¢ (compreso in un certo intervallo) corrisponda 
un punto P. Diremo, naturalmente, che P é@ funzione di ¢; e scrive- 
remo P(t). 

Supponiamo inoltre che si tratti di una fwnzione continua, tale 
cioe che a valori t’ sufficientemente vicini ad un generico ¢ corri- 
spondano punti P(t’) prossimi quanto si vuole al punto P(?). 

Cid premesso, ricordando (n. 9) la definizione di differenza di due 
punti, poniamo 

AP=P(t+ At) — Pd, 


<4 
* 


Pai se aS 
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te ee At ne Fy kd ee 
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dove con te ¢+-At¢t denotiamo due valori generici dell’ intervallo 
considerato; e formiamo il rapporto incrementale 


AUS 
(31) aie 
, Se, per At convergente comunque allo zero, il vettore (31) tende 
verso un vettore limite determinato, quest’ ultimo vettore dicesi il 
derivato del punto variabile P (relativo al valore ¢), e si denota col 


simbolo oppure P. 


aP 
ate 

65. Se P é fisso (indipendente da ¢) il suo derivato é evidente- 
mente nullo. 

In generale, mentre ¢ varia con continuita, P(é) descrive una linea 
continua J; se si nota che AP= P(t + At) — P(é) @ il vettore rappre- 
sentato dalla corda di 7 che dal punto P(t) va al punto P(t+ Ad), 
si vede che al vettore limite P(t) compete la stessa direzione della 
tangente alla linea 7 in P(Z). 

Pik precisamente, se sulla linea 7 e sulle relative tangenti si 
immagina assunto per verso positivo quello delle ¢ crescenti, si pud 
dire che il vettore P ha la stessa direzione e lo stesso verso della 
tangente alla linea J nel punto P considerato. 

Inoltre, introducendo, come nel caso di un vettore (n. 59), i dif- 
ferenziale del punto variabile P(t), 

aP == Pat; 
si pud ritenere che |’incremento della funzione (punto), ossia il vet- 
tore P(t +- dt) — P(t) differisce da dP per infinitesimi ad’ ordine supe- 
riore al primo. 

fl dP stesso si suole percid chiamare spostamento elementare del 
punto (relativo all’intervallo infinitesimo dz). 


66. Circa l’esistenza e la rappresentazione delle componenti del 
vettore derivato P valgono considerazioni identiche a quelle svolte 
al n. 60 per il derivato di un vettore v: basta sostttuire alle com- 
ponenti X, Y, Z del vettore le coordinate x, y, 2 del punto. 

Infatti, se si designano con Aw, Ay, Az gli incrementi 

x(t+ At) — a(t), yé+- At) —y(@), e@+ A) —2(H), 
ossia le componenti del vettore AP, quelle del rapporto incrementale 
AP/At sono date da 
Ate yom Ne 
At? SAP Age 

Ammessa la derivabilita delle coordinate di P, codesti rapport: 
hanno rispettivamente per limiti , y, 2; e son queste appunto le 
componenti di P. 
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Ne consegue in particolare la validita della regola di derivazione 
delle funzioni composte, ciod: 
Se P dipende da t pel tramite di un altro parametro s, funzione 


— & sua volta di t, si ha 
Vig 


d 

P = as. S. 

Notiamo infine che, in quanto il derivato P del punto variabile 

P(t) é un vettore pur esso funzione del parametro t, si pud consi- 

derare il derivato di P. Questo nuovo vettore dicesi derivato secondo 

: ad?P ee 

del punto P(t) e si denota con “qj © con P. Le sue componenti 

sono (n. 60) #, i, %. E analogamente si definiscono i derivati di P 
ad’ ordine superiore al secondo. 


67. Suppongasi che un punto P sia somma (n. 10) di un punto e 
di un vettore, entrambi variabili: 

PQ) =A(t) + v(1). 

Sia dalla diretta definizione di derivato (vettoriale e puntuale) 
che dalla considerazione delle componenti, si ricava immediatamente 
6, cid che é lo stesso, ines ae 
®=P—A, 
onde risulta che, anche per la somma di un punto con un vettoree 
per la differenza di due punti, valgono le regole della derivazione 
ordinaria. 

Se, in particolare, un vettore variabile v(7¢) si immagina applicato 
in un punto fisso O ed 6 P il suo estremo necessariamente variabile, 
talché sia 

v(t) =P(t)—9O, 
se ne deduce per derivazione 
O(t) = P(t); 
_cioe il derivato di un vettore variabile, applicato in un punto fisso, 
coincide col derivato del suo estremo libero. 

Cosi dicasi dei derivati di ordine superiore al primo; talche se 
nello sviluppo del TayLor di un vettore (n. 62), p. es. nello sviluppo 
(30) fino ai termini del second’ ordine, poniamo 

v(t) =P(t)— 90 
(con O fisso) otteniamo il corrispondente sviluppo del Taylor per il 
punto variabile P(t): 


30) Pt) =PH+4—)PO+5 &—O BO +2! 


dove ¢ converge a zero con #, —?. 


Ae Pt ie Like 5 Se tS , 
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68. Un cenno speciale merita il caso in cui t si identifichi col- 
Varco s della curva descritta dal punto variabile P. 

Pitt precisamente, si supponga, come al n. 63, assegnata una ge- — 
nerica linea (o arco di linea) J, e si contino su questa le lunghezze 
d’arco s a partire da un’ origine arbitraria P,, positivamente in un 
senso, negativamente nel senso opposto. Ad ogni valore di s (di un 
certo intervallo, dipendente dall’ ampiezza del tratto di linea J che si 
prende in considerazione) viene cos) a corrispondere un punto deter- 
minato P della curva. 

Vogliamo fissare I’ attenzione sul derivato 


aP 
Cee 


di questo punto funzione dell’ arco s. 

Sappiamo gia (n. 65) che si tratta di un vettore diretto secondo 
la tangente alla linea (luogo del punto variabile, nel verso concorde 
a quello in cui cresce il parametro, cioé nel caso nostro, I’ ascissa 
eurvilinea s. ; 

Qui si presenta lV ulteriore circostanza che la lunghezza del vettore & 
é Punita. Per riconoscerlo, basta richiamarsi alla definizione di €, pen- 
sando che esso é il limite del rapporto incrementale AP/As. Ora la 
lunghezza del vettore A P/As si presenta come rapporto fra la corda 
Gunghezza di AP) e Parco corrispondente e, come si sa dal Calcolo, 
questo rapporto ha per limite 1. Questo valore limite ¢ la lunghezza di é. 


§ 10. - Integrazione dei vettori. 


’ 


69. Sia vw un vettore variabile, funzione continua di un parametro ¢ 
in un generico intervallo ¢)"¢, e siano X, Y, Z le relative componenti. 
Manifestamente saranno ben definiti i ae integrali 
by 


| xat ; | Yat, fea 


by 
Ii vettore J che ha per ee tali integrali chiamasi inte- 
grale definivo di v, relativo all’intervallo #“t,, e si _Tappresenta. 


col simbolo 
ty 


ail — [vat . 
ty 
Sarebbe assai facile riconoscere che l’integrale J cos) definito pud 
effettivamente considerarsi come il limite di una somma (vettoriale), 


‘ottenuta Airideadn V intervallo tt, in tratti Ate moltiplicando cia- 


seuno di essi per una (qualsiasi) delle determinazioni spettanti a w 
nell’interno del tratto. 


70. Se, invece di un intervallo costante ty t,, se ne considera 

uno ¢, ¢ col secondo estremo ¢ variabile, il corrispondente integrale 
: 

lv dt é un vettore, funzione di t; ed ha manifestamente, per deri- 

rs 

vata il vettore v. Cioé, posto 


t 
I(t) =|vat , 
i 
risulta 


_Immaginando applicato tale vettore J(t) ad un punto fisso O, 
comunque prescelto, il secondo estremo é un punto P(t), esso pure 


funzione di ¢ ed avente per derivato il vettore v (n. 67). 


71. Estendendo la definizione data al n. 69, si definisce in modo 
analogo V’integrale di un vettore vw funzione dei punti di un campo C 
qualsiasi (linea, superficie o solido): cioé il vettore di componenti 


[xac, | vac, | zac; 
(6) CG C 
che si indica con 
[vac é 
C 


Va notato che anche qui vale la formula 


[vac =iim Swac, 
Cc 
gia osservata al n. 69 per i campi ad una dimensione. 


§ 11. - Proprieta differenziali delle curvo. 


72. INDICATRICE SFERICA DELLE TANGENTI. — Dato, come al n. 68, 
un generico arco di curva L, fissiamo ad arbitrio un punto O dello 
spazio e facciamo corrispondere ad ogni punto P di / il punto 

M=0O+4, 
che si ottiene spiccando da O un raggio parallelo alla tangente in P 
(nel senso del vettore ¢, cioé nel senso delle s crescenti) e prendendo 


r \ 
Pes RL aoe 


i hs LEN og MII, pe ee reer: 
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su questo raggio il punto M che dista 1 da O. Tutti questi punti M 
appartengono per costruzione ad una sfera di raggio 1 col centro 
in O: complessivamente essi costituiscono una linea (0 arco di linea) A | 
della sfera, detta indicatrice sferica delle tangenti della linea J che si 
considera. 

Se 7 contiene qualche tratto rettilineo, lungo ciascuno di essi ¢ ha 
sempre la stessa direzione, e quindi tutti i punti M, corrispondenti 
ai punti P di un tal tratto, coincidono; cioé l indicatrice di un segmento 
rettilineo degenera in un sol punto. Quando 7 é un’ effettiva curva, 
t varia con continuita, ed M descrive un’effettiva curva sferica i. 
Se 1 é piana, tale é anche A, e il suo piano risulta parallelo a quello 
di 2; giacche tutte le tangenti ad / appartengono, nel caso supposto, 
al piano della curva, e i vettori € spiccati da O si trovano tutti in 
un medesimo piano parallelo al primo. 

Fisseremo la nostra attenzione sopra un tratto di 7 che sia una 
curva effettiva, su cui cioé il vettore é non sia costante; e lo suppor- 
remo funzione dell’arco s, finita, continua e derivabile quante volte 
occorre. 


73. Angolo di contingenza relativo ad un arco PP, d’una generica 
eurva J si chiama l’angolo formato dalle tangentiin P, P, (supposte 
orientate in versi concordi ad un medesimo verso della curva), cioé 
Y angolo formato dai corrispondenti vettori ¢, t,. Quest’ angolo é messo 
bene in evidenza dalla indicatrice sferica. Se infatti sono M, M, le 
immagini di P, P, (estremi dei vettori ¢, ¢, spiccati da O) Parco y 
di circolo massimo che, sulla sfera rappresentativa, congiunge i punti 
Me M,, misura manifestamente (in radianti) il detto angolo di con- 
tingenza. Esso caratterizza globalmente la deviazione dall’ andamento 
rettilineo, che la curva J presenta nel tratto PP,. La deviazione uni- 
taria, vale a dire riportata all’ unita di lunghezza dell’arco PP, =| As| 
ossia il rapporto 
xX 
(32) jAs| ’ 
si chiama curvatura media dell’ arco. 

La sua inversa |As|/y si chiama invece raggio medio di curvature. 
Esso @ manifestamente il raggio che spetterebbe ad un arco di cir- 
conferenza di lunghezza |As|, il quale avesse y per angolo di contin- 
genza, e quindi anche per angolo al centro. La circonferenza si pre- 
senta cosi come la curva tipo, atta a rendere espressiva la definizione 
di raggio di curvatura. 

Tl limite della curvatura media (32) per P, convergente a P, cioé 
per As —>0, dicesi curvatura o flessione della curva J in P; ed & 
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facile riconoscere che (attesa la supposta derivabilita di t), questo 

limite esiste sempre ed ha una espressione assai semplice. Basta 

osservare che, essendo per costruzione 


M=0+4, M,=0+4, 
la. differenza 


Ataf, —¢t 


é rappresentata dal vettore M, — M, talché la corda MM, si identifica 
colla lunghezza |At| del vettore At. 

D’altra parte il limite del rapporto fra l’ arco di circolo massimo y 
e la relativa corda MM, é V’unita; onde scrivendo y/|As| sotto la 


forma 
Ee 
|As| [Ad]? 
si vede immediatamente che il limite cercato coincide colla lunghezea 
dt ; 
del vettore as! Avremo dunque, denotando con ¢ la curvatura della 1 
in P, 
(33) : C= | == 


equazione equivalente (poiché c come limite di quantita tutte positive 
é per la sua definizione >0) a 
, at_ at 
(33’) (Gi Fie SC a: 

Abbiamo gia supposto (n. 72) che si tratti non di una retta, ma 
di una effettiva curva, ossia che ¢ non sia costante. EK quindi da 
escludere che, per la 7 che si considera, sia dovunque dt/ds=0. 
Possiamo pertanto riferirci a un punto P, e quindi (attesa la conti- 
nuita del vettore dt/ds)ad un tratto circostante, in cui il vettore dt/ds 
non si annulla. Con tale intesa si ha sicuramente c > 0, ed 6 quindi 
certo finito il raggio di curvatura in P: 


mas 
(34) ope 


Inoltre é ben determinata la direzione didt/ds, necessariamente (n. 61) 
perpendicolare a @, cioé normale alla curva / in P: la retta per P 
che ha codesta direzione ed é orientata nello stesso verso di dt/ds 
gi chiama normale principale in P. Se si tratta di una curva piana, 
la normale principale é essa pure contenuta nel piano deila curva. 
Infatti € si mantiene in tal caso sempre parallelo al piano della curva, 

e allora (n. 58) lo stesso segue per dt/ds. 
In gencrale designeremo con il versore di dt/ds, cioé il vet- 


EARL Seared 


= So ty py ee oe 
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tore unitario che ha la direzione e il verso della normale principale. 
Dacché la lunghezza di dt/ds @ c, avremo 


dt 
(35) as =cn, ; 
ovvero (mettendo, come si suole, in evidenza il raggio di curvatura) 
OE Ak 
(35’) te pls 


Giova rilevare che, se si inverte sopra la curva J il senso positivo 
degli archi, con che ds diviene — ds, cambia naturalmente di senso 
il vettore £—dP/ds, ma n rimane inalterato: infatti, esso’ si com. 
porta come dé/ds e questo non cambia, dacché mutano segno sia ¢ 
che ds. 


74. Piano osculatore dicesi il piano co condotto per la tangente 
parallelamente ad 22. 

Per una curva piana, esso coincide (n. prec.) col piano della curva 
ma per una curva sghemba, varia in generale da punto a punto. 

Nell’intorno del punto P cui si riferisce, gode di una proprieta di 
intimo ravvicinamento alla curva, donde appunto deriva I’ appellativo 
di osculatore. La proprieta si enuncia come segue: 

Fra tutti i piani x passanti per P, il piano osculatore o é quello 
che meno si scosta dalla curva 1 nelle vicinanze di P. 

Per dimostrarlo, consideriamo un generico punto P, prossimo a P, 
e cominciamo col valutarne Ja distanza da un qualsiasi piano z pas. 
sante per P. A tale scopo indichiamo con Q, la proiezione di P, su x 
e notiamo che il segmento P,Q,, si pud considerare come la proie- 
zione della corda PP, sulla normale al piano z, cosicché, detto y il 
vettore unitario secondo tale normale (in un verso scelto a piacere) 
si avra 

P,Q, =|(Pi—P) Xv 

Cid posto, in quanto P, é prossimo a P, la differenza As—s, — s 
delle ascisse curvilinee s,, s di P,, P, si pud considerare come infi- 
nitesima, e dalla (30’) del n. 67, ponendovi 


aaa « dt 1 
C= 8 Sy — SS Se Ae 0. igi pes 
otteniamo 
1 
(36) P,—P=As-t+ > Ast(n +8), 


e quindi (a meno del segno), per la distanza P,Q, 


1 1 
As (¢>< ¥) 4+- a As? (m><¥) + 5 Ast(exy). 
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Essa consta come si vede di tre termini: il primo é infinitesimo 
di prim’ ordine (rispetto a As), a meno che non si annulli il prodotto 
sealare ¢><y; il secondo termine é infinitesimo di secondo ordine, a 
meno che non si annulli 7><v; infine il terzo termine 6, in ogni 
caso, infinitesimo d’ordine superiore al secondo, perché vi compare, 
oltre a As?, anche il vettore ¢ il quale (n. 67) converge a zero con As. 
Affinché la distanza P,Q, riesca, per tutti i punti P, di 7 prossimi 
a P, quanto pil piccola é possibile, bisognerd evidentemente cercare 
di annullare gli addendi, per cosi dire preponderanti, del primo e del 
secondo ordine. Percid é necessario e basta che si annullino i due 
prodotti scalari €é<v, ed 2>y, ossia che la direzione di vy (normale 
al piano 7) sia perpendicolare ad un tempo a fe a ; cioé, infine, 
che ~ coincida col piano osculatore o. 


75. Si vede facilmente che il piano osculatore gode di altre pro- 
prieta, ciascuna delle quali potrebbe servire a defmirlo. Cosi per es., 
se si considera il piano che contiene, oltre alla tangente in P, la 
direzione della tangente in un altro punto P, prossimo a P, e poi 
si fa avvicinare indefinitamente P, a P, il piano considerato tende 
a o. Basta pensare che, detto ¢, il vettore tangente unitario in P,, 
il piano generico da noi considerato é parallelo ai vettori € e ¢,, quindi 
anche a fe a Afé=—t, —t, o ancora at e a At/As. Al limite, esso 
sara parallelo a ¢ e a dt/ds e quindi coincidera necessariamente col 
piano osculatore in P. ; 

In modo analogo si riconosce che tale piano é altresi il limite dei 
piani proiettanti dalla tangente in P un altro punto P, della curva, 
convergente a P, ed anche dei piani determinati da tre punti quali- 
sivogliono P,, P,, P;, quando questi convergono tutti a P. 

Giova aggiungere che, se si considera la circonferenza, che, avendo 
comune con la curva la tangente in P, passa per un altro punto P, 
di essa, questa circonferenza, al convergere di P, a P, tende al cosi- 
detto circolo osculatore alla curva in P; e questo stesso circolo si 
ottiene come configurazione limite della circonferenza passante per 

\tre punti P,, P., Ps della curva quando questi punti convergono, tutti 

e tre lungo la curva,a P. Come é ben noto e come, del resto, appare 
dalle precedenti considerazioni intuitive, il circolo osculatore giace 
sul piano osculatore; il suo raggio coincide col raggio di curvatura 
foe /6 (13). 


%6. TRIEDRO PRINCIPALE. — La perpendicolare al piano osculatore, 
orientata in guisa da costituire colle direzioni positive di ¢ e dim 
un triedro (trirettangolo) destro dicesi binormale della curva consi- 
derata nel punto P. Designato con 0 il relativo vettore unitario, il 
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| — (n. 23) 


versori Z, m, b, applicati in P, ieee Tics ae della curva = 
nel punto P: e dalla stessa enauitne di prodotto vettoriale - segue 


bat Ang tens, n= At. 


Delle tre facce del triedro principale, una é il piano osculatore _ 
P(E, n); un’ altra é la P(n, b) costituita manifestamente dal piano 
normale alla curva in P; la terza P(8,t), cioé il piano determinato 
dalla tangente e dalla binormale, dicesi piano rettificante, perché, come 
é agevole verificare, esso, fra tutti i piani passanti per P, é quello su 
cui la proiezione ortogonale della curva, nella immediata prossimitd 
di P, si scosta meno da una retta. 


\ 


CAPITOLO II, 


CINEMATICA DEL PUNTO. 


§ 1. — Considerazioni preliminari. 


1. La Meccanica razionale é la scienza dei fenomeni di moto. 

Ogni fenomeno di moto si svolge nello spazio e nel tempo; onde 
Ja Meccanica presuppone, quale sua necessaria premessa, la Geome- 
tria; e alle idee primitive di questa aggiunge, come suo primo con- 
cetto fondamentale, la nozione di tempo. 

Cosi, in un suo primo stadio di indagini, la Meccanica analizza e 
disecute in qual modo, durante il moto, varino in rapporto al tempo 
i caratteri geometrici delle figure o sistemi di punti, concepiti come 
rigidi oppure come deformabili, secondo le diverse possibili ipotesi 
suggerite dalla osservazione dei corpi naturali. La parte della Mec- 
eanica che si occupa di questo ordine di questioni dicesi Cinematica. 

Ma in questo studio, che pud dirsi puramente descrittivo, si pre- 
seinde dalla natura materiale dei corpi mobili e da tutte quelle mani- 
festazioni fisiche, che nella realta precedono 0 accompagnano il moto, 
e a cui Ja nostra intuizione sperimentale attribuisce I’ ufficio di cause 
determinatrici 0 modificatrici di esso (p. es. sforzi muscolari, pesi, 
attriti, ecc.). Del moto in relazione alle circostanze testé accennate si 
occupa la Meccanica propriamente detta 0 Dinamica, in cui rientra, 
come teoria piu particolare, la Statica, la quale indaga le condizioni, 
in cui dati sistemi materiali si mantengono in quwiete. 

Si pud avvertire fin d’ora che, come la Cinematica é caratteriz- 
zata, in confronto della Geometria, dalla aggiunta della nozione di 
tempo ai concetti fondamentali geometrici, cosi la Dinamica si fonda 
e si sviluppa, oltre che sui concetti cinematici, sulle idee primitive 
di forza e di massa. 

La prima parte del presente volume (Cap. II-VI) sara dedicata alla 
Cinematica; e, tenuto conto della complessita del problema generale 
e in accordo col naturale processo di analisi matematica di ogni ordine 


bain 
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di questioni concrete, si comincera dallo studio del caso pik semplice 

possibile, cioé dallo studio del moto di un unico punto. 

4 Notiamo che la considerazione di questo caso astratto particolare 

non solo costituisce, dal punto di vista teorico, il primo passo per lo 

studio generale della Cinematica, ma trova per se stessa applicazione 

: in molti problemi concreti, potendosi spesso ritenere sufficientemente 
individuata la posizione di un corpo mediante quella di un sole suo 


a punto. Cosi, ad es., in molte questioni astronomiche i corpi celesti si 
ae possono assimilare a punti mobili; in Balistica basta molto spesso 
rs conoscere la traiettoria di un solo punto del proietto; la posizione 
a ; di una nave in alto mare si fissa per mezzo delle coordinate geogra- 
ee: fiche di un suo punto qualsiasi, e via dicendo. In ciascuno di questi 
a casi le distanze fra i vari punti del corpo mobile considerato sono 


praticamente trascurabili rispetto alle dimensioni del campo, in cui 
si svolge il fenomeno di moto. 


: 2. Qui subito convien fissare chiaramente una osservazione gene- 
rale, altrettanto ovvia quanto importante. 
La nozione di moto, al pari di quella di quiete, é di natura sua, 
: relativa; cioe, pit precisamente, l’asserire che un dato corpo C é in 
: moto o in quiete ha senso preciso solo in quanto il corpo C si intenda 
riferito ad un altro determinato corpo C’ e si constati che la posi- 
zione di C rispetto a C’ va variando nel tempo o, rispettivamente, 
si conserva inalterata. 
Percid in ogni considerazione cinematica (0, pit in generale, mec- 
canica) € necessario stabilire quale sia Vente di riferimento; e se 
spesso si parla di moto o di quiete senz’altra specificazione, cid é 
legittimo unicamente in quei casi, in cui si puo ritenere inutile Vin- 
dicare l’ente di riferimento, tanto esso é manifesto. Cos}, p. es., se si 
parla di un grave cadente o del moto di una carrozza o di una nave, 
si intende tacitamente di riferirsi alla terra; se si tratta delle bielle 
di una locomotiva, il loro moto si sottintende riferito al telaio di 
aS re 
essa, € COS] Via. 
Nella rappresentazione analitica dei fenomeni di moto si assume 
di solito, come ente di riferimento, una terna di assi cartesiani. 


3. Gia dicemmo che in Cinematica il tempo si assume come con- 
cetto primitivo. Qui, rinunciando ad ogni indagine critica su tale 
concetto, ci limiteremo ad osservare che per la misura del tempo la 
natura stessa ha, per cos) dire, suggerito certe unitd: il giorno, il 
mese, l’ anno. La determinazione sperimentale di tali uniti, per mezzo 
di periodi lunari e solari, contenenti un numero esatto di giorni, mesi 


; jee 
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ed anni, ha costituito per secoli il problema fondamentale e pres- 
soché unico dell’ Astronomia. Oggigiorno gli orologi, data la per- 
fezione raggiunta nella loro costruzione, forniscono uno strumento 
praticamente esatto per la misura del tempo rispetto all’ unita uni- 
versalmente accettata, cioé al secondo di tempo solare medio. Fissato 
comunque un certo istante quale origine dei tempi t= 0, ogni altro 


istante risulta biunivocamente determinato dalla rispettiva ascissa 


temporale t, cioé dal numero di secondi compresi fra Il origine dei 
tempi e l’istante considerato: e questo ¢ si assumera con segno + 0 —, 
secondo che listante in parola segue o precede, nella successione 
temporale, lV origine dei tempi prefissata. 

Tutto cid nell’ impostazione tradizionale della Cinematica alla quale 
noi esclusivamente ci atterremo. Giova tuttavia rilevare che proprio 
sul tempo e sul modo di collegarne le valutazioni da parte di diffe- 
renti osservatori si ha un primo e fondamentale divario fra I’ impo- 
stazione classica e la recente teoria della relativita, dovuta all’ EINSTEIN, 
che ha possentemente rinnovato Meccanica e Fisica, pur portando nel 


“Inaggior numero dei casi (e in particolare in. tutti i fenomeni che 


interessano la Tecnica) divari quantitativi assolutamente trascurabili 
rispetto alle leggi gia anteriormente acquisite. 

La teoria della relativita non postula, come lo schema classico, 
una misura universale del tempo, attribuendo alle determinazioni 
della variabile ¢ un significato (trascendente, 0, se si vuole conven- 
zionale) che sia lo stesso per qualsivoglia osservatore, ma indaga piv, 
concretamente se e fino a quale punto cid sia possibile, immaginando 
che pil osservatori O, O’,... cerchino di accordare le loro misure 
individuali di tempo ¢, t’,... mediante scambio di segnali ottici. 

In base a questo elemento fisico la teoria della relativita si trova 
condotta a sostituire la concezione astratta di un tempo assoluto con 
quella di tempi locali ¢, ¢’,... (propri dei singoli osservatori 0, 0’,...), 
i quali risultano collegati tra loro da relazioni meno semplici della 


allorquando si tratta di osservatori che si muovono Il’ uno rispetto 
all’ altro (2), 


(4) Lo studente, desideroso di qualche ragguaglio sopra un argomento di 
cosi alto interesse speculativo, lo trovera esposto con mirabile chiarezza nel 
volume Spazio e tempo del Prof. G. CasTELNUOVO (Bologna, Zanichelli, 1923). 
Chi gid possiede gli elementi della Meccanica olassica pud leggere i Fonda- 
menti di Meocanica relativistica del Luvi-Crvita (Bologna, Zanichelli, 1928). 
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§ 2. - Generalita sul moto di un punto. 


4, Consideriamo un punto P in moto rispetto ad una certa terna 
di assi cartesiani ortogonali Oxyz, che, secondo la convenzione gia 
fissata al Cap. prec., supporremo sempre destra (I; n. 8). Ad ogni 
istante ¢ dell’intervallo di tempo da ¢, a t,, in cui é definito il moto, 
il punto P occupa, rispetto alla terna Oxyz, una determinata posi- 
zione, talché, in codesto intervallo, P risulta definito come un punto 
variabile in funzione del tempo: 


(1) P=P(t). 


Quest’ unica equazione geometrica, ove con wv, y, 2 si designino 
le coordinate della posizione occupata da P nell’istante ¢, equivale 
a tre equazioni scalari 


(2) , £=240, y=yO, z=20, 
dove al secondo membro compaiono certe tre funzioni del tempo, 
definite nell’intervallo da ¢ a #,. In accordo con quei caratteni di 
determinatezza e di continuita che generalmente attribuiamo ai feno- 
meni di moto, noi supporremo che codeste tre funzioni siand univa- ~ 
lenti, finite, continue e derivabili (fino al second’ordine almeno) in 
tutto Vintervallo da ft, a #, (2). 

La (1) 0, indifferentemente, le sue componenti (2) diconsi eqguazioni 
(finite) del moto del punto P. 


5. Il luogo delle posizioni occupate da P durante il moto é un 
arco di curva che dicesi traiettoria del punto mobile (nel dato inter- 
vallo di tempo) e che ammette le (2) come equazioni parametriche. 
Eliminando ¢ fra le (2) si ottiene la rappresentazione della traiettoria 
mediante due equazioni in w, y, 2 

Se la traiettoria € un arco di curva piana o un segmento di retta, 
il moto del punto dicesi rispettivamente piano o rettilineo. 

Mentre un punto P si muove nello spazio secondo le equazioni (2), le 
sue proiezioni ortogonali P,,P,,P, sui tre assi si muovono ciascuna sul 
rispettivo asse,e le (2) danno appunto, rispettivamente, le equazioni di 
codesti tre moti rettilinei. Viceversa, dati ad arbitrio sugii assi L, Y, 2; 
in un medesimo intervallo di tempo, i moti rettilinei di tre punti P, , 


(7) Soltanto in Dinamica, nella teoria degli impulsi, si 8 condotti ad una 
rappresentazione schematica di fenomeni di moto, che fa intervenire casi di 
discontinuit&é per le derivate prime. 
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Py, Pz, resta definito nello spazio un moto del punto P, che istante 
per istante ammette P;, Py, Pz come proiezioni sugli assi. 

Tl moto di P dicesi composto dei moti rettilinei di Pz, Py, Pe (moti 
componenti); e poiché i tre assi sono in sostanza tre rette, a due a 
due ortogonali, prese ad arbitrio per un punto qualsiasi dello spazio, 
si vede di qui come il moto di un punto nello spazio si possa decom- 
porre in tre moti rettilinei secondo tre rette a duea due ortogonalli, 
quali si vogliono. 

_ Analogamente, mentre P si muove nello spazio, la sua proiezione 
ortogonale P, sul piano z = 0 risulta animata di un moto piano le 
cui equazioni sono le due prime (2), cioe 

w=a2t), y=yO; 

e il moto di P é univocamente determinato dal moto di P, sul piano. 
2=0e dal simultaneo moto di P, sull’asse z, giacché, istante per 
istante, la posizione di P risulta individuata come quella che ha sul 
piano z—0 e sull’asse 2 le proiezioni P, e P,. Il moto di P dicesi 
ancora composto dei due moti indicati di P, e P,; e poiché il piano 
2=0 e l’asse delle 2 sono in sostanza un piano e una retta, fra loro 
ortogonali, arbitrari, si vede come il moto di un punto nello spazio 
si possa decomporre in un moto rettilineo e in un moto piano secondo 
una retta e un piano fra loro ortogonali quali si vogliano. 


6. Considerati, nella durata del moto di un punto P nello spazio, 
due istanti generici t e t+ At, le posizioni P(¢-+ Af) e P(O), in essi 
occupate da P, definiscono il vettore 

P(t+ At)— P(t) 
di componenti 

a(t+At)—a, yé+tAD)—yd, ze¢+ At)—2qQ), 

il quale dicesi spostamento di P, relativo all’intervallo di tempo At 
a partire dall’istante ¢. In particolare per A? infinitesimo si avra lo 
spostamento elementare 

P(it+dt)—P(, 
relativo all’istante ¢, il quale, a meno di infinitesimi di ordine supe- 
riore, 6 dato dal differenziale dP del punto (I, n. 65) ed é un vettore 
infinitesimo di componenti 

da=a(thdt, dy=y(Odt, dze—z(t)dt, 

dove #, y, 2 designano le derivate di 7, y, 2 rispetto al tempo (?). 


(2) Nel seguito con punti sovrapposti al simbolo di uno scalare o di un 
vettore o di un punto variabile denoteremo esclusivamente le derivate rispetto 


at tempo. 
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Questo vettore dP é diretto secondo la tangente alla traiettoria nel 
senso del moto, ed ha il valore assoluto 

(3) Vda? + dy? + d2 = Ver P+ eat 

dove il radicale va preso aritmeticamente. 

Se sulla traiettoria si fissa un sistema di ascisse curvilinee s, pren- 
dendo p. es. come origine la posizione iniziale P(¢,) del punto mobile 
e come verso positivo quello che va da P(t) a P(t), il radicale 
aritmetico (3) fornisce il valore assoluto |ds| del cammino elementare 
ds, descritto da P sulla sua traiettoria nel tempuscolo dt, a partire 
da un istante generico; e si avra precisamente 


(4) ds = + Vda? +ayp+d2=+AViP+ P+ 22 at, 
dove si dovra scegliere il segno + o -— secondo che, nel tempu- 
scolo dt considerato, il punto P si muove nel verso delle s crescenti 


o nel verso opposto. 

Sommando i valori assoluti dei successivi cammini elementari (3), 
percorsi da P dall’istante ¢, ad un generico istante ¢, cioé calcolando 
V integrale 
| Var + ap da = [VPP seat, 
i, - 


si ottiene il cammino totale compiuto dal punto, sulla sua traiettoria, 
nel prefissato intervallo di tempo, restando computato positivamente 
nel risultato ogni singolo cammino elementare, qualunque sia il senso 
in cui esso é avvenuto. 

Se invece a ciascun cammino elementare (4) si attribuisce il debito 
sepno, |’ integrale 

Z : . 
[ as = | + Vda? + dy? + dz? = | + Vat + oy + 22dt 
i és a 

fornisce, per ogni generico istante ¢ della durata del moto, I’ ascissa 
curvilinea raggiunta in quell’istante sulla traiettoria dal punto P. 
Quest’ ultimo integrale é una ben determinata funzione s(é), che, sotto 
le ipotesi fissate per le (2), risulta pur essa univalente, finita, continua 
e derivabile, almeno fino al second’ordine. L’ equazione 
(5) s=si(t), 
che definisce la legge temporale, secondo cui si muove il dato punto 
sulla sua traiettoria, dicesi eguazione oraria del moto; e la curva, da 
cui essa 6 rappresentata su di un piano cartesiano in cui si assumano 
come ascisse i tempt t, come ordinate gli spazi s, chiamasi dia- 
gramma orario. 
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7. K manifesto da quanto precede che il moto di un punto P é 
perfettamente determinato tanto dalle equazioni del moto (2), quanto 
da una qualsivoglia rappresentazione geometrica della traiettoria 
(mediante due equazioni in x, y, z, 0 tre equazioni parametriche, di 
parametro qualsiasi) e dalla equazione oraria (5). 

Pit in generale, il moto diP si pud definire assegnandone la posi- 


zione come funzione di » parametri quali si vogliano q,, qs,.. ry Oe 
(6) ela (Gai Gs. 75 Sato) 

OVE 9%, Y2,--+5 Yn Siano, alla loro volta, funzioni date del tempo 
(7) g;= 9; @=1, 2,..., %). 


Basta, invero, sostituire le (7) nella (6) per avere |’ equazione del moto 
di P sotto la forma (1). Anche le (7) diconsi, in tal caso, equazioni 
del moto. 


§ 3. — Velocita. 


8. MOTO UNIFORME SU TRAIETTORIA QUALSIASI — VELOCITA. — Per 
precisare e valutare matematicamente la nozione intuitiva che tutti 
abbiamo della varia rapidita, secondo cui si svolge nel tempo un 
fenomeno di moto, mettiamoci dapprima nelle condizioni di maggiore 
semplicita. Intanto supponiamo prefissata come traiettoria di un punto 
P una certa curva J, cosicché a determinare il moto di P bastera 
assegnarne, in piu, Y equazione oraria 

Saas (ih) 

E in primo luogo, riferendoci al tipo dei moti pil semplici che 
sogliono cadere sotto la nostra attenzione (moto apparente del Sole, 
treno in corsa, moto delle lancette dell’ orologio, ecc.) -supponiamo 
che lo spazio s, percorso da P a partire da una sua posizione P(f,)‘ 
presa come origine degli spazi, vari proporzionalmente al tempo 
+— t), impiegato da P a percorrerlo; cioé sia 


Se indichiamo con v questa costante, l’equazione oraria assume 
la forma 
(8) $= u(t — ty); 
cioé lo spazio s @ una funzione lineare del tempo. 

Viceversa ogni equazione oraria che sia lineare nel tempo f¢ si pud 


mettere manifestamente sotto la forma (8). 
Ogni moto del tipo cosi caratterizzato, cioe avente |’ equazione 


oraria lineare nel tempo, si dice wniforme. 


see erat ¢ Ete a a 
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Riferendoci alla (8), fissiamo due jatenth quali si vogliano ¢ e ¢+- At. 

Lo spazio As percorso da P nell’intervallo di tempo Af cosi defi- 
nito sara dato per la (8) da ‘ 

As =v (t+ At - 1) —0¢ ty oat 
onde risulta 
As 
cioé in qualsiasi intervallo At, preso a partire da un istante quale si- 
voglia, lo spazio percorso da P sta all’ intervallo stesso nel rapporto 
fisso v. 

In particolare, per At 1, vediamo che v @ la misura del cam- 
mino percorso da P nella unita di tempo. Questo numero v dicesi 
velocita del moto uniforme considerato. 

La velocita € dunque una grandezza fisica (o pil precisamente 
cinematica) di nuovo genere, definita come rapporto di una lunghezza 
ad un tempo; se l’unita scelta per le lunghezze é il metro, quella dei 
tempi il secondo, possiamo assumere come unita di velocita il metro 
per secondo, cioé la velocita di un punto che, movendosi di moto 
uniforme, fa ad ogni secondo, sulla sua traiettoria, 1m. di cammino. 

Non sara inutile osservare che la definizione di velocita or ora 
data pel moto uniforme si accorda perfettamente col significato di 
misura della varia rapidita del moto che anche nel linguaggio comune 
ha una tale parola: se invero due punti P,, P, si muovono unifor- 
memente con le velocita rispettive v,, v,, essi, in un medesiino inter- 
vallo di tempo Af, percorrono per la (9) gli spazi 

As, I At, AS = Vv, At ; 
e si avra 


secondo che é 


As; > As, oO As, ——— AS. r8) As, ee AS, 
Vie Ux 0 y= Oye ean 


9. Sin qui non abbiamo fatta alcuna ipotesi sul segno div. Ora dalla 
As== ot, 

supposto At > 0 (cioé considerato Vintervallo At nel suo ordine natu- 
rale di successione dei tempi) risulta che As ha lo stesso segno di v. 
Cid significa che secondo che é v >0 <0, il puntosi muove nel senso 
scelto come positivo per le ascisse curvilinee s sulla traiettoria o nel 
senso contrario. Corrispondentemente il moto dicesi progressivo o 
retrogrado. Cosi la velocita v, presa col suo segno, da non soltanto 
la misura della rapidita del moto, ma anche il senso di questo. 

Giova tuttavia avvertire che, per lo pit, parlando di velocita di un 
moto uniforme, siintende riferirsi alla velociti presa in valore assoluto. 
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10. Hl diagramma orario di un moto uniforme di equazione 
s= v(t — ty) 
€ la retta che interseca l’asse dei tempi per ¢ = fy (ascissa all’ origine) 
ed ha per coefficiente angolare la velo- 
eita v. 
I diagrammi (rettilinei) dei moti uni- 
formi, tracciati su carta millimetrata, for- 
niscono un comodo mezzo per risolvere 
graficamente i problemi di incrocio, di 
raggiungimento, ecce. relativi a pitt punti 
mobili uniformemente su di una stessa 
traiettoria (veicoli su di una stessa strada, treni sullo stesso binario 
o su binari paralleli, ecc.), Essi trovano, in particolare, un’utile appli- 
cazione negli orari grafici delle Ferrovie. 


11, VELOCITA SCALARE IN UN MOTO QUALSIASI. — Passiamo al caso, 
in cui su di una traiettoria prefissata 7 sia definito un moto di equa- 
zione oraria qualsiasi 
SSG iS 
Fissato l’intervallo di tempo Aft fra gli istanti ¢ e t+ At, e consi- 
derato lo spazio As percorso da P in codesto intervallo, cioé 

As ==s(¢ + At) — s(t) , 
il rapporto 


a) ees At 
{rapporto incrementale della funzione s(t) rispetto all’ incremento At 
della variabile a partire dal valore ¢) dicesi velocita media del punto 
nel’ intervallo di tempo da ita t-- At. 

Ora notiamo che la (10) si puod interpretare come la velocita 
(costante) di un punto fittizio P’, che descriva di moto uniforme la 
medesima traiettoria 7 di P, in modo da occupare la stessa posizione 
di P sia nell’istante ¢ che nell’istante ¢-+ At. 

Durante questo intervallo di tempo At, il moto di P pud presen- 
tare rispetto al moto uniforme del punto fittizio P’ le circostanze 
pit svariate (precedere dapprincipio P’ o ritardare rispetto ad esso, 
lasciarsene raggiungere ad un dato istante, ecc.): ma se in luogo del 
prefissato intervallo di tempo AZ, ne fissiamo, a partire dal medesimo 
istante ¢, un altro pit breve, e ripetiamo per questo il confronto tra 
il moto di P e il moto uniforme di un punto fittizio coincidente con 
P negli istanti estremi dell’ intervallo, é intuitivo che il divario tra 
i due moti apparira meno sensibile di pocanzi. Immaginando allora 
di ridurre ulteriormente l’intervallo At e di farlo addirittura tendere 
allo zero, si é condotti nel modo pit naturale alla seguente definizione: 


SN ian eet 


hey 
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In un generico istante ¢ si dird velocité (scalare) di un punto mobile 
secondo la PU cg oraria 8s = s(t) il 
lim ee sal 
At—>0 
cioe il valore nell’ istante t della derivata &(t) di s(t) rispetto a t (la 
quale sotto le poste ipotesi certamente esiste). 

Se si applica la precedente definizione ad un moto uniforme, cioe 
ad un moto di equazione oraria (8), si ritrova quella costante v, che 
gia chiamammo, in tal caso, velocita. 

Qui, viceversa, osserviamo che, se un moto é a velocita costante 
v, dalla equazione 


si deduce, integrando 
$s = vt + cost. , 


cosicche si tratta di un moto uniforme; concludiamo percid che ¢ 
moti uniformi sono caratterizzati dalla costanza della velocita (scalare). 


12. Per la nota interpretazione geometrica della derivata, la velo- 
cita in un istante ¢ risulta rappresentata, sul diagramma orario del 
moto, dal coefficiente angolare della tangente al diagramma nel punto 
di ascissa ¢. Secondo che nell’istante ¢ la velocita §(i) é positiva o 
negativa, la s(¢) é, nell’intorno di ¢, erescente o decrescente, cioé in 
ogni intervallo di tempo abbastanza piccolo, che segua o preceda 
Vistante ¢, il moto & progressivo 0 retrogrado. 

Se poi § (t) =0, in quell’istante si ha nel moto del punto una 
posizione di arresto (e sul diagramma orario un punto a tangente 
parallela all’asse dei tempi); ma non appare senz’altro il senso del 
moto. In tal caso si sa dal Calcolo che, per riconoscere il senso di 
variazione della funzione s(t), bisogna ricorrere alle derivate succes- 
sive: la prima che non si annulla fornisce la voluta indicazione, 

Cosi, ad es. (per metterci nelle condizioni pit comuni), se non si 
annulla la § (#), si pud asserire che la s(f) ha un massimo 0 un minimo 
secondo che é §(t) <0 0 0; il che, dal punto di vista cinematico, 
vuol dire che nell’istante ¢ si ha un’inversione del senso del moto; 
e precisamente se § (ft) <0, il moto @ progressivo subito prima del- 
Pistante ¢, retrogrado subito dopo; mentre avviene il contrario 
per §(f) >0. 

Aggiungiamo infine che un moto si dice accelerato o ritardato in 
un dato istante ¢ (o in un intervallo di tempo da ¢t a t+ A?) secondo 
che nell’intorno di quell istante (o in quell’ intervallo) la velocita, presa 
in valore assoluto, & crescente o decrescente; in altre parole, secondo 
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che € crescente o decrescente § (t)?. Considerando la derivata di é (#)2 
288 | 
si conclude, che, se §(t), §(t) sono entrambe diverse dallo zero, il moto 
é accelerato o ritardato secondo che esse hanno segno eguale o contrario. 
Il caso §§=0, che qui resta dubbio, va discusso considerando le 
derivate successive di s; ma per il seguito cid non é@ necessario. 


13. VELOCITA VETTORIALE. — Dianzi, supposta prefissata la traiet- 
toria, abbiamo valutato la velocita tenendo conto dei cammini_per- 
corsi dal punto P sulla traiettoria e prescindendo dagli spostamenti 
di P nello spazio, tanto che la espressione $(t) adottata per la velo- 
cita non si altererebbe se, mantenendo invariata I’ equazione oraria 
(legge del moto sulla traiettoria) si immaginasse di deformare a piacer 
nostro (con flessioni e senza distensioni) la traiettoria nello spazio. 

Ma, nella maggior parte dei casi, non basta tener conto di questo 
aspetto intrinseco del moto; bensi interessa di studiare il fenomeno, 
quale appare ad un osservatore nello spazio e di considerare i cam- 
biamenti di posizione del punto mobile rispetto a tutto V ambiente. 

A cid si perviene riferendo il moto del punto considerato P ad 
una prefissata terna cartesiana Oxyz. 

Riprendendo |’ equazione del moto 

REP \G., 
e le relative componenti cartesiane 
Car yay), 2 =e), 
gi consideri lo spostamento AP, che il punto subisce in un generico 
intervallo At di tempo da un istante f, 
all’ istante t+ At, cioé il vettore 
AP = P(t+ At) — P(t) 

e si divida questo vettore per lo scalare Af. 

Il vettore 

Ae eG At) 2 (0) 
ean: At 
applicato in P(t) e avente per linea d’azione la corda 
P(t) P (t+ At) 
della traiettoria e per componenti gli scalari 

a(t+At)—a(t) y(t+At)—y(t) —-e(t + At) —2(?) 

At ’ At ) At ri 
dicesi velocita vettoriale media di P, relativa all’intervallo di tempo 
considerato. Se, tenuto fisso ft, facciamo tendere AZ allo zero, codesta 
yelocit’ media tende al vettore 
P(t 4+ At)— P(t) _a@P 

At at 


W(CAL 


tim rit) 


At-> 0 
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applicato in P(t) e avente Je componenti: 
a(t), g(t), 2(t). tas 

Questo vettore P(t), quando il punto P si consideri come funzione- 
di funzione del tempo, pel tramite dell’ascissa curvilinea s, si pud 
scrivere A 

PW = Ge =s9e 

dove come al n. 68 del Cap. I. si é designato con € il vettore uni- 
tario tangente alla traiettoria nella posizione P(t), diretto nel senso: 
delle s crescenti. Questa espressione del vettore P(t) mette in evi- 
denza che esso in ogni istante ha per lunghezza il valore assoluto |é (¢)| 
della velocita del punto quale fu definita al n. 11; é diretto secondo 
la tangente alla traiettoria nella posizione P(t); ed infine ha il senso 
di ¢ (cioé il senso delle s crescenti) o il contrario secondo che ¢(é) 
® positiva o negativa, il che é quanto dire (n. 12) che P(t), ha lo 
stesso senso del moto. 

Di qui risulta giustificato il definire come velocita vettoriale del 
punto P nell’ istante ¢ codesto vettere P(t). cioé il derivato di P(t) 
rispetto al tempo, calcolato nell’ istante considerato. 

Porremo ; 

v(t) =P(t), 
e d’or innanzi, parlando di velocita di un punto, intenderemo, salvo: 
contrario avviso, codesta velocita vettoriale v(t); mentre si dira velo- 
cite scalare la §(t). Ove poi si debba considerare, come talvolta accade, 
il valore assoluto v =| é(t)| della velocité vettoriale, potremo desi- 
enarlo col nome di velocita intensiva. 

Fra velocita e spostamento elementare sussiste, ad ogni istante,. 
per definizione, la relazione 

aP = vat; 
e se si sceglie un punto fisso qualsivoglia, p. es. Vorigine O delle 
coordinate, si ha se . 
oF 9) =e): 


14. CARATTERE INTRINSECO DELLA VELOCITA. — Per definire il mote- 
del punto P abbiamo dovuto prefissare, come ente di riferimento, una 
eerta terna di assi Oxyz. Se in luogo di questa si sceglie un’ altra. 
terna QE, fissa rispetto alla prima, le equazioni (cartesiane) (2) 
del moto di P cambiano (e precisamente subiscono la corrispondente: 
trasformazione di coordinate); ma la velocita vettoriale non varia, 
nello stesso modo come non variano ne la forma geometrica della 
traiettoria né la legge temporale del moto. 

Cid si puod ritenere evidente, dato il carattere intrinseco, rispetto 
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al Rots, della definizione di velocita Searle ma si pud chiarire 
nei seguenti termini precisi. 

Indicando con ¢, j, &, i versori fondamentali della terna Oxyz, 
e con x(t), y(t), 2(t) le coordinate di P nell’istante ¢ rispetto a 
codesta terna, avremo ad ogni istante (I, n. 19) 

(11)  P=0+ai+yj+cek; 

e questa equazione geometrica definira il moto di P rispetto ad ogni 
possibile terna, purché, beninteso, si riferiscano in ogni singolo caso- 
alla terna stessa anche il punto O e i vettori 4, j, hk. 

Supposto di riferire la (11) alla terna QEyC, otterremo J’ espres- 
sione della velocita vettoriale derivando ambo i membri di codesta 
equazione rispetto a ¢. Poiché rispetto alla terna QE7C, che per ipo- 
tesi € fissa rispetto alla Oxyz, il punto O e i vettori ¢, 7, K, sono 
costanti, si ottiene : 

P=£i+yj+ék, 

onde risulta appunto che, anche col nuovo riferimento, la velocita 
vettoriale 6 quel vettore che rispetto alla terna Owyz ha le compo- 
nenti 4, y, 2 

In linguaggio cartesiano cid si pud esprimere dicendo che tanto 

_ vale calcolar prima le componenti della velocita vettoriale rispetto 
ad Oxyz e poi eseguire la trasformazione di coordinate che fa pas- 
sare ad QE7C, quanto eseguir prima questa trasformazione e poi cal- 
colare le componenti della velocita vettoriale rispetto ad QE1C. Si 
pud dir concisamente che le componenti della velocita sono corediont 
alle coordinate del punto. 

Importa tener presente che tutto cid vale sotto la essenziale con- 
dizione che la terna Q&C sia fissw rispetto alla Oxyz: ben altri- 
menti vanno le cose se la nuova terna € in moto rispetto alla primi- 
tiva, come vedremo in seguito (Cap. IV). 


15. Per un moto piano la velocita, in quanto é€ ad ogni istante 
tangente alla traiettoria, giace costantemente nel piano del moto: e 
cosi per un moto rettilineo la velocita é diretta ad ogni istante 
‘secondo la retta, su cui si muove il punto. 

Se, riferendoci ancora ad un punto P mobile nello spazio, consi- 
deriamo il moto 

v=a2(t), y=y(%) 
della proiezione ortogonale P, di P sul piano z = 0 (n. 5), la velocita 
-di P, é il vettore che giace in codesto piano e ha le componenti @, 9, 
vale a dire é la proiezione sul piano z= 0 della velocita di P. 

Similmente la velocita della proiezione ortogonale P, di P sul- 
Passe z é la proiezione su quest’asse della velocita di P. E poiché 
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ogni piano (fisso) si pud assumere come piano z — 0, ogni retta (fissa) 
come asse 2, concludiamo che: Se.un punto si muove nello spazio, la 
velocita. della sua proiezione ortogonale su di un piano o su di una retta 
(fissi) quali si vogliano, é data dalla proiezione ortogonale, su quel piano 
0, rispettivamente, su quella retta, della velocita del punto considerato. 

In base al n. 5 possiamo ancora dire che: Se il moto di un punto 
nello spazio si considera decomposto nei tre moti rettilinei secondo tre 
date rette, a due a due ortogonali, o nel moto rettilineo e nel moto 
piano secondo una retta e un piano ortogonali dati, la velocita del punto 
& data ad ogni istante dalla risultante delle velocita che in quell’istante 
competono ai moti component. 


16. MOTI DI VELOCITA COSTANTE. — Abbiamo visto al n. 8 che i 
moti uniformi (su traiettoria qualsiasi) sono caratterizzati dalla costanza 
della velocita scalare. Consideriamo qui i moti (di gran lunga piu 
particolari) che hanno costante la velocita vettoriale. 

Se w é la velocita costante prefissata, possiamo scegliere la terna 
Oxyz di riferimento in modo che l’asse x abbia la direzione e il 
senso della v, onde le componenti di questa saranno v, 0, 0, ove 
al solito si denoti con v la lunghezza (che qui é costante) di v. Espri- 
mendo che un punto mobile P di coordinate x, y, z, ha, ad ogni 
istante, la velocita vw otteniamo le equazioni (differenziali) 

i 0 Y= 0.5 £=0, 
le quali, integrate, danno le equazioni del moto sotto la forma 
(12) x= vt + cost., y= cost., 2=cost., 
dove compaiono tre costanti arbitrarie di integrazione. 

Si hanno dunque, corrispondentemente alle possibili scelte di codeste 
tre costanti arbitrarie, cc? moti aventi la data velocita (costante) #; 
e ciascuno di essi, come risulta dalle (12), ha per traiettoria una retta 
(parallela all’asse z) ed é uniforme; talche concludiamo che ogni moto 
a velocita vettoriale costante é rettilineo ed uniforme. 

Per individuare uno di codesti moti, ossia per determinare le tre 
costanti di integrazione, basta prefissare la posizione che il mobile 
deve occupare in un dato istante ft (condizione iniziale): se 1%, Yo, 2o 
sono le coordinate di questa posizione iniziale di P, le equazioni del 
moto assumono la forma 

L=Vv(t—ty)+M, Y =Yo, =o, 
come si rileva dalle (12), imponendo che per tf, debba essere 
L—Xo, Y=Yo, =o. 


17, MoTI DI DATA VELOCITA. — Le osservazioni del n. prec. sug- 
geriscono, pil in generale, il problema di determinare i moti di un 
punto, di cui sia data la velocita v, comunque variabile. 


< 


CINEMATICA DEL PUNTO 


Se 0%, Vy, 0, sono le componenti del vettore v, le coordi- 


nate x, y, 2 del punto mobile P debbono variare in funzione del 


tempo in modo da soddisfare alle equazioni differenziali 
(13) one , C= Ve, Y= 0y, 2=%,. 

Per chiarire la natura analitica del problema di integrazione cui 
si é cos) condotti, bisogna precisare i dati, cioé in sostanza la velo- 
cita prefissata v. Se questa é data in funzione del tempo, cioé se si 
sa per dato quale debba essere istante per istante la velocit’ del 
punto, le v,, vy, ¥, sono tre date funzioni dit, che qui supporremo 
continue, e quindi integrabili; talché le (13) si integreranno con tre 
quadrature; e, indicando con ¢) un istante dell’intervallo di tempo 
in eui é definita la w, si otterra 

| t 
i: =| o,(tat + cost. , 
ty 


t 
y= oy(t)dt+ cost. , 
b 


t 
Ree [ v_(t)at + cost. 
t, 


Anche qui dunque, per la presenza delle tre costanti arbitrarie di 
integrazione, si hanno ><* moti, e si pud individuarne uno prefissando 
la posizione che il punto deve assumere in un dato istante; p. es., se 
pert =t, il punto deve essere in Py (Xo, Yo, 20), le equazioni del 
moto sono 

t 


¢ t [ 
=| v9(t)dt + a, y=|ry()at+ yo, z= | o4(t)dt +29. 
1 t, t, ty 


Queste equazioni si possono raccogliere nell’ unica equazione vet- 
toriale 


t 
(14) P(t) =P, +{vo dt, 
t, 


ehe si sarebbe potuta gttenere direttamente per integrazione della 

equazione differenziale vettoriale 

Pee (2), 

equivalente alle (13). ; 
La (14) mette in evidenza le relazioni che intercedono fra gli 20° 
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moti di velocit’ vw. Confrontiamone due, p. es. il moto generico (14) 
e il moto del punto che nell’ istante t= ¢, si trova nell’ origine 0 delle 
coordinate e che qui per intenderci designeremo con P, talché avremo 


t 
P(t) =O +f vipat. 
é 


Sottraendo membro a membro questa equazione dalla (14), otte- 

niamo 
PC) =Pt) =F, — 0; 

talché si conclude che ad ogni istante la posizione di P é data dal- 
Vestremo del vettore equipollente al vettore costante P, — O ed appli- 
cato nella posizione assunta in quello stesso istante da P. Risulta di 
qui che nei moti di P e P, e quindi anche in due quali si vogliano 
moti (14), le traiettorie sono fra loro sovrapponibili con una trasla- 
zione e quindi eguali, e di pil son percorse con la medesima legge 


temporale. 


18. Pik in generale pud darsi che la velocita w sia nota in funzione 

non soltanto del tempo, ma anche della posizione istantanea del punto: 
== OP a); 

In tal caso le componenti di wv sono funzioni note dei quattro 

argomenti x,y,z e t, e si é condotti a cercare le terne di funzioni 
x, y, 2 di t, che soddisfano al sistema di equazioni differenziali del 
1° ordine 
(15) &#=v,(x,y,2|t), Y = %y(x,y,2\t), 2=0,(%,y,2|0), 
0, come si suol dire, ad integrare un tale sistema. Ora é noto dal 
Calcolo che, in generale, codesta integrazione non si pud ottenere 
per quadrature (e tanto meno in termini finiti di funzioni elementari), 
bensi soltanto per sviluppi in serie. Ad ogni modo, sotto condizioni 
assai late per le tre funzioni di quattro argomenti vz, vy, v,, si dimostra 
che il sistema (15) ammette infinite soluzioni, il cui insieme (inte- 
grale generale) dipende da tre costanti arbitrarie, che, beninteso, non 
hanno se non eccezionalmente carattere di costanti additive (*). 


(1) E bene ricordare ohe per un sistema di equazioni differenziali ordinarie 
simultanee, in numero eguale a quello delle funzioni incognite, il quale sia 
risolubile rispetto alle derivate di ordine massimo, esiste, in generale, un 
sistema integrale dipendente da un numero di costanti arbitrarie eguale alla 
somma degli accennati ordini massimi. Cos) ad es. per un sistema differen— 
ziale della forma 


U=O(t, w, UW, v, v, ¥), v= H(t, u, tv, 0, v) 


Vintegrale generale dipende da 5 costanti arbitrarie. 
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Ksistono dunque, anche in questo caso generale, oo® moti diversi, 
aventi la data velocitaé v; ed anche qui, disponendo delle tre costanti 
arbitrarie, si pud individuare uno qualsiasi di codesti moti, prefis- 
sando, come condizione iniziale, il passaggio del punto in un dato 
istante per una data posizione. Ben si comprende che in questo caso 
varieranno in generale, dall’uno all’altro degli co® moti, tanto la 
forma della traiettoria quanto la legge temporale. 


§ 4. - Moti piani in coordinate polari. 
Velocita areolare. 


19. VELOCITA RADIALE E TRASVERSA — VELOCITA ANGOLARE. — Con- 
siderato nel piano, rispetto a una data coppia Oxy di assi cartesiani, 
il moto di un punto P, di equazioni 


(16) L=x(t), y=yi(), 
riferiamo questo stesso moto al sistema di coordinate polari che ha 
come polo l origine 0, come semiasse polare il semiasse positivo delle 
% e come verso positivo delle anomalie (da misurarsi in radianti) 
quello dell’asse orientato 7 verso l’asse orientato y, attraverso I’ an- 
golo retto. Bee 
Durante il moto, il raggio vettore 0 = OP e l anomalia 0 = wz0P 
di P saranno funzioni ben determinate del tempo e le 
(17) 0 = ¢(t), 0 = 6(¢) 
si potranno dire le eguazioni del moto in coordinate polari. 
_ Ma qui torna opportuna una osservazione. Si sa dalla Geometria 
Analitica che, per assicurare la biunivocita tra i punti del piano e le 
coppie di valori 7, @ delle coordinate polari, bisogna imporre alla 
variabilita di queste le limitazioni 9 >0, 0<@< 27. Ma allora, se 
il punto P nel suo moto piano, girando intorno al polo O in senso 
positivo, attraversa il semiasse x positivo, si é costretti a far saltare 
pruscamente Vanomalia § da valori che tendono a 2m al valore 0; 
talché si introduce nella funzione @(¢) della seconda equazione (17) 
una discontinuita, che non risponde ad alcun carattere di disconti- 
nuit&a del moto, ma dipende soltanto dalla limitazione 0< 27, con- 
venzionalmente imposta alla coordinata @. In tali casi, al fine di 
togliere siffatta discontinuita, per cosi dire, artificiale, si abbandona 
la indicata limitazione per V’anomalia e si lascia che 9, seguendo 
VY andamento continuo del moto, varii con continuita, traverso il va- 
lore 27, anche al di 1a di esso. wee 
Analogamente se il punto P, movendosi con continuita e senza 
yariazioni brusche di velocita, passa pel polo, le suindicate limitazioni 


Bese 5 


per la variabiliti di 9 e 0 implicano che, mentre p raggiunge in O | 
decrescendo il suo minimo zero per poi nuovamente crescere, I’ ano- 
malia 6, al passaggio di P per O, salta bruscamente da un certo 
valore ()) (limite della anomalia di P quando esso si avvicina di moto 
continuo ad QO) al valore (+7. Anche questa discontinuita artifi- 
ciale di 6(t) pud all’occorrenza essere tolta, lasciando cadere la limi- 
zione o > 0 ed ammettendo che il raggio vettore possa con continuita 
passare, traverso lo zero, da valori positivi a valori negativi (e vice- 
versa), 

Cid premesso, ricordiamo che fra le funzioni (16) e (17) sussistono 
le note relazioni : 

x=pcost, y=osing, 

onde risultano, per le componenti secondo gli assi della velocita 9 
le espressioni 


(18) &—=pcosd—pbsinhb, y—¢sinO+ 06 cos 


e quindi, per il quadrato della velocitaé scalare, la formula 
(19) ot = ot + cafe, 7 


Questa espressione di v? mette in luce una decomposizione della 
velocita vettoriale in due componenti fra loro ortogonali, che qui 
conviene definire direttamente. 

Considerata insieme con la retta 

_- OP, orientata da O verso P, la sua 
normale in P, orientata rispetto alla 

OP come l’asse y rispetto ad a, indi- 
chiamo con v e v¥, le componenti di 

# secondo OP e codesta perpendico- 
lare. Poiché i coseni direttori di OP 

e della perpendicolare orientata come 


si é detto sono 
cos0, sin 8 


e rispettivamente 
cos(0 +5 )=—sind sin(0+ 5) = cos6, 
avremo 
O —zcos0+ysin8, Vg = —&sin 0+ ¥ cos8 
ossia per le (18) ‘ 
Up =; % =e8, 
onde, componendo, si riottiene la (19). 
La v, dicesi velocita radiale; e, in quanto, potendosi scrivere 
dp , 
dt? 


vp = 
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_ fornisce il rapporto fra la variazione elementare della distanza del 
punto dal polo O a quella corrispondente del tempo, chiamasi anche 
velocita di allontanamento (dal polo) 0 di elongazione. 

La v% , che si dice velocita trasversa (al raggio vettore) é data dal 
prodotto della distanza p di P dal polo per 

ea A) 
ete 
che chiamasi velocita angolare intorno ad O, in quanto da il rap- 
porto della variazione elementare dell’ anomalia del punto a quella 
corrispondente del tempo. 

20. VELOCITA AREOLARE, — Mentre P si muove, il raggio vettore 
OP descrive un’area. Supponiamo di misurarla, a partire da una po- 
sizione iniziale OP,, positivamente nel senso in 
cui crescono le anomalie, negativamente nel verso 
opposto; e sia A il valore che le spetta in un 
generico istante ¢, nel quale il punto occupa la 
posizione P. Sia P’ la posizione infinitamente vi- 
cina, occupata dal punto nell’istante ¢-+-dt, 

Nel tempuscolo infinitesimo dall’istante ¢ al- 
Y istante ¢+-dt, il punto passa dalla posizione P alla posizione P’ e 
il raggio vettore descrive un’areola elementare OPP’ che (a meno 
d’infinitesimi d’ordine superiore) é eguale all’ area del settore circo- 
jare di raggio p, il cui angolo al centro ha per misura | dQ |. 
Abbiamo dunque 


1 
|\aA| == p*| 40], 
ed anzi, poiché, per la ‘convenzione stabilita, dA e d§ hanno lo stesso 
segno, si conclude senz’ altro 
1 
e quindi 5 
See ia 
A= 3 6 Bs 
Questa derivata rispetto al tempo dell’area descritta dal raggto 
vettore dicesi, per ovvia ragione, velociid areciure del punto rispetto 


al centro O. | 
Poiché dalle (18) del n. prec. risulta 


ny—yt=e 6, 
si ottiene per la velocita areolare in coordinate cartesiane (rispetto 
all’origine) I’ espressione ; 
(20) A=zq (ry— yt). 
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21. Il concetto di velocité areolare si estende anche al caso di 
un punto che si muova comunque nello spazio. 

A tale scopo, riprendiamo dapprima il caso di un moto piano e 
riferiamoci alla espressione (20) della velocité areolare rispetto all’o- 
rigine 0. Se in O immaginiamo condotto, perpendicolarmente al piano 
ay, Vasse 2 orientato in modo che la terna Oxyz risulti destra, il 
segmento orientato che su questo asse, a partire da O, ha per misura 
(in valore e segno) la velociti areolare (20) rappresenta un certo 
vettore V, che, come risulta dalla (20) stessa, é la meta del prodotto 
vettoriale dei due vettori di componenti 

vy, 0e 4, Y, 0; 
cioé di P—O e v. Abbiamo dunque 


(21) V => (P—0)A%; 


onde si riconosce che V é la metd del momento della velocita vettoriale 
del punto mobile rispetto al centro (fisso) O. 

A codesto vettore V, che col suo modulo dala velocita areolare quale 
si é definita, in senso scalare, al n. prec. e individua istante per istante, 
come destro rispetto ad esso, il senso del moto, si da il nome di velo- 
citi areolare vettoriale del dato punto mobile, rispetto al centro 0. 

Questa nuova definizione offre, rispetto a quella del n. prec., il 
vantaggio di attribuire alla velocité areolare un significato intrinseco 
e, percid, indipendente dalla scelta della terna di riferimento, purché, 
beninteso, anche quando si cambi lorigine delle coordinate, si tenga 
fisso il centro O rispetto a cui si definisce la velocita areolare. 

E appunto per codesto suo carattere intrinseco, la nuova defini- 
zione si applica senz’ altro anche ad un punto mobile comunque nelle 
apazio, nel qual caso la velocita areolare rispetto ad un dato centro O 
(22) = (P—O) Av 
é un vettore, funzione del tempo, che ad ogni istante ¢ é@ perpendi- 
colare al piano, generalmente variabile, che passa pel centro O e per 
la velocita istantanea v(t) (ciod per la tangente alla traiettoria nella 
posizione occupata da P in quell’istante); ha quel verso rispetto a 
cui il moto nell’istante considerato appare destro; ed ammette per 
modulo il rapporto al tempuscolo dé dell’ areola descritta sul piano 
or ora indicato dal raggio vettore OP. 

Se il moto si riferisce ad una terna avente per origine il punto 0, 
la velocit& areolare ha per componenti secondo gli assi (1, n. 23) 


Siege el 
g Y%—29), | (2%— x2), > (ey — ya), 


nelle quali si riconoscono le velocité areolari, in senso scalare, delle 
proiezioni ortogonali del punto Prispettivamente sui piani YZ, ZL, LY. 


Notiamo, infino, che, come risulta dalla (22), la velocité areolare 
non puod annullarsi se non in quegli istanti in cui si verifichi una 
delle seguenti circostanze (I, n. 22): o il punto P passa pel centro 0; 
o si annulla la velocita v; 0 questa risulta diretta radialmente, cioé 
secondo la retta OP. 


§ 5. - Accelerazione. 


22. MOTO UNIFORMEMENTE VARIO. — Al concetto fondamentale di 
accelerazione si perviene valutando, per cosi dire, la rapidita con cui 
da istante ad istante varia la velocita di un punto. 

Analogamente a quanto si é fatto nel caso della velocita, pren- 

diamo le mosse dallo studio dell’ aspetto intrinseco del moto suppo- 
nendo prefissata la traiettoria; ed anzi consideriamo anzitutto il caso 
particolarmente semplice (si pud dire il pil semplice dopo quello del 
moto uniforme) in cui la velocita scalare  (n. 11) sia funzione lineare 
del tempo: 
(23) $=—at+bd, 
dove a e b denotano due costanti (e, beninteso, si suppone a-0, 
giacché in caso contrario avremmo un moto uniforme). La costante b 
fornisce la velocita del punto nell’istante t —0; e quanto alla a, si 
riconosce in base alla (23), con una immediata deduzione analoga a 
quella del n. 8, che durante tutto il moto la wariazione As, subila 
dalla velocita % in un qualsiasi intervallo di tempo At, sta alV inter- 
vallo stesso nel rapporto fisso a, cioe 


. 


Questa costante a, che in particolare fornisce Ja variazione della 
velocita in ogni unita di tempo, chiamasi accelerazione del moto con- 
siderato, il quale, con ovvm allusione al modo in cui varia nel tempo 
la velocita, si dice uniformemente vari. 

Non é inutile aggiungere che il concetto di accelerazione fu per 
la prima volta fissato dal GALILEI (*) appunto come variazione della 
velocita nella unit di tempo, per il moto di caduta dei gravi che, 
come yedremo (§ 6), & uniformemente vario. 

Tornando al nostro moto (23) notiamo che J accelerazione q é, in 
questo caso, la derivata seconda # dell’ascissa curvilinea s rispetto 


@) GaLILEO GALILEI, un. & Pisa ne} 1564, m, in Arcetri = pees . pue 
considerare [cfr. Favaro, « Avvertimento al Vo). VIII dell’ Ce ene 
delle opere di Galileo »] come continuatore di Archimede nella Statica e crea- 
tore della Dinamica. L’opera sua capitale @ intitolata « Discorsi ¢ dimostrazioni 
matematiche intorno a due nuove ecienze attenenti alla meccaunica € 4 morimentt 
Incali ». Cfr. Ed. Naz., Vol. VILL 


al tempo, talché in base al criterio del n. 12, avremo che in un gee 
nerico istante ¢ il moto 4 accelerato o ritardato secondo che é | 
a(at4+-b) >90 oppure <0. 
Potendosi scrivere queste disuguaglianze sotto la forma 


b 
a(t + =) >> 0 oppure, rispettivamente, <0, 


4 


si conclude che il moto é ritardato per t< — b/a, cioé prima del- 
Vistante t= — b/a (in cui, annullandosi la velocita, si ha un arresto), 
e da quell’istante in poi 6 sempre accelerato. Si pud cosi dire che 
nel moto uniformemente vario si hanno due fasi, separate dall’istante 
di arresto: la prima ritardata, la seconda accelerata. 

Per precisare ulteriormente |’andamento del moto occorre ancora 
vedere se e quando esso. sia progressive o retrogrado. Dipendendo 
cid (n. 12) dal segno della velocita § = a(t+-b/a), distinguiamo i due 
casia>Oea<0. : 

Nel primo la § sara positiva o negativa seconde che é t+ b/a 
>o< 0; cioé il moto sara retrogrado prima dell’istante ¢ = — b/a, 
vale a dire nella fase ritardata; progressivo dopo, cioé nella fase 
accelerata; mentre nel caso a<0 si verificheranno le circostanze 
rispettivamente contrarie. 

Integrando la (23) otteniamo IV’ equazione oraria del moto 


1 
(24) s= gah + bi+e, 


dove la costante c di integrazione é |’ ascissa del punto mobile nel- 
Vistante ¢= 0. 

Se si contano i tempi a partire dall’istante di arresto t= — bya, 
vale a dire si pone 


b 
3 4= tat a ’ 
la (23) diviene pit semplicemente ; 
(23’) S043 
e, analogamente, se si contano le s a partire dalla pusizione di arresto 
(la quale @ data dalla (24) per t= — b/a) cioé si pone 

ee ea 
2a : 

la (24) si semplifica, divenendo (come quell’integrale della (23’) che 


si annulla per ¢, — 0) 
1 
(24’) s=> at,*. 


Immaginando che, come ad esempio nel caso di una traiettoria 
rettilinea, abbia senso la considerazione del moto (non soltanto per 
un certo intervallo di tempo, ma) nella sua integrita, cioé al variare 


di ¢ da —coa +-00,sidesume dalla (24’) che, per t, tendente all’ infinito 
sia positivamente che negativamente, # tende all’infinito positive o 
negativo, secondo che a> 0 oppure a< 0. Inoltre se si considerano 
due istanti —7¢, e t, (di cui il primo preceda Vistante d’arresto e 
Paltro lo segua allo stesso intervallo di tempo) si riconosce dalle (23’) 
(24) che in codesti due istanti il punto passa per la medesima posi- 
zione, con la stessa velocita intensiva, diretta per altro nei due istanti 
considerati in senso contrario. 
Tornando a lasciar generiche le origini dei tempi e degli spazi, 
_ possiamo riassumere quanto si é dianzi detto nell’enunciato seguente: 
Nel moto uniformemente vario (24) il punto proviene da distanza 
infinita dalla parte delle ascisse positive 0 negative secondo il segno 
dell’accelerazione a, e procede di moto uniformemente ritardato fino al 
— punto di ascissa 
he 
: (25) ues b 


che raggiunge nell’ istante t= — b/a; dopo il quale ritorna, di moto 
uniformemente accelerato, all’ infinito dalla stessa parte donde é prove- 
nuto ; e€ im ogni posizione riprende, in senso contrario, la stessa velocite 
intensiva che in essa aveva assunto al suo primo passaggio. 

Dalla (24) risulta che il diagramma orario di un moto uniforme- 
mente vario é una parabola avente I’ asse di simmetria parallelo al- 
Vasse degli spazi e volgente la concavit&a verso i tempi positivi o 
negativi secondo che a >0 @< 0; e questo diagramma mette bene 
in evidenza le varie circostanze dianzi assodate in via analitica. 


23. ACCELERAZIONE. — Consideriamo ancora, per un momento, il 
‘moto di un punto P sopra una traiettoria prestabilita, e riferiamoci 
al caso di una equazione orawia qualsiasi s = s(?). 

Prefissato un generico intervallo di tempo At, a partire da un 
istante ¢, considerazioni analoghe a quelle del n. 11 conducono ad 
introdurre lo scalare AS/At come accelerazione media (sulla traietto- 
ria prestabilita) relativa all’intervallo di tempo At; ed un passaggio 
al limite per At —> 0 porta ad assumere la § come accelerazione del 
punto (lungo la prefissata traiettoria) nell’ istante 7. 

Poiché § @ la derivata di ¢, i] suo segno indica istante per istante 
se la velocita scalare § sia crescente o decrescente. Se poi si consi- 
dera la velocita intensiva, vale P osservazione del n. 12 che si pud 
oramai enunciare dicendo che wn moto di legge oraria qualsiasi é, in 
un dato istante, accelerato 0 ritardato, secondo che in esso la velocita 
2 la accelerazione (lungo la traiettoria), supposte entrambe diverse d@ 
zero, hanno segno eguale od opposto. 
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Ma, come gia nel caso della velocita, questa valutazione della 
-accelerazione lungo la traiettoria, supposta prestabilita, nella maggior 
parte dei casi non basta; ed importa invece tener conto del modo in 
cui varia, istante per istante, la velocita vettoriale rispetto allo spazio 
ambiente, cioé rispetto a quella prefissata terna cartesiana Oxyz, 
cui é riferito il moto. 

Considerato l’incremento (vettoriale) Aw = v(t + At) — v(t), che 
la velocita w(t) subisce da un istante generico ¢ ad un quailsiasi 
istante successivo ¢-+ At, e immaginatolo applicato nella posizione 
P(t) assunta dal punto nell’istante ¢, dividiamolo per lo scalare At. 
I vettore cosi ottenuto 

Av v(t+ At)— v (6) 
shes At : 


che da il rapporto incrementale della velocit’ ed ha le componenti 


az (t+- At) — &(#) y (t+ At) — g(t) é(¢ + At) —4(t) 

At At : At y 
dicesi accelerazione media del punto P nell’intervallo di tempo da ¢ 
a t+ At. 

Chiamasi poi accelerazione del punto nell’ istante ¢ il limite cui tende 
codesta accelerazione media, quando, tenuto fisso t, si faccia tendere 
At allo zero, cioé il 


lim U(¢-+ At) — w(t) 
At—> 0 At ee 


che é precisamente la derivata dv/dt—W@ della velocita w rispetto 
al tempo, od anche, in quanto € v=dP/dt, la derivata seconda 
dP/dt? =P del punto rispetto a ¢, 

Designando dunque I!’ accelerazione, che 6 una determinata funzione 
vettoriale del tempo, con @(t), abbiamo per definizione 


)  _wP 

O() = ae = aE? 

onde risulta che le rispettive componenti secondo gli assi sono date da 
(26) Og H(t) f Oy == 9) a 


L’ accelerazione appare cosi come una nuova grandezza cinematica, 
che, ove si prescinda dal suo carattere vettoriale, & definita come 
rapporto di una velocita ad un tempo. Percid, ove siansi adottati 
come unita di misura degli spazi e dei tempi il metro e il secondo, si 
pud assumere come unita di accelerazione l’accelerazione di 1 m. per 
secondo, e, pit specificamente, quella di un moto uniformemente acce- 
lerato, in cui ad ogni secondo la velocité aumenta di 1 m. al secondo, 
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24. Dalla natura frie rispetto al moto, della definizione di 
accelerazione risulta senz’altro che le formule (26) restano valide 
comunque si cambino gli assi di riferimento, purché sian fissi gli uni 
rispetto agli altri: e questo asserto si pud anche giustificare con 
un’ analisi pil precisa, del tutto analoga a quella svolta nel caso della 
velocita (n. 14). 

Si ha poi, come al n. 15, che: Per un moto piano o rettilineo Vac- 
celerazione giace costantemente sul piano o, rispettivamente, sulla retta 
del moto (pit. precisamente, il vettore accelerazione é@ parallelo al 
piano, 0, rispettivamente, alla retta). 

E se un punto si muove nello spazio, Vaccelerazione della proiezione 
del punto su di un piano o su di una retta coincide colla proiezione 
su quel piano o, rispettivamente, su quella retta dell’accelerazione del 
puinte considerato. 


25. Vedremo in Dinamica la fondamentale importanza del problema 
di determinare il moto di un punto, di cui sia data Vaccelerazione. Tl 
caso pitt generale, cui si é condotti nella rappresentazione teorica dei 
fenomeni di moto, é quello in cui Il’ accelerazione é nota in funzione 
del ternpo, della posizione istantanea del punto e della velocita: 

QAP, P\ ty 
il che vuol dire che, con riferimento ad una data terna di assi, si 
econoscono le componenti d@,, dy, @, di @ in funzione dei sette argo- 
ICN Ls, Ys Ly ey Yo Sy & 

Si é cosi condotti ad integrare il sistema di equazioni differenziali 

del 2° ordine p z i 

v= Ay Y= Qy) & = Az, 
il quale, sotto condizioni assai larghe per le funzioni di sette argo- 
menti d,, dy, a, ammette infinite soluzioni, dipendenti nel loro in- 
sieme da sei costanti arbitrarie (1), Abbiamo dunque c<® moti diversi 
aventi la data accelerazione. 

Per individuarne uno, 0, in altri termini, per determinare le sei 
costanti arbitrarie dell’integrale generale, occorre aggiungere delle 
opportune condizioni iniziali: basta, p. es., prefissare che in un dato 
istante ¢) il punto debba passare per una data posizione P (di coor- 
dinate 2%, Yo, Zo) con una data velocita VU» (di componenti %, Ho, Zo). 


26. ACCELERAZIONE TANGENZIALE E NORMALE. — UL’ acceleraziane 
a(t) & un vettore, che ad ogni istante si considera, per definizione, 
applicato nella posizione P(t), occupata in quell’ istante dal punto 
mobile. Per vedere come codesto vettore @ possa esser posto istante 
per istante, rispetto alla traiettoria, riprendiamo (n. 13) la 

{= SOs 


() Cfr, la nota a pie’ di pag. 


ey oe TE Tee, 1 Se” 


e deriviamo rispetto al tempo, considerando il vettore unitario tan- 
genziale come funzione di funzione del tempo, pel tramite della s(¢). 
Tenendo conto (I, n. 74) della ae 
dt wal 
Wee 


dove r designa il raggio di curvatura della traiettoria, ed 7 il vet- 
tore unitario diretto lungo la normale principale verso il centro di 
eurvatura, otteniamo 


$2 (0 
== § — n=—s$t4—n. 
€+ z a= 


Risulta di qui che ad ogni istante é nulla la componente della 


-accelerazione secondo la binormale alla traiettoria o, in altre parole, 


V accelerazione appartiene ad ogni istante al piano osculatore della 


traiettoria nella posizione occupata in quell’ istante dal punto mobile. 
; net rere F oes 
I due componenti §¢, —- ” e, spesso, anche i due scalari §, v*/r 
r 


diconsi accelerazione tangenziale e, rispettivamente, accelerazione nor- 
male o centripeta. 

La prima (nella cui componente §, secondo @, ritroviamo I’ acce- 
lerazione lungo la traiettoria, di cui parlammo dapprincipio) é diretta 
lungo la tangente, nel senso delle s crescenti o in senso contrario, 
secondo che é § > 0 < 0: la seconda, in quanto lo scalare v2/r & es- 
senzialmente positivo, ¢ sempre diretta verso il centro di curvatura. 

L’ accelerazione tangenziale é costantemente nulla sempre e solo 
quando sia identicamente §—0 ossia $= cost.; cosicché (n. 8) é mott 
uniformi (su traiettoria qualsiasi) sono caratterizzati dall’ annullarse 
indentico della accelerazione tangenziale 0, in altre parole, dali’ avere 
una accelerazione puramente normale. 

Risulta poi dal n. 22 che % moti_uniformemente vari (su traiet- 
toria qualsiasi) sono caraticrizzati dalla costanza dell’accelerazione tan- 
genziale; il che non esclude Ja esistenza simultanea di un’ accelera- 
zione normale comunque ‘variabile: anzi, se la traiettoria non 6 ret- 
tilinea, quest’ ultima non pud essere costantemente nulla, 

Invero Il’ accelerazione normale 72/7 (poiché non pud essere v =0 
in ogni istante, ma solo negli eventuali istanti di arresto) si annulla 


_ identicamente sempre e solo quando sia, in ogni punto della traiet- 


toria, 1/r = 0, si annulli cioé la curvatura (I;n. 73), onde si conclude che 
V annullarsi identico della accelerazione normale caratterizza % moti 
rettilines. 

Combinando le precedenti osservazioni si ha che i moti rettilinei 
uniformi sono caratierizeati dall’ annullarsi identico della accelerazione 
(totale). 
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§ 6. - Moti ad accelerazione costante. 
Moti dei gravi. 


_ 2%. LEGGI DEL MOTO DEI GRAVI. — Stabiliti nei §§ prec. i principi 
generali della Cinematica del punto, li applicheremo, nel séguito di 
questo Cap., allo studio di vari tipi particolari di moti, che si pre- 
sentano spontaneamente in diversi ordini di questioni ores e qui 
eominceremo dallo studiare i moti ad accelerazione costante. 

L’esempio tipico di tali moti é fornito dai moti di caduta dei 
corpi pesanti o gravi, abbandonati a se stessi con una certa velocita 
iniziale, che in particolare pud esser nulla. 

Le leggi del moto di un grave sono state formulate, in base a 
geniali induzioni fondate sulla osservazione sperimentale, dal GALILEL 
@ si possono Farpoevere, in linguaggio moderno, nei due enunciati 
seguenti: 


1.° Un grave abbandonato a se stesso senza velocita iniziale (cioé a’ 


partire dalla condizione di quiete) cade lungo la verticale, movendosi 
con una accelerazione costante e diretta verticalmente in basso, che é la 
stessa per tutti 4 corpi. 

2.° Un grave lanciato in qualsiasi direzione e con qualsiasi velocita 
iniziale, si muove sempre con quella stessa accelerazione costante e diretta 
wverticalmente in basso, che si manifesta nei gravi cadenti dalla posizione 
di quiete. 

Della prima legge si da, nei corsi di Fisica, una verifica per mezzo 
della macchina dell’Atwood. Veramente va rilevato che la interpre- 
_tazione del funzionamento di questo apparecchio non richiede soltanto 
nozioni cinematiche, ma si appoggia essenzialmente sui principi della 
Meccanica. Comunque sia, la macchina dell’Atwood fornisce anche una 


prima valutazione dell’ accelerazione di caduta dei gravi, che si suol 


chiamare accelerazione della gravita, e si indica (in senso scalare) con g. 
Importa avvertire che, come gia notd il GALILEI, queste leggi pos- 
sono valere soltanto se il moto avviene nel vuoto; nell’ aria bisogne- 
rebbe tener conto della resistenza che l’aria stessa oppone al moto 
dei corpi: cosicché le due leggi suindicate, applicate al moto dei gravi 
nell’aria, conducono soltanto ad una rappresentazione approssimata 
(spesso, solo grossolanamente approssimata) del moto effettivo. 

Né va taciuto che, anche nel vuoto, ove il campo d’osservazione 
non sia convenientemente ristretto, si rilevano da luogo a luogo sen- 
gibili deviazioni nella direzione della accelerazione della gravita; e 
la stessa intensiti, come é stato messo in evidenza da determinazioni 
sperimentali pili accurate, subisce lievi variazioni al variare della 


i Ny 
ca aes oath 
f { ‘ 1° 


CAPITOLO SECONDO 
stazione di esperimento: precisamente cresce al crescere della lati- 
tudine, diminuisce al crescere dell’altitudine sul livello del mare. 

P. es. si ha (in m/sec?, previa riduzione al livello del mare): 


\. 


~ Seomes 3 eee . (latitudine Nord 41°53’.5) g = 9.8038, 
: Padova ( ‘e » ~459 24") g =9.8066, 
Vienna (}) . ( = 4» AS? 12ST Gg = 9.60925 
Parigi. Re ri ie » 48°50’.2) g = 9.8096, 
Londra (Greenwich) . ( ‘ y DL 287, 6) Giz= 9.81205 
Berlino (Potsdam) ( ¥ 7 02° 22". DS) Gie=9:8130- 
Singapur. : el 4 ‘ ESET BIG == OTS ON 
Capo Flora [sped. it.] ( . a 49° 5678) Gg 9:350T , 
Sped. Nansen ( . = (85° 5553)! ga oaras - 


Ad ogni modo, entro un campo d’osservazione non troppo largo, 
si pud, in una prima approssimazione, ritenere che nel moto dei gravi 
Y accelerazione, che vettorialmente designeremo con g, sia costante 
in grandezza e direzione. 

Per avere una rappresentazione schematica del moto di un grave 
qualsiasi, bastera studiare il moto di un punto P, avente I accelera- 
zione costante g; ed e manifesto che tutto cid che noi diremo in 
questo caso, varra, senza modificazioni di sorta, pel moto di un punto 
ad accelerazione costante qualsiasi. 


28. MOTI DEI GRAVI. — Scelta, pel riferimento, una terna il cui 
asse delle y sia verticale ed orientato verso il basso, dimodocheé il 
piano zy risulti verticale, avremo come componenti della g 

0, g, 9; 
e le coordinate del punto P dovranno soddisfare durante tutto il moto 
alle equazioni 
ties 0 7) eon 0S con Ue 

che, integrate, danno per le componenti della velocita wv le espressioni 
(27) Digs — Ob Vase eo — os 
dove %, %, % designano le componenti (arbitrarie) della velocita o, 
nell’istante ¢= 0 (velocita iniziale). i 

Un’ ulteriore integrazione da le equazioni del moto 


it 
(28) L=Xyt + HX, Y= FIP HHtE+ Yo Z=£yt+ 2, 


dove Xo, Yo; 2 Sono le coordinate (arbitrarie) della posizione P, del 
punto nell’istante ¢=0 (posizione iniziale). 


(2) Il valore locale (all’ Istituto geografico militare di Vienna, che si trove. 
a 183 metri di altitudine sul livello del mare) sarebbe g = 9.8086. 
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Senza restrizione essenziale, possiamo immaginare di aver collocata 
YPorigine O delle coordinate nella posizione iniziale Py, il che porta 
a porre nelle (28) % = ¥y = @ — 0; e se in tal modo la velocita ini- 
ziale UV) non si trova gia a giacere nel piano xy, cioe se non é gid 
&9 = 0, possiamo, con una rotazione della terna d’assi intorno alla y, 
portare il piano xy a passare per la v9, e, precisamente, in modo che 
la componente della a) secondo l’asse x, se non é nulla, risulti po- 
sitiva. A rotazione compiuta, avremo, nelle (27), (28), 4—=0, @>0; 
talché in ultima analisi le (27), (28) rispetto alla nuova terna dianzi 
individuata assumeranno la forma 


(27’) L=%, Y=Got+Y, 2=—0; 


1 
(28’) L=Hyt, Y= _ IP +t, 2=0, 


con wy —>-0. 
~ Dalla terza delle (28’) risulta intanto che in ogni caso il moto é 
piano, e avviene precisamente nel piano verticale della velocita iniziale. 
Naturalmente, possiamo d’or innanzi trascurare |’ ultima equazione 
di ciascuna delle due terne (27), (28’). 


29. Esaminiamo dapprima il caso %—0, cioé il caso in cui la 
velocita iniziale Vo é verticale (o nulla). In tale ipotesi la prima delle 
(28) si riduce ad 2 = 0, onde il moto ¢ rettilineo, lungo la verticale Y; 
e non restano da pee tere se non le due equazioni 


¥ 1 ; 
(29) y=gt+ Yo, Y= IE + Hot, 


ciascuna delle quali (n. 22) ci dice che si tratta di un moto wnifor- 

memente vario. 
Poiché (per l’adottata orientazione dell’ asse y) l’accelerazione g é 

positiva, il nostro moto, considerato in tutta la successione naturale 


dei tempi da t= — co a t =+ cc, 6 (n. 22) retrogrado, cioe diretto 
all’ inst, nella fuse riturdata, cioé prima dell’ istunte di arresto 

ge ae Ma 
(30) a g > 


& progressivo, cioé diretto all’ingit, nella fase accelerata. Ma noi qui 
intendiamo considerare il moto soltanto a partire dall’istante t= 0; 
onde siamo cosi condotti a distinguere due casi, secondo il segno di %. 

Se J =90, cioé se Ja velocita iniziale é diretta (verticalmente) 
all ingid oppure nulla, VP istante d’ arresto, in quanto il corrispondente 
valore (30) di ¢ é <0, é anteriore o al piu identico all’istante <=0; 
eosicché in quell’ istante si @ in fase accelerata progressiva, e si con- 
clude che il punto a partire dalla posizione iniziale O si muove inde- 
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ie 
finitamente all’ingit lungo la verticale di moto uniformemente acce- 
lerato. Si ha cosi un’immagine, ben rispondente all’ intuizione fisica, 
del moto (finché non sia arrestato da ostacoli) di un grave lanciato verti- 
calmente in basso, 0 abbandonato a se stesso dalla condizione di quiete. 
Se invece 6 y,<0, ciod se la velocita iniziale é diretta (vertical- 


mente) all’inst, il valore dato per ¢ dalla (30) risulta >0, cosicché 


nell’ istante t= 0 si é ancora nella fase ritardata retrograda e il punto, 
a partire dall’istante t — 0, sale dimoto uniformemente ritardato lungo 
la verticale, fino all’istante (30), in cui raggiunge lV’ altezza massima 
7% 
; ; 2g 
{valore assoluto di y nell’istante (30)]; poi ricade all’ingit, lungo la 
verticale, movendosi indefinitamente di moto uniformemente accele- 
rato; cosicché nell’ intervallo di tempo da t=>— %/g at=—2%,/g 
rifa il cammino compiuto nell’ ascesa e istante per istante riprende 
in senso contrario la stessa velocita intensiva che, salendo aveva 
assunto nella medesima posizione (cfr. n. 22). Si ha cosi un’ immagine 
del moto di un grave lanciato verticalmente all’ insu. 


(31) 


30. Resta da esaminare il caso generale in cui € % >0, e quindi 
la velocita non é diretta verticalmente. Riscritte le equazioni (27’) 
(28’), tralasciando quelle superflue, 


(27) bah, Y=Gtt to; 
1 
(28°) Da tpt, y= GP +tot, 


si rileva da queste ultime, che il nostro moto si pud considerare com- 
posto (n. 5) di un moto uniforme di velocité a» sull’asse w e di un 
moto uniformemente vario sull’asse y, che e€ precisamente quello 
eonsiderato al n: prec. 

LV’ equazione della traiettoria, che si ottiene eliminando il tempo 
fra le (28'), 6 data dalla_ 


(22) y= sort Se , 
& 0 


onde si tratta di una parabola ad asse di simmetria verticale, passante 
per l’origine e volgente la concavita verso il basso (si ricordi J’orien- 
tazione adottata per l’asse y): il relativo parametro vale 45/9, e, come 
é evidente, tende a zero assieme ad 2. 

Quadrando e sommando le (27’) e introducendo la velocita inten- 
siva iniziale v, si ottiene per la velocita intensiva in un istante qual- 


_siasi 1 espressione 


i 
P= 4-29 (FGF + Hot), 
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onde risulta 
(33) WO OP 2G Ys 
cioé sono fra loro proporzionali V incremento del quadrato di velocity 
intensiva e la quota del punto mobile rispetto alla posizione iniziale 
(uno e l’altra presi algebricamente). Questa relazione particolarmente 
notevole (integrale delle forze vive; cfr. Cap. VIII) vale in ogni caso, 
cioé anche per il moto puramente verticale (# =0) del n. prec.: infatti 
i passaggi formali non sono subordinati alla restrizione a= 0. 
Notiamo poi che la velocita v, in quanto la sua componente oriz- 
zontale per la prima delle (27’) 6 costantemente eguale ad a, >0, non 
pud mai annullarsi. Siannulla invece la componente verticale ¥ (e quindi 
la velocita intensiva raggiunge il suo valore minimo 4) nell’ istante 
(30) fete 
nel quale, risultando orizzontale la velocita (e quindi la tangente alla 
traiettoria), il punto deve trovarsi precisamente nel vertice V della 
parabola, il che si poteva ben prevedere in quanto si riconosce in (30) 
l’istante di arresto nel moto uniformemente vario della proiezione 
del punto sull’asse y. Sostituendo il valore (30) nelle (28’), si trova 
che il vertice V avra le coordinate 


Rc Lo Yo Ss Yo 

Gr eng 

di cui la seconda non puod mai essere positiva, il che vuol dire che il 
vertice non cade mai al di sotto dell’ asse x. 


(34) 


Poiché, come al n. prec., intendiamo considerare il moto soltanto 
a partire dall’istante {= 0, dobbiamo anche qui distinguere due casi 
secondo il segno di %. 

Se 7) >0, cioé se la velocita iniziale é diretta in basso obliqua- 
mente, oppure é orizzontale, l’istante (30) del passaggio pel vertice V 
é anteriore o (se Y= 0) identico a t= 0; cosicché da questo istante 
in poi il punto descrive un arco discendente di parabola, con velo- 
cita intensiva che dal minimo iniziale vg cresce AO etthae se- 
condo la legge espressa dalla (33). 
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31. Pit interessante é@ il caso % <0, in cui la velocita iniziale & 
diretta (obliquamente) verso I’ alto. 

In tal caso il punto, a partire dall’istante t=0, si muove su di 
un arco ascendente di parabola, fino all’istante ¢=—y,/g in cui 
tocea il vertice Ve percio raggiunge 
l’altezza (massima) sull’orizzonte x 


oe 2 
pes ; yo 
Paar yr . Va . (35) 2g ] 
Pee ! j mie P 
adie i OS) ae eguale al valore assoluto dell’ ordi- 
nata (34) di V (e coincidente, come 
é é ben naturale, colla (31) del n. 29). 


La velocita in codesto primo intervallo di tempo decresce di inten- 
sita, secondo la (33) (in cui qui é % >0), fino a toccare nel vertice il 
suo minimo 4% (velocita orizzontale costante). Dall’ istante t= — %/g in 
poi il punto descrive l’arco discendente di parabola, cen velocita inten- 
siva crescente oltre ogni limite secondo la (33). Esso attraversa I’ oriz- 
zontale x nel punto ZL, simmetrico di O rispetto all asse della para- 
bola e percid avente l’ascissa 

2 Xo Yo 
spe 
doppia dell’ ascissa (34) del vertice; e, poiche il moto della proiezione 
del punto sull’asse x é@ uniforme, il punto, per descrivere larco di 
parabola OL, impiega un tempo 

2 Wo 

g 
doppio di quello richiesto perché esso tocchi il vertice V. 

Scendendo lungo Parco VL, il punto assume ad ogni istante una 
velocita, che per la (33) ha intensita eguale a quella della velocitaé 
assunta, salendo, nella posizione di egual quota sull’arco OV, cioé 
nella posizione simmetrica rispetto all’asse della parabola. In due 
posizioni siffatte le linee d’azione della velocitaé sono simmetriche 
rispetto all’asse della parabola e il senso @ verso l’ alto su OV, verso 
il basso su VL. 


(36) 


(37) 


32. Le considerazioni del n. prec. possono servire a dare un’ idea, 
in primissima approssimazione, dell’ andamento del moto di un proietto. 
lanciato da una bocca da fuoco. In tal caso si suol mettere in evi- 
denza il cosidetto angolo di proiezione, cioe VY angolo « (contato posi- 
tivamente verso l’alto) che l’asse della bocca da fuoco, e quindi la 
velocita iniziale, forma coll’ orizzontale x. Si avra allora 


Ly = VgCOSa, Y¥o=—VY sina, 
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onde ]’ equazione (32) della traiettoria assumera la forma 


ee Vs 2a x? — tgxd. 


La gittata G, cioé la ane (36) della corda OL, sara data da 


2 Yo 2 v% sin x cosa aa 
= = SU oa 
g g g 


Paltezza del tiro, cioé la massima quota (35) raggiunta dal proietto 
sara data da : 


G0) Gs 


5 7 Je | g 
3 — ae 
) ag ae 
e la durata del tiro (37) da 
ven Byee 2 
(37). oe tine 


Soe 


Si rileva dalla (36’) che il massimo della gittata si ha per un 
angolo di proiezione di 45°, ig qual caso risulta G = v?/¢ i/g e la durata 
del tiro é data per la (37’) d 


ves - 


Aggiungiamo infine che dicesi Hisar aae del proietto per una 
data ascissa x il dislivello fra i due punti rispettivamente giacenti 
sulla traiettoria e sulla tangente in O, e aventi l’ascissa considerata. 
Poiché Vequazione di codesta tangente é data da 


Y= Yan, 


si trova, in base alla (32’), che ’abbassamento a(x) corrispondente 
all’ ascissa « @ dato, in valore assoluto, da 


a(e)= Be ie 
onde, sostituendovi la gittata G e tenendo conto della (35’), si con- 
elude che l’ altezza del tiro é@ eguale al quarto dell’abbassamento corri- 
spondente alla gittata. 

Ma conviene ayvvertire che questi risultati numerici si possono 
accettare soltanto come una primissima approssimazione, valida per 
brevi traiettorie, ossia per piccole velocita iniziali. Nel caso delle 
velocita impresse dalle moderne bocche da fuoco la resistenza del- 
Varia modifica radicalmente I’ andamento del moto del proietto: cosi 
per es., nel caso di una palla di fucile animata inizialmente di une 
velocita di 625 m./sec., mentre la teoria elementare, teste svolta, pre- 
vederebbe (corrispondentemente all’ angolo di proiezione di 45°) una 
gittata massima di 40 Km. ed un’altezza di tiro di Km. 10, si é consta- 


7, *) 


333) 
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tato dagli artiglieri che in realta la gittata massima (quale si ottiene 
per un angolo di proiezione di circa 32°) supera di poco i 3 Km., e 
laltezza del tiro non supera il mezzo Km. 


§ 7. - Moti oscillatorii. 


33. MOTO CIRCOLARE UNIFORME. — Se un punto P si muove su 
di una circonferenza di raggio 7, cioé sulla circonferenza che, riferita 
ad assi coordinati nel centro, ammette 
l’ equazione 

D4? 92, 
il moto di P risulta definito allorché é 
assegnata in funzione del tempo I ano- 
malia 6§(f) del vettore P— O rispetto al- 
l’ asse orientato x: precisamente le equa- 
zioni del moto di P saranno (n. 19) 
x=rcos6(), y=rsind(d; 

onde la velocit&a avra le componenti: 


é—=—r6sind, y=rbcosd 


e quindi la intensita 

v= VeB+e=rlsl; 
cioé la velocita di P é data in ogni istante dal prodotto del raggio 
della traiettoria per il valore assoluto della velocita angolare 6: e cid 
si poteva prevedere in base al n. 19, in quanto qui, essendo nulla la 
velocité radiale di P per la costanza della lunghezza del vettore P— 0, 
la velocit&’ di P si riduce alla velocité trasversa. 

Perché il moto circolare sia uniforme (cioé di velocit& scalare 
costante) occorre e basta che sia costante la velocitd angolare 6; ossia, 
indicando con w il valore costante di 6, dovremo ayvere 

8 (7) =wt+O%, 
dove 6) indica il valore dell’anomalia di P nell’ istante = 0. Risulta 
di qui che le equazioni del moto circolare uniforme (di raggio r e 
velocita angolare w) sono date da 
(38) x=recos(vt +09), y=rsin(wt+ 6). 

Secondo che w 6 positivo o negativo, P ruota nel senso positivo 
(o delle anomalie crescenti) o nel senso opposto. 

Le componenti della velociti sono date da 


(39) #=—rosin(ot+0)) =—wy, y=rwcos(wt+-%)=—w2; 
quelle dell’ accelerazione da 
(40) =—woy=—w'x, Jr=uot—— wy; 
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onde risulta 

@— — 12 (P— 0) =w* (0 — P); 
cioé petolerdeions é di intensita costante w2r ed é sempre diretta 
dal punto P al centro del cerchio; il che si accorda coi risultati del 
n. 26, in quanto, trattandosi di ih moto uniforme, I’ accelerazione 
deve reuters tutta centripeta. 

A intervalli di tempo 2x/o, il punto P riprende la medesima 
posizione, con la stessa velocita e la stessa accelerazione, come risulta 
dalle (38), (39), (40); cid si esprime dicendo che il moto circolare 
uniforme € periodico di periodo 2z/w. 


34. MoTo aRMONICO. — Riferendoci ancora al moto circolare uni- 
forme di P, consideriamo il moto rettilineo della proiezione di P su 
un diametro qualsiasi del cerchio, per es. della proiezione P,, sull’asse 
delle x. Mentre P, proseguendo il suo moto, descrive quante volte si 
vogliono la circonferenza, il punto P,, oscilla altrettante volte da A a B 
e viceversa. I] moto rettilineo di P, dicesi moto armonico ed ha una 
importanza tutta speciale, in quanto fornisce la rappresentazione cine- 
matica tipica di molti fenomeni fisici vibratori (elastici, acustici, lumi- 
nosi) quando si possa prescindere dalle cosi dette resistenze passive 
(attrito, viscosita, resistenze di mezzo, ecc.). Anzi vi sono (special- 
mente in Ottica ed in Elettricita, per es. nella teoria dei campi ma- 
gnetici rotanti) fenomeni, in cui tanto al moto armonico di P, quanto 
al moto rotatorio uniforme del vettore P—O si puo attribuire un 
significato fisico. Notiamo inoltre che ogni fenomeno periodico di moto 
si pud rappresentare mediante la composizione di un numero pil o 
meno. grande, od anche infinito, di moti armonici. 

L’ equazione del moto armonico é data (n. 5) dalla prima delle (38) 
del n. prec. 

(38,) L=Prcos (wt+- Oo), 

mentre per la velocita e lV accelerazione si ha, in base alle prime 
delle (39) e (40), 

{39,) £=—rwsin(wt+)=—wy; 

(41,) Ca WS: 

La stessa periodicita del moto circolare uniforme si presenta anche 
nel moto armonico: cioé a intervalli di tempo T=2r/wm anche P, 
ripassa per una medesima posizione con la medesima velocita e con 
la medesima accelerazione. 

Il tempo T dicesi periodo del moto armonico e il suo reciproco 1/7’ 
(numero, intero o no, dei periodi contenuti nell’ unita di tempo) fre- 
quenza del moto, mentre w=—2zx/T (velocita angolare del moto cir 
colare) si designa col nome di costante di frequenza o pulsazione. qT 
punto O é il centro del moto ed 7 (meta dell’ oscillazione semplice) 


VY ampiezza. 
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Infine chiamasi fase del moto nell’ istante t il binomio w t-- 69 (ano- 
malia della corrispondente posizione di P) riserbando solitamente il 
nome semplice di fase alla fase iniziale 0). Cosi se si hanno due moti 

armonici di egual periodo, come (38,) e 
x= 7’ cos(wt+ 6), 


a 


‘si dice che il primo presenta rispetto al secondo una differenza di 


fase 6,—0  (anticipo o ritardo secondo il segno). Per es., riferendoci 
ancora al moto circolare dell’estremo libero P del nostro vettore 
rotante, abbiamo che la proiezione P, di P sull’asse y si muove se- 
condo l’equazione oraria [seconda delle (38)] 

y =rsin (wt+ Oo), 

che pud scriversi : 


y=7r cos (ot+0.—F); 


onde si pud dire che P,, movendosi di moto armonico di perlodo e 
ampiezza eguali a quelli di P,, presenta rispetto a P, una differenza 
di fase —7/2, ossia un ritardo di un quarto di periodo, in quanto 
l’intero periodo corrisponde ad una differenza di fase 27. 
Viceversa, risulta da quanto precede che due moti armonici su due 
rette ortogonali, intorno al punto comune, i quali abbiano eguale 
ampiezza ed egual periodo, ma siano I’ uno rispetto all’ altro in ritardo 
di un quarto di periodo, si compongono in un moto circolare uniforme. 


35. Dalla espressione (39,) della velocita di P,, in quanto questa 
risulta proporzionale per ogni posizione di P,, all’ ordinata del corri- 
spondente punto P, si conclude che in A la velocita é nulla, cresce allo 
spostarsi di P, verso il centro O (moto accelerato), raggiunge in questo 
punto il suo massimo valore assoluto w/, indi diminuisce di intensiti 
(moto ritardato) fino ad annullarsi in B: e nella oscillazione da B 
verso A la velocita riprende in ogni singola posizione di P,, lo stesso 
valore di prima, salva l’inversione del senso. ~ 

Siccome la (39,) si puo scrivere: 


: ™ 
=r cos(ot-+6+-5 ) 


concludiamo che la velocita ha, rispetto alla x, una differenza di fase 
di un quadrante, ossia un anticipo di un quarto di periodo. 

L’accelerazione (40,) € sempre diretta al centro e proporzionale 
alla distanza di P, da esso, cosicché 6 massima in valore assoluto ed 
eguale ad w?7 in A e in Be si annulla nel centro. Essa ha rispetto 
ad & un anticipo di mezzo periodo. 

Notiamo iniine che il diagramma orario del moto armonico, come 
pure i rispettivi diagrammi della velocita e dell’ accelerazione, sono 
altrettante curve sinusoidali. 


aA 


Be a en 


ne ee 


Oo Wry 
) ty 
s 


Ne i? y a; 


“ 


n, 34, in qualslasi moto armonico d 


In base alla (40,) del 
 -periodo 27/w, 0 eld che @ lo stesso, di costante di frequenua w, lacce- 
ec lerazione # @ V ascissa « del punto sono legate in ogni Setante dale 


(40) | E+-win=0, 
3 che non dipende né dall’ ampiezza 7, nb dalla fase iniziale del moto 
 armonico considerato. In altre parole la funzione di + 


F: 
(38) =P CO (t+ Hy) 


—s- goddisfa, comunque si scelgano Je costanti r @ Uy, alla (40),1a quale 

q & un’ equazione differenziale lineare, 4 cocflicienth costantl, omogenca 
del 2° ordine. 

Ma dal Calcolo sappiamo che un’equazione differcuaiale del 2° ordineg 
 ammette precisamente ~* soluzioni 0 integral purticoluri, owsia che 
“VP integrale generale Ai una tale equazione Uipende da due costunth ori 
trari¢. Concludiamo quindi che Ja (44,) fornisce Vintegrale generale 
della (40) ed r+ @ G sono le rispettive costanti arbitrarle; ciob la 
eguacione differenziale (40') definisce Wht ¢ soli 4 moth armenia Hh Mato 


poriode In /w (¢ di ampiczza e fase arbitrarie), 


37, MOTI VIPRATORS BMORZATI. — Abbiamo gia notato che i moti $ 
_armonici forniscono il tipo pili semplice dei moti vibrotori parmunenn, 
cioe tali che il punto riprende a intervalli di tempo eguall (period) 


—- Je medesime caratteristiche geometriche ¢ cinematicne. Indichiamo Be 
| qui analogamente il tipo pil: semplice dei moti vibratorl smorzat, : 
-— ojo® tali che Je ampiezze delle successive oscillazioni tendano aA a 
_ estinguersi. ; 
Come Hementi primordiali di fenomeni pis complessi, tali moti 4 
hanno importanza non minore degli armnonics : a sg incon trano infatti : 
nell’analisi dei moti naturali aventi carattere vibratorio, quando wi 
tenga debito conto delle influenze passive. 


$i perviene alla definizione di codesti moti considerande ancora 
un vettore P—O, rotante con wlocity wngolare costunte intorno a) 
punto di applicazione 0, ma tale che Vestremo libero P descriva, 
anziche una circonferenza, uns spirale loyaritimics di punto asintotics 0. 
Studiamo anzitutto il moto dell’ estremo libero P del vettore rotante 
P—O or ora definite. Bispetto a) solito sistema di ordinate polari 
di polo O, VY equazione di una spirale logaritmica, tendente (asintoth- 
camente) al centro O nel senso delle anomalie creacenti, € data da 


LPT ged db 


dove 2¢b sono due numeri positivi quali ¢ vogliono ed ¢ rappre 


genta la nota base dei logaritmi neperiani - = 2,71828...- 
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‘Se il vettore P— Oruotanel senso 
delle anomalie crescenti ed w> 0 
ne misura la velocita angolare, men- 
tre 0, él’ anomalia per ¢=0, avre- 
mo, al solito, in un istante ¢ qual- 
siasi, : 
C= @t = i 

onde le equazioni del moto di P, 
ove si ponga 


saranno date da 


ht 


(41) “v==re “'cos(»t+0), y=re Die (w t+ Qo). 


Di qui derivando rispetto a ¢ si deduce 
é=re—™ [ae hos (w t+- 4) — w sin ( 6+ 0) | “ 
y=re ah fee hsin (w t+ 89) + w cos (w t+ A) | 2 


ossia 
(42) E=—he-— oy, Y=—hy +z; 
e quindi 
( #=—héi—wy=("—w*)@#+2hwy, 
(43) 


( y= —hy+wot=(V?— w*)y— 2hw2); 
onde il quadrato della velocita e quello dell’ accelerazione saranno 
dati rispettivamente da / 
(44) v? = (h? + 0) (0? +-Y?) = (V? + 0?) 6? , 
(45) a =- (h? + w?)? (x? + Yy") — (h? - w?)? eo? 5 

Si vede cosi che la velocita e lV’ accelerazione di P, al tendere di t 
all’ infinito, tendono allo zero come il raggio vettore o = OP. 


38. Considerata la posizione P, assunta da P in un qualsiasi istante ¢, 
e le corrispondenti coordinate 


a= re "cos (w t+ 4) ; y= re "4 sin (ty + 0) , 
é chiaro che nell’ istante ¢,-+-7/w, essendosi la anomalia § =wt-+6, 


aumentata di 7, P giunge nel punto P,, in cui la spirale incontra 
(per la prima volta dopo P,) la retta P,O e ha ivi le coordinate 


agree 2®1© 008 (yt 4+- Oy 2) = —e PT 


—ht,;—hr/o 


Yor re sin (0 t,-+- @+7) =—e he OU, 
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cio’ ad intervalli di tempo x/w le coordinate di P, cambiano segno eé 


st riducono (proporzionalmente) alla frazione e hala 


tiche. 

Ricordando le espressioni delle componenti della velociti e del- 
Paccelerazione per mezzo delle coordinate di P, si assoda che se 
Hy, 13 U1, H,, © La, Yo; X%2, Y_ sono le componenti della velocita e 
dell’ accelerazione di P, e P, rispettivamente, sussistono le relazioni 


I 
h delle an- 
hh /o 


—hr/o _. 
é / Y1) 


ap a si - Mey, a 
NSE BPs Y2=— @ BIek 


D —hr/o . . 
Hy == — @ / a» Yl 


cioé anche le componenti della velocité e della accelerazione a intervalli 
adi tempo ~/w cambiano segno e si riducono, proporzionalmente, nel 


medesimo rapporto é~"*/®. Percid le velocith di P in P, e P, (avendo 
componenti proporzionali e di segno contrario) sono parallele e di 
verso discorde; sara, per la stessa ragione, parallela ad esse (nell’uno 
o nell’altro verso) la velocita di P, tutte le volte che questo punto 
riattraversera, sulle spire successive, la retta OP,; e altrettanto potra 
dirsi delle accelerazioni. 

Notiamo anzi che, essendo 


x y x 7] 
; e a ey ke 
PP pV + uw pV ht+ oF 
rispettivamente, i coseni direttori della OP e della velocita di P (tan- 
gente in P alla traiettoria) l’ angolo di codeste due rette é dato da: 


ia oom ee ed Mi 
= — : 
eC? V 2 —+- a? 
ossia per le (42) da 
h 
(46) cos %4=—— — =; 
Vi? +w? 
o pit semplicemente da (*) 
tg i se) é 


h 


Poiché questo angolo « risulta costante (cioé indipendente dal tempo) 
ritroviamo la nota proprieta della spirale logaritmica di incontrare 
sotto angolo costante le rette uscenti dal suo punto asintotico 0. 


(4) Si avverta che, nella ipotesi da noi fissata che Ja spirale tenda al centro 
avvolgendosi nel senso delle anomalie crescenti, Vangolo «@ risultsa ottuso. 
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Condotta allora per O la retta, del secondo e quarto quadrante 
degli assi, che forma coll’asse  Vangolo ~—7/2, avremo che, in 
una qualsiasi sua intersezione Ay colla spirale, la tangente (e quindi la 
velocité di P nella posizione Ay) visulta ortogonale all’asse x (vedasi 
fig. prec.); ed evidentemente non vi sono sulla spirale altri punti 
aventi la stessa proprieta. Per fissare le idee, supponiamo che A» 
appartenga al quarto quadrante, e indichiamo con .4,,4,,... le suc- 
cessive intersezioni della spirale col segmento OA,, da A, verso O (2); 
con By), B,, B,,... le corrispondenti intersezioni delle stesse spire con 
la semiretta opposta alla OA). 

Discende dalle osservazioni fatte in principio di questo num. che 
i segmenti 


(47) OA) ) OB, OA, ; OB, gree 


costituiscono una progressione geometrica di ragione ¢ hao (<a hive 
percio tendono allo zero. 


39. Cid posto, consideriamo, simultaneamente al moto dianzi stu- 
diato di P sulla spirale logaritmica, il moto rettilineo della sua proie- 
zione P, sull’asse delle x. Evidentemente P, oscilla; e se conside- 
riamo il moto di P a partire dalla posizione A), gli estremi delle 
successive oscillazioni di P,, 0 posizioni di arresto, sono le proiezioni 
Ao, Bo, Ai, Bi,... dei punti A), By, A,, B,,..., della spirale, in cui 
la tangente (e quindi la velocita di P) risulta ortogonale all’asse 2. 
I segmenti sull’ asse x 

OA, OBS = Oe SOR Tee 


(ampiezze delle successive semioscillazioni), in quanto coincidono colle 
ascisse delle successive intersezioni 4), By, A,, B,, ecc. della spirale 
con una stessa retta per l’origine, costituiscono, pel n. prec., una 


progressione geometrica di ragione e hiro ¢ percid tendono allo zero; 


onde risulta giustificato il nome di moto vibratorio BL che si 
d& al moto di P,. 

L’equazione del moto vibratorio smorzato;sara la prima delle (41), 
cioé la 
(41,) a =re" cos (w t+ 0p) - 


Siccome il vettore P—O ruota uniformemente, é senz’ altro chiaro 


(4) Il prolungamento del segmento OA, intersechera la spirale in infiniti altri 
punti che potremo indicare con A_,, A_,,..., cui corrispondono come inter- 
sezioni delle stesse spire con OB), altrettanti punti B ,, B_,,... Ma noi, per 
fissare le idee, consideriamo il moto di P a partire dall’ istante in cui si trovain A)- 


bt 


E 
~ 
a 
3 
& 
i 
; 


bee tn De 


ae fra due passaggi Gon sect ties di P, pel polo O del moto intercede 
Vintervallo di tempo costante r/w (quale occorre per aumentare di « 
Vanomalia wt+-0) di P) e che 7/w é altres) la durata costante di 
ogni oscillazione semplice fra due posizioni di arresto consecutive, A» 
e@ Bo, 0 By e Aj, ece. (1). Percid sard pur costante, ed uguale a 
T=27/w, la durata di ogni oscillazione completa (da Ay ad Aj, da 
Bo a By, da A; ad Az, ecc.) Questa durata costante 7 delle oscilla- 
zioni complete dicesi yeriodo del moto vibratorio smorzato, per quanto 
sia evidente che il moto non ha affatto carattere periodico (salvo che 
nella durata delle oscillazioni). 
Per precisare quali alterazioni cinematiche avvengano nel moto 
di P, a intervalli di tempo 7’'=27/w, torniamo per un momento al 
punto P e ricordiamo che ad intervalli di tempo z/w, cioé di un semi- 
periodo T/2, le coordinate di P e le componenti della sua velocita e 
della sua accelerazione cambiano segno e, quanto al valore assoluto, 


si riducono, proporzionalmente, alla frazione e~"*/® delle antiche. Se 
teniamo conto del fatto che P, é la proiezione di P sull’asse x e ha 
per velocita e per accelerazione le proiezioni su « della velocita e 
dell’ accelerazione di Pe consideriamo Il’ effetto di due semiperiodi 
consecutivi, cioé di un intero periodo T=—2z7/s, concludiamo che a 
intervalli di tempo T=2r/w la distanza di P, dal polo e la velocita 
e V accelerazione rispettive si riducono, proporzionalmente (e senza mu- 


tamento di segno), alla frazione e241 dei loro valori primitivi. 


Si ha dunque che ogni intervallo di tempo 7 determina, per cosi 
dire, sui caratieri del moto una contrazione (smorzamento) nel rap- 


porto e~ Zino 


Percid tanto l’ascissa quanto la velocitaé e l’accelerazione di P,,, 
ecalcolate in una successione di istanti, susseguentisi a intervalli di un 
periodo o di un semiperiodo, danno luogo ciascuna ad una progressione 


‘ ‘ P =) —hr ire i 
geometrica (decrescente) di ragione ¢ hrlo 4 ¢~/ visnettivamente: 


onde i loro logaritmi naturali costituiscono una progressione aritme- 
tica di differenza --2hz/w 0 — hr/w rispettivamente. Il numero 
hr/w dicesi decremento logaritmico (relativo al semiperiodo). Quanto 
pit piccolo & hx/w, tanto meno sensibile é lo smorzamento (ad ogni 
semiperiodo), poiché é tanto pili vicino ad 1 il rapporto di ridu- 


() Si avverta per altro che in una oscillazione semplice, per es. 4’, B’,, 
Vistante del passaggio pel polo O del moto non @ alla meta della durata 7/w 
delia oscillazione. Cid risulta evidente ove si consideri il moto uniforme di 
rotazione del vettore P—O, e si osservi che |’anomalia corrispondente alle 
posizioni 4’,;, B’; 8 congrua, mod. 2n, a r/2— ©, rispettivamente, a sv/2— a, 


mentre in O 8 congrua a 7/2. 


+ 


oan => mi Fa rr . a 
A zione € 2", Se hz/w==0, ciod se R=0, risulta senz’ altro dal- 
4 Yequazione (41,) del moto vibratorio smorzato che esso si riduce ad 
* wn moto armonico. Notiamo infine che il decremento logaritmico si 7 
) 3 
: oud serivere: | 
ee ha = hT 
és a. he 
-: onde risulta anche . 
i —2hr/o —AT ‘ 
} e =e 
, 
: 40. Fissato un istante ‘—f#, si chiama, rispetto al moto oscillatorio 4 
<= 


smorzato (41,), mote armonico tangente, relativo all’ istante #,, il moto 
= definito dall’equazione 5 
7 v=re*4 cos (co t+ Ap) « 4 

Manifestamente, un tale moto si avrebbe, sempre per proiezione 
di P sull’asse 2, se, nell’istante 4, il punto P, anziché proseguire 
lungo la spirale, prendesse a muoversi di moto circolare uniforme 
intorno ad O (ancora con la velociti angolare m e a partire dalla 
posizione raggiunta sulla spirale nell’istante 4). 

La considerazione del moto armonico tangente é particolarmente 
vantaggiosa, allorché la k @ cosi piecola che, anche quando, a partire 
dall’istante 4, si faccia variare 7 per la durata di parecchi periodi 7, 
Vesponenziale e—™ si mantenga sensibilmente costante e, quindi, eguale 
ad e—™4, Perché cid accada occorre e basta manifestamente, che risulti 
trascurabile la costante k7, anche moltiplicata per un numero intero 
. di qualche rilievo. Se, infatti, € 2 un tale numero, il tempo ¢, nel- 
Vintervallo dall’istante 4; —xT allistante 4+nT, si potra porre 
sotto la forma t=4,+2xTcon|a!<1,e si avra 

“ae. “¢ —ht,—ankT 


Se 


— ee 


wees eee 


Te Tee eee ee 


>? 
ossia, potendosi trascurare il numero —anhkT, 


re *t — re—*1 — cost. 7 
: Finché e—™ risulta sostituibile con e—™ (cioé per quel certo nu- | 
mero » di oscillazioni prima e dopo di #4) il moto oscillatorio smor- : 
zato si pud, con sufficiente approssimazione, considerare coincidente 
col suo moto armonico tangente. 7 


Nell’ ampiezza re—* del moto armonico tangente, relativo ad un 
generico istante ¢, Pesponenziale mette in rilievo lo smorzamento; 
ed é percid che la hk si chiama costante di smorzamento. Per quanto 
precede, lo smorzamento si dovra dir piccolo, quando risulti piccolo 
(cioé minore del reciproco 1/” di un intero abbastanza considerevole) 
il prodotto kT. Ul reciproco 1/h della costante h dicesi fempo di rilas- ‘ 
samento e fornisce il tempo necessario a ridurre nel rapporto da 1 
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ad 1/e Y ampiezza di oscillazione del moto armonico tangente. Si ha 
- infatti | . 


—h (¢ + +) 1 —n’t 


SS 72 


re 


Percid il prodotto h7 si pud interpretare come rapporto fra la 
durata 7 di una oscillazione completa e il tempo di rilassamento. 

41. Teoricamente i moti oscillatori smorzati non si estinguono mai. 
Ma in pratica, se si prende un numero t positivo tale che ht sia tra- 
scurabile, bastera prendere ¢>1/t perché risulti sempre trascurabile 
la distanza del punto mobile dal polo O. Percid, a partire dall’ istante 
t=1/t, il punto Psi potra considerare, praticamente, in quiete (rispetto 
agli assi di riferimento). 


42. Riprendiamo qui da ultimo le (42) del n. 37 
(42) &t=—hxe—-—wy, y=—hy+o2; 
eliminatane la y, con che 

OY =he+ (h® + wy?) a , 
sostituiamo questa espressione di wy nella derivata della prima delle (42) 

Otteniamo cos) la equazione lineare a coefficienti costanti 
(48) G+ 2ha+ (V+ w2)x=0, 
che lega V’ascissa, la velocita e l’accelerazione del punto P, , animato 
del solito nostro moto vibratorio smorzato 
(41,) ax—re-™cos(wt+-Qo) . 

Questa funzione di ¢ soddisfa alla equazione differenziale (48), 
comunque si fissino le costanti 7, ; e poiché la (48) é del 2° ordine, 
si conclude che la (41,) ne fornisce l’integrale generale ove si consi- 
derino le 7 e @, come costanti arbitrarie. In altre parole (*) l’equazione 
lineare, a coefficienti costanti, omogenea del 2° ordine 

H4-2he+(h?+-w?)x=0, 


dove h ed w sono due dati numeri positivi, definisce tutti e soli + moti 
vibratori smorzati di periodo 2m/w e di costante di smorzamento h. 

Com’é ben naturale, per  =0 la (48) si riduce all’ equazione diffe- 
renziale (40’) dei moti armonici (n. 36). 


(4) Non sara inutile osservare che, senza pregiudizio della generalita, si pud, 
ge si vuole ritenere 7 > 0. Infatti ogni espressione (41,) puo anche scriversi 
— re—ht cos (wt 9+ 7) 5 
e delle due basta considerare quella in cui il primo fattore (ro —1”) 620. 


eo ae Otel 
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43. MOTI DEFINITI DA UN’ EQUAZIONE DIFFERENZIALE LINEARE OMO- 
GENEA DEL 2° ORDINE A COEFFICIENTI COSTANTI. — Movendo dall’ os- 
servazione del n. prec., ci proponiamo qui, inversamente, di studiare, 
in generale, i-moti pei quali sussiste una relazione lineare omogenea 
a coefficienti costanti fra Vascissa (curvilinea se non si tratta di moto 
rettilineo), la velocita& (scalare) e Vaccelerazione (tangenziale); cioé i 
moti definiti da un’ equazione differenziale lineare omogenea del 2° or- 
dine a coefficienti costanti (e, beninteso, reali) 

(49) t+ 2hée+ka=—0. 

Moti siffatti si presentano spontaneamente in vari ordini di que- 
stioni meccaniche e fisiche. 

Cominciando con alcuni richiami di Calcolo, ricordiamo che ogni 
equazione differenziale lineare del 2° ordine nella funzione incognita a> 
della variabile ¢ ammette due soluzioni x, (¢), x, (¢) linearmente indi- 
pendenti, cioé tali che il loro rapporto non é costante; e I’ integrale 
generale dell’equazione é dato da ; 


Cy Ly (t) + Ce 2 (2) 
dove ¢,, ¢, sono le costanti arbitrarie. 

Nel caso di un’ equazione a coefficienti costanti, quale la (49), cer- 
cando le soluzioni della forma e# dove z denota una costante, si trova, 
che, ayendosi per. sostituzione nella (49) 

et (224-2he+-k)=0, 
ja 2 deve soddisfare all’equazione algebrica di 2° grado 
(50) 2+ 2hz+k=0. 

Se quest’ equazione ha due radici distinte z,, 2,, cioé se h?--k , 
si ottengono cosi le due soluzioni particolari et, et; talché TV inte- 
grale generale é dato da 
(51) C, e%! +c, et . 

Se invece € h?=kK e percio la (50) ha la radice doppia —h, si trova 
in tal modo la sola soluzione particolare e-”t; ma si verifica agevol- 
mente che in questo caso una seconda soluzione, linearmente indi- 
pendente, é data da ¢e—?t; cosicché Vintegrale generale diventa 


(52) (cy + gt) e-™. 

Cid premesso, passiamo allo studio dei moti definiti dalla (49); ed 
anzitutto notiamo che, se # é@ negativo ed é precisamente h—=—h, , 
talehé la (49) si possa serivere 
(49’) #—2h,é+kx=0 


basta eseguire il cambiamento di variabile 
4=——t 
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perché risulti 
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® quindi la (49’) si trasformi nella equazione 


” ax ax 
(49”) die preg =e: 
in cui il coefficiente di dx/dt, é positivo. L’ integrale generale della (49’) 
si otterra ponendo t=—t, nell’integrale generale della (49”), cosic- 
ché interpretando cinematicamente possiamo dire che ogni moto de- 
finito dalla (49’) si ottiene immaginando di invertire l’ordine naturale 
di successione dei tempi in uno dei moti definiti dalla (49”) (moto 
inverso). Percid in ultima analisi, volendo discutere tutti i possibili 
moti definiti dalla (49), baster’ prendere in esame diretto le due 
_ipotesi h<0 e h=0, avendo cura di considerare, accanto ad ogni 
moto ottenuto nella prima ipotesi, il rispettivo moto inverso. 

Ora per l’ accennata discussione, giova distinguere tre casi, secondo. 
che 6 W?<k 0h? >k 0 W®=k. 

A) W?<k (il che implica k>0). 
In tale ipotesi, se si pone k — h?=w)?, la (49) diventa 
E+ 2ha-+ (h? +-w’?)cx=0; 
e sappiamo gia (n. 42) che questa equazione differenziale caratierizza 
per 2 >>0 i moti oscillatori smorzati (di periodo 27/w e costante di 
smorzamento h) e per h=0 i moti armonici (di periodo 27/w). 

Il caso h<0, che qui si presenta come nuovo, corrisponde ai 
moti inversi degli oscillatori smorzati, cioé ai moti che per ovvie 
ragioni, si chiamano moti espansivi. 

Del resto é facile ritrovar qui direttamente le equazioni orarie di 
questi vari moti, partendo dai risultati riassunti dapprincipio sulla 
forma dell’integrale generale delle (49). Sotto l’ipotesi h?<k le due 
radici 2,, 2, della (50) sono (per qualsiasi h) complesse coniugate e 
si ha precisamente 

243=—h+iw, 2=—h—io, 


dove i denota, secondo J’uso, l’ unita immaginaria. Risultano percid 
complesse coniugate le due soluzioni particolari 


y = ; 2 eas —iwt 
pi! — ¢ ht jiwt ot — gt p—iw : 


che, combinate linearmente con coefficienti costanti arbitrari, danno 
VY integrale generale. Poiché l’equazione oraria di un moto non pud 
essere che reale, qui si dovranno scegliere codesti coefficienti arbitrari 
in modo che risulti reale la indicata combinazione. 
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A tale scopo basta prenderli complessi coniugati, cioé porre 
ae {re 
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dove 7, 0) denotano due costanti arbitrarie. Con cid l’ integrale gene- 
rale assume la forma 
eT : git Oo) 5 g—t(wt 06) | ; 


-ossia, per la nota formula di HULERO (}), 


a =re-™ cos (wt+ 6); 
e questa equazione oraria, mentre per h>0 0 h=0 si identifica con 
quella gia nota dei moti oscillatori smorzati 0, rispettivamente, dei moti 
armonici, fornisce per h<0 l equazione oraria dei moti espansivi. 
B) Wok. 
Sotto questa ipotesi la (50) ammette due radici reali distinte 
4=—ht+Ve—k, 2=—h—Ve—k, 

onde l’integrale generale della equazione differenziale (49) 6 dato da 
(51) x= ¢,e%t+-¢, eRt , 

In questa equazione del moto si riconosce (e il dimostrarlo costi- 
tuira un facile esercizio) che il moto € in ogni caso aperiodico e pre- 
senta al pid una inversione di senso. Considerandolo per tutta la sua 
durata (da t= —oo a t=-++cx) si assoda che, secondo le varie pos- 
sibili scelte delle costanti arbitrarie c,, ¢., si verifica uno o I’ altro 
dei seguenti tre casi: : 

a) (che potrebbe dirsi il caso generale, come quello che si pre- 
senta se non si fanno speciali ipotesi sulle costanti) il mobile proviene 
da distanza infinita e poi si allontana indefinitamente (con o senza 
inversione di senso) ; 

b) il mobile proviene da distanza infinita e (con o senza inver- 
sione di senso) tende ad una posizione determinata a distanza finita 
(smorzamento asintotico); 

c) il mobile proviene dalle immediate vicinanze di una data posi- 
zione a distanza finita per poi allontanarsene indefinitamente (con o 
senza inversione di senso). 

Cys Wess ee 

Questa ipotesi, che conduce all’integrale generale 

(52) & = (Cy +Cyt)e—™, 


(4) Leonardo EvuLxro, n. a Basilea nel 1707, m. a Leningrado nel 1783, 
diresse successivamente le Accademie delle Scienze di Berlino e di Leningrado. 
Fu uno dei maggiori e pit fecondi matematici di tutti i tempi, sia nel campo 
dell’analisi pura che delle sue applicazioni alla meccanica, alla fisica, © alle 
pit. svariate questioni tecniche. 


, 
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si pud considerare come un caso limite della precedente ipotesi B) 
e da luogo, anch’essa, a moti aperiodici, appartenenti all’uno o al- 
Valtro dei tre tipi @), b), c), or ora indicati. Rientra in quest’ ultimo 
{per h=k=0) il moto uniforme. 


§ 8. - Moti centrali - Moti kepleriani. 


44. Il moto di un punto P dicesi centrale, se in esso la linea 
d’azione dell’accelerazione (quando ha un senso, cioé quando I acce- 
lerazione € diversa da zero) passa sempre per un punto O, detto centro 
del moto. 

In forma equivalente: laccelerazione @ ed il vettore P—O (ove 
non siano eventualmente nulli) hanno la stessa linea d’azione; sicche 
si annulla ilmomento (P — O) /(\ a dell’accelerazione rispetto al centro O. 

Viceversa, si vede subito che se (P—0O) /\\a@=0, il moto é cen- 
trale. Sappiamo infatti dalla teoria dei vettori (I, n. 27) che, quando 
s’annulla il momento di un vettore @ applicato in P, rispetto al polo O, 
0 lo stesso vettore @ @ nullo, oppure la sua linea d’azione va a pas- 
sare per O; come appunto si richiede perché il moto sia centrale. 
Dunque la 
(53) (P—0)\a=0 
costituisce la condizione vettoriale caratteristica dei moti central. 


45. Dalla (53) segue agevolmente che la velocita areolare di ogni 
moto centrale rispetto al centro O, é un vettore costante. 

Infatti, ricordiamo che la velocita areolare rispetto ad O é data, 
a meno del fattore 1/2, da (P— 0) \ wv. Ora, qualunque essa sia, si 
ottiene, derivandola rispetto al tempo, 


i (P— 0) \vi=PAv+(P- 0) Aa, 


ossia, in quanto é P\ v=v)\v=0, 
ae 
dis 

Questa identita vale per qualsiasi moto: ne! caso dei moti cen- 
trali, ne risulta, in base alla (53), 


(EO) IN Ve, 


(54) (P—0)\vi=(P—0) \a. 


d 
ai | 
onde si conclude appunto 
(55) (P— 0) \v=e, 
dove c denota un vettore costante in grandezza e direzione (doppio 
della velocita areolare del moto centrale). 
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Si pud aggiungere che I’ equazione (55) @, al pari della (53), carat. 


teristica pei moti centrali. 


Infatti essa é una conseguenza della (53), come s’é visto or ora;_ 


reciprocamente, ammessa la (55), basta derivare e tener conto della 
(54), per ritrovare immediatamente la (53). 

Consideriamo in particolare la lunghezza del momento (P—O)Av 
della velocita rispetto al centro OQ. Tale lunghezza si pud esprimere 
come prodotto di v (grandezza della velocita) per la distanza di O dalla 
linea @azione di v. Con cid la costanza di (P—O) \ uv da Inogo al 
seguente corollario: 

In ogni moto centrale é costante il prodotto della velocita intensiva 
per la distanza della tangente alla traiettoria dal centro del moto. 


46. E interessante notare che ogni moto centrale é necessariamente 
un moto piano. 

Cio si vede ovviamente osservando, che, per essere le accelerazioni 
situate sui piani osculatori (n. 26), tali piani devono passare tutti per 
il centro; e che quindi il piano (in generale univocamente determi- 
nato) passante per il centro e per la velocitaé, relativa ad un istante 
generico ¢, contiene anche la velocita relativa all’istante successive t 4- dt. 
A partire da questo istante si ragiona nello stesso modo; e si é cos) 
tratti a concludere che il piano considerato contiene la velocita rela- 
tiva ad un istante qualsiasi, e quindi tutta intera la traiettoria del mobile. 

Per essere completi, conviene considerare anche |!’ eventualita che 
il centro O e la velocit& del mobile nell’istante generico ¢ non indi- 
viduino un piano. Cid accade quando ecodesta velocit& va costante- 


“mente a passare per O (o in particolare si annulla). [1 moto é in tale 


ipotesi rettilineo (oppure degenera nella quiete): comunque, rientra 
ancora come caso particolare fra i moti piani. Si constata che il mo- 
bile (quando non sta fermo) si muove sopra una retta, riflettendo che 
la velocita, quando non é nulla, é radiale. Lo stesso quindi segue per 
ogni spostamento (infinitesimo) di P durante un tempuscolo dé. E chiaro. 
pertanto che P non abbandona mai il raggio vettore spiccato da 0, 


sul quale si trova inizialmente. 


47. Del resto la dimostrazione analitica del fatto, che ogni mote. 
centrale @ piano, risulta pressoché immediata. 
Ripresa la 
(55) (P— 0) \v=e, 
e, supposto dapprima e=- 0, moltiplichiamo scalarmente ambo i membri 
per P— O: poiche P—O é ortogonale a (P—0) |\ &, si conclude 
ex(P—0)=0. 
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et 


Di qui discende che P—O é Geatantoniente perpendicolare a ¢,e 


quindi il punto mobile P giace sempre nel piano normale a ¢ con_ 


dotto per 0. Ecco provato l’asserto, e precisato il piano del moto. 

Vale la pena di rilevare che ove si indichino con g , Ce, Cs le com- 

ponenti di € e si rammenti che, assunto O per origine delle coordi- 

nate, le componenti di P—O non sono altro che le coordinate x Y, 2 

del mobile, VY’ equazione precedente si scrive i 
C+ Coy A Cge == 0. 

E questa Pequazione cartesiana del piano su cui P si trova costan- 
temente. 

Resta da esaminare il caso particolare in cui € si annulla. Pos- 
siamo intanto escludere che cid provenga dall’ identico annullarsi di 
P— 0, caso banale, in cui il mobile sta fermo in 0. Riferiamoci dun- 
que a un intervallo di tempo, nel quale P—O si mantiene diverso 
da zero. Posto P—O=pw, dove w designa il versore di P—O e p. 
la distanza OP, si trae dalla (55), nel caso qui considerato di e=0, 

v—o(P—0)=cpu, 
dove o denota un conveniente scalare (che, in generale, sara, al pari 
di p, funzione del tempo). Di qui, essendo v—d(P— 0)/dt, si trae 
puUtpu=ceu; 

e poiché w@ non pud essere (I, n. 61) che ortogonale ad w o nullo, 
si conclude 

u=0; 
cioé il versore w é costante, e il moto di P=O-+-pw risulta retti- 
lineo (caso particolare dei moti piani). 


48. Poiché i moti centrali sono piani, conviene caratterizzarli for- 
malmente restando nel piano del moto, assunto come piano coordi- 
nato Oxy. Con cid si annullano z, 2, Ze il vettore (P—0O)/\q@ ha 
due componenti nulle, mentre la terza vale x7 — yx. Se ne deduce, 


in base alla (53), che l’-equazione differenziale 


(58’) . xij — yt =0 
@ caratteristica pei moti centrali. Avendosi identicamente 
z, ize kl ees é 
} aij —yi= 7 (ry—Y*) 
si pud sostituirla coll’ equivalente 
(55’) xy —yxz= cost, 
che esprime (n. 20) la costanza della velocita areolare, e scende diret- 


~ tamente (proiettando sull’asse delle z) dalla (55). 


49, ACCELERAZIONE RADIALE E TRASVERSA NEL MOTO PIANO, — Per 
discutere pil agevolmente una importante categoria di moti centrali 
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procuriamoci anzitutto, per un moto piano qualsiasi, riferito a coor- 
dinate polari (n. 19), le espressioni delle accelerazioni radiale e trasversa, 
vale a dire delle componenti a ea, dia, secondo la direzione orientata 
OP e la direzione ortogonale, orientata epee ad OP come l’asse y 


é orientato rispetto all’ asse &. 
Poiché i coseni direttori di codeste due direzioni orientate sono 


rispettivamente 
x ; 4 c 
cos 0 sine e ~sn6=— 2 cos = — , 
e 2 P e 
avremo anzitutto 
LL YY LY —- YX 
Sas REIS MES oh a 5 Se Se 
3 Ree e 
Per esprimere @, in funzione di e, 6 e delle loro derivate par- 


tiamo dalla 
0? + ap — eo ; 


che, derivata due volte rispetto al tempo, da 
LEH YY ++ Y? = 96+ 6%, 
ossia, tenuto conto della identita 7-4-7? = ¢?+- 9? 62 (form. (19) del n. 19) 
i+ yiji=pp—erb; 
e di qui risulta per Il’ accelerazione radiale 1’ espressione 


(56) tp =6—pb?. 
Quanto alla a, , ricordiamo (n. 20) che 
LY—YL= 026) : 


talché, osservando che 
s ba eae 
LY — Yt =a (ey — yk), 
si conclude 


et Roe 
(57) ay = = ale) 
ossla 
(57) @, =266+06. 


Notiamo che, nel caso di un moto circolare intorno ad O (p = cost.) 
e (56), (57) si riducono ad 
(57”) a=—e#, a=pb. 

Son queste, pel moto circolare, le accelerazioni normale e tangen- 
ziale del n. 26, con la sola modificazione che la prima é qui valutata 
in senso centrifugo (da O verso P), anziché centripeto (da P verso 0). 


50. FORMULA DEL BINET. — Cid premesso, applichiamo le formule 
(56), (57) al caso dei moti centrali. Per la definizione stessa, essi sono 
caratterizzati dall’annullarsi della accelerazione trasversa a, (rispetto 


a 


[I1; 50} 
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ad un determinato punto 0, centro del moto); talché la rispettiva 
-equazione differenziale caratteristica, in coordinate polari, é data dalla 
206+p6=0, 

la quale, com’é naturale, dice soltanto che é costante la 026 (doppio 
della velocita areolare). 

Tenendo conto della 
(58) o)=c 
si puod dare alla accelerazione radiale a, (che in questo caso dei moti 
centrali da, in valore assoluto, I’ intera accelerazione scalare del punto) 
una espressione puramente geometrica, cioé indipendente dalle deri- 
vate di p e § rispetto a t, e far intervenire soltanto l’equazione po- 
lare p=¢(6) della traiettoria. In virti di tale equazione, il raggio 
vettore @ si pud considerare funzione di ¢ pel tramite di 9, talché si 
ottiene 


O76 0, 
ossia, eliminando § mediante la (58), 
1 
Tee 
eee 09 Bo 
eae 00; 7. ae 


Se, riguardando ancora il secondo membro come una funzione di ¢ 
composta mediante la 6, deriviamo ulteriormente rispetto a ¢ e po- 
niamo in base alla (58) 0= ¢/e?, otteniamo 


oo at? 
ce, sostituendo quest’ espressione di @ nella (56) ed eliminando ancora 
una volta § mediante la (58), perveniamo all’ annunciata espressione 
delVaccelerazione radiale 


1 
g— 
eA | e 
(59) ap = a | 6 ao? §? 


che é nota sotto il] nome di formula del BINET (1), per quanto fosse 
nota gia prima al NEwTon (?). 


() Jacquxs Binet, nato a Rennes nel 1786, m. a Parigi nel 1856, insegno 
Astronomia al Collége de France. 

(?) Issac Newron n. in un villaggio della Contea di Lincoln nel 1642 (anno 
della morte del GaLiLeEr), m. in un sobborgo di Londra nel 1727. Qui basti 
ricordare i Philosophiae naturalis principia mathematica, editi la prima volta in 
Londra nel 1687, dove sono esposti (nella forma divenuta subito classica) i 
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51. Moto KEPLERIANO. — Un moto centrale particolarmente inte- 
ressante é quello dei pianeti attorno al sole. Tale moto dicesi keple- 
riano, essendo stato KEPLERO (') il primo che ne enuncid le leggi. 

Le leggi di KEPLERO sono, come é noto, le seguenti: 

1.2 Le orbite dei pianeti sono ellissi e il sole ne occupa uno dei fuochs. 

2.2 Le aree descritte dal raggio vettore che va dal Sole a un pianeta 
sono proporzionali ai tempi impiegati a percorrerle. 

3.2 I quadrati dei tempi impiegati dai vari pianeti a percorrere le 
loro orbite (durate delle rivoluzioni) sono proporzionali ai cubi det 
semiasst maggiori. 

In-virti della legge 2°, il moto di ciascun pianeta é centrale (n. 45) 
ed ha il Sole per centro. 

Determiniamo il valore che compete alla componente «, dell’acce- 
lerazione secondo il raggio vettore. 

E noto dalla Geometria analitica che, se si prende il polo in uno dei 
due fuochi di una ellisse e l’asse polare diretto secondo I’ asse mag- 
giore verso il vertice pil vicino, e si 
denota con a il semiasse maggiore, 
con b il semiasse minore, con eé I’ ec- 
centricita 


V1 —B?/a?, 
con p il parametro b?/a, si ha 
ie p 
°— T+ ec0s0 
Di qui si ricava successivamente 
a pe 
ODP en Pe De lee Oe ne eae 


fondamenti della Meccanica razionale e della Fisica matematica e aleune loro 
conseguenze grandiose, Per poterle ricavare, il NewTon si cred da sd lo stru- 
mento adatto, cioé in sostanza il Calcolo infinitesimale. Egli divide quindi con 
BONAVENTURA CAVALIERI e col LEIBNIZ anche il merito della scoperta del 
Calcolo, spettande perd al LeiBniz I’ espressivo simbolismo dei differenziali, 
tuttora in uso. 

Il NEWTON si considera come il maggior genio soientifico che sia mai esi- 
stito. Sulla sua tomba, nell’Abbazia di Westminster a Londra, sta scritto: 

Sibi gratulentur Mortales tale tantumque extitisse 
Humani Generis Decus. 

(?) Jouann Kup er, nato in un villaggio del Wiirtemberg nel 1571, m. a Ra- 
tisbona nel 1630. Fu dapprima assistente e poisuccessore del danese TycHo BRAHE 
quale matematico ed astronomo della corte imperiale a Praga, Delle celebri tre 
leggi, le prime due furono pubblicate in Astronomia nova, sive etc. (Heidelber- 
gac, 1609), e la terza in Harmonices mundi Libri V, ete. (Linz, 1619). 
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La (59) diventa in tal caso 
eo SS S= D 2 ; 
onde intanto vediamo che l’accelerazione @ sempre diretta verso il 
Sole ed é inversamente proporzionale al quadrato della distanza del 
pianeta da esso. 
Inoltre é facile dedurre dalla 3° legge di KEPLERO che il fattore 
di proporzionalita 


@ lo stesso per tutti i pianeti. 

Indicando infatti con 7 la durata della intera rivoluzione, e ricor- 
dando che ¢ é il doppio della velocité areolare, 6 manifesto che 
Yarea xab dell’ orbita ellittica ci € data anche da c7'/2. 

“Abbiamo quindi 


2rab 
eg nee 
onde, quadrando e dividendo per p=b?/a, risulta 
ce as 
ese vet 


ma per la 3* legge il rapporto a3/T? @ sempre il medesimo, qualun- 
que sia il pianeta che si considera; lo stesso puO dunque dirsi del 
rapporto c?/p. 


§ 9. - Moto elicoidale uniforme. 


52. Come ultimo esempio di moto, consideriamo il moto composto 
(n. 5) di un moto circolare uniforme su di un dato piano 7 e di un 
moto rettilineo uniforme lungo una retta perpendicolare a 7. 

Dalla definizione stessa di moto composto risulta che si ottiene 
sempre il medesimo moto circolare uniforme, proiettando il punto 
mobile P su di un qualsiasi altro piano parallelo a 7; e si ha, pa- 
rimente, il medesimo moto rettilineo uniforme, proiettando P su di 
una qualsiasi retta perpendicolare a 7. Percid si pud supporre, senza 
restrizione di generalita, che la traiettoria del moto componente ret- 
. tilineo sia la perpendicolare a 7 nel centro O della traiettoria del 
moto componente circolare. Supponiamo di contare i tempi dall’ istante 
in cui il punto che descrive codesta perpendicolare di moto uniforme 
si trova in 0; e assumiamo come origine delle coordinate il punto 0, 
come asse z la traiettoria del moto componente rettilineo, orientata 
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nel verso rispetto a cui il moto componente circolare appare destro, 
e, infine, come asse x positivo la semiretta che da O va alla posizione 
occupata su 7 dal punto P,, che si muove di moto circolare uniforme, 
nell’ istante ¢=0, cioe nell’istante in cui il punto P,, che descrive 
l’asse delle 2 di moto uniforme, passa per O. L’asse orientato y risulta 
univocamente determinato dalla solita condizione che la terna Oxyz 
sia destra. 

Cid posto, siano 7 ed w il raggio della traiettoria di P, e la rispet- 
tiva velocita angolare (costante); sia V il valore assoluto della velocita 
(pur essa costante) del moto rettilineo di P,. . 

Le equazioni del moto circolare uniforme del punto P,, in quanto 
si sono scelte l’origine dei tempi e la terna di riferimento in modo 
che, nell’istante =0, P, assuma nel piano xy la posizione di coor- 
dinate 7, 0, saranno date, pel n. 33, da 

xr=reoswt, y=rsinwt; 
mentre il moto uniforme di P, sull’asse z, in quanto P, per t=—0 
deve trovarsi in 0, ammettera l’ equazione 
2a 
dove andra preso il segno + 0 —, secondoché, rispetto al senso posi- 
tivo fissato sull’asse 2, il dato moto rettilineo uniforme di P, risulta 
progressivo o retrogrado. 
Componendo i due moti di P, e P, avremo pel moto composto le 


equazioni 
(60) CST coset, yersinol 2.2 ee 

Quadrando e sommando le prime due equazioni (60) si trova: 
(61) a 


onde si conferma la circostanza, ben evidente a priori, che il punto F 
animato del moto (60), si muove sulla superficie cilindrica di rota- 
zione, di asse 2 e raggio 7. 
La velocita vw di P ha le componenti 
L=—rusinot, yorwcosot, 2=/, 
e quindi l’intensita 
p= VPP PEE = Vr? 
la quale risulta costante, talcheé il moto composto (60) @ uniforme al 
pari dei componenti. 
Inoltre dei tre coseni direttori di w, il terzo 
a tA 
= — : 
@ Vr? w?+- 7? 


é pur esso costante; cid vuol dire che la velocita, e quindi la tan- 
gente alla traiettoria si mantiene, durante il moto, inclinata di un 


an, 


f 
/ 
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angolo costante rispetto all’asse z, ossia rispetto alle singole gene- 

ratrici del cilindro di rotazione (61), che il punto P mano mano inter- 

seca nel suo cammino. Di qui si conclude che la traiettoria é uw’ elica 
del cilindro di rotazione (61); onde potremo caratterizzare il moto (60), 
chiamandolo un moto elicoidale uniforme, di asse 2, di raggio re di 
angolo di inclinazione 


y 
arc cos = ————— ,, 


arming w? V2 

L’ accelerazione, che, trattandosi di moto uniforme, prevediamo 
riuscira tutta centripeta (n. 26), ha le componenti 

f=—rercoswt=—wix; FJ=—rwsinwt=—w2y; 2#=0. 

Essa ammette l’intensit’ costante «27 ed é diretta lungo la_per- 
pendicolare dal punto P all’ asse 2; cosicché coincide (n. 33) con l’ac- 
celerazione che al punto spetterebbe nel moto circolare uniforme di 
velocita angolare w, sul piano perpendicolare all’asse e con centro 
sull’ asse stesso. 

Notiamo infine che in un intervallo di tempo 27/m (periodo del 
- moto circolare componente) il punto P, percorre Vintera sua circon- 
-ferenza, e quindi il punto P descrive una intera spira dell’ elica (cioé 
un arco di elica compreso fra due sue intersezioni consecutive con 
una stessa generatrice del cilindro): corrispondentemente, la terza 
coordinata z=+ Vt di P varia di 

is 2V i 


a ) 
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onde 2Vz/w sara il passo dell’elica (cioé la distanza fra due inter- 
sezioni consecutive dell’elica con una medesima generatrice): esso 
dipende soltanto dal rapporto V/w delle velocita dei due moti com- 
ponenti ed é, pil precisamente, proporzionale direttamente alla velo- 
cita del moto rettilineo, inversamente a quella del moto circolare. 
Un moto elicoidale uniforme si dice destvo 0 sinistro, secondo che 
@ tale il moto componente circolare rispetto all’ asse del moto, orien- 
tato nel senso del moto componente rettilineo. Siccome nelle (60) Passe 2 
positivo si intende orientato in modo che, rispetto ad esso, il moto 
circolare appaia destro, avremo che le (60) rappresentano un moto 
elicoidale destro o sinistro, secondo che nella terza di esse si prenda it 


segno + 0 —. 
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CINEMATICA DEI SISTHMI RIGIDI. 


§ 1. - Generalita. 


1. PRIMA IMPOSTAZIONE COL SUSSIDIO DI ASSI SOLIDALI. — Dopo 
avere studiato nel Cap. prec. i moti di un solo punto, passiamo alla 
Cinematica delle figure o sistemi di punti (in numero finito o infinito, 
eventualmente distribuiti, in quest’ ultimo caso, con continuita su linee 
o superficie o in regioni spaziali); e anzitutto occupiamoci dei moti 
di un qualsivoglia sistema rigido, cioé di una figura che, durante il 
moto, conservi inalterate le mutue distanze dei suoi punti, presi a 
due a due in tutti i modi possibili. Cosi si concepiscono le figure in 
Geometria elementare, quando, nello stabilire i postulati della egua- 
glianza, si immagina di muoverle nello spazio, I’ una rispetto all’altra, 
per verificarne la eventuale sovrapponibilita. 

Ora una prima, fondamentale impostazione della Cinematica dei si- 
stemi rigidi é suggerita dalla rappresentazione cartesiana dei punti 
e dei vettori (I; nn. 8, 19). . 

Sia QE7% la terna di assi, cui intendiamo riferire il moto di un 
sistema rigido S. Per tener conto della rigidita di S, consideriamo una 
seconda terna Oxyz, destra al pari di QEy¢ e jinvariabilmente col- 
legata ad S; e, per intenderci, diciamo fissa la prima terna, solidale 
quest? ultima. Dal fatto che la Oxyze il dato sistema S costituiscono 
insieme un nuovo sistema rigido consegue che ogni punto P di S (o 
anche semplicemente solidale con S) pur movendosi rispetto ad QEyZ, 
conserva, durante il moto, posizione invariata rispetto ad Oxyz; in 
altre parole, le coordinate x, y, 2 di P, rispetto alla terna solidale, 
risultano costanti (cioé indipendenti dal tempo). 

Percid il moto del generico punto Pdi S, rispetto ad QE yZ, resta 
completamente caratterizzato, quando da un lato sia prefissata la po- 
sizione di P nel sistema, per mezzo delle sue coordinate x, y, 2 rispetto 
ad Oxyz, e dall’altro si conosca, istante per istante, la posizione di 


— es re ee eee, 
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: codesta terna solidale rispetto a quella fissa; e a quest’ultimo scopo 
basta siano assegnati in funzione del tempo (e con riferimento ad QE 75) 
Vorigine O e i tre versori fondamentali 4, J, k della terna solidale. 

; Tm queste condizioni, l equazione (geometrica) del moto del gene- 
tico punto P di S é fornita dalla identita (Ls n.--f9) 


(1) P=0+et+yj+zk, 

purché (giova ripeterlo) 0, ¢, 7, & si intendano definiti in fanzione 

di ¢ con riferimento agli assi fissi e le x, y, 2 si considerino costanti. 
Se si introducono, rispetto ad QEyZ, le coordinate ens yep Seak ba 2 

@ a, 8, y di O, nonché le componenti «;, 8,, y, (k= 1, 2, 3) did, j,k 

(o loro coseni direttori) si ottengono dalla (1), per proiezione sugli 

assi fissi, le 


; A ES A+ OU 4+ 2 Y 4+ 052 ) 
(2) YH=B+B e+ hey + 83% , 
] GE=7 te + y+ 32 . 


Sono queste le equazioni generali del moto di un sistema rigido, in 
quanto definiscono direttamente in funzione del tempo le coordinate 
del punto generico P di S rispetto alla terna fissa, quando di P sia 
prefissata, per mezzo delle costanti 2, y, 2, la posizione nel sistema. 

In codeste equazioni compaiono, oltre siffatte costanti, dodici fun- 
zioni del tempo, cioé le «, 8, y e i nove coseni direttori ay, 8,, y, 
(zu =1, 2, 3), i quali ultimi corrispondendo a tre versori, a due a due 
ortogonali, sono legati dalle note relazioni (I; form. (15) del n. 20) 

an? + BY? + 71? = 1, (h=1, 2, 3), 

Op, %y + Ba Br + Yn V2: = 0 (hAk=1, 2, 3). 

Come gia per le equazioni di un generico moto del punto (II; u. 4), 

ammetteremo che le funzioni ~, 8, y, %,,8,, %,, Siano tutte univalenti, 

finite, continue ed, anzi, derivabili (almeno fino al second’ ordine) in 
tutto Vintervallo di tempo in cui é definito il moto. 

Qui da ultimo giova notare che I’ equazione (1) o le equivalenti 
(2) valgono non soltanto per ogni punto P(x, y,2), che faccia parte 
del dato sistema rigido S in moto, ma anche per ogni altro punto 
che, pur non appartenendo ad 8S, si consideri come solidale col si- 
stema; cosicché dal moto di S resta definito un moto dell’intero spa- 
zio dei punti rigidamente connessi ad S. Si é cosi condotti a pensare 
sovrapposto allo spazio solidale colla terna QE 7 (spazio fissso) uno 
spazio solidale con S (0, cid che é lo stesso, colla terna Oxyz) e 
quindi in moto rispetto al primo. Percid si parla spesso di moto 
rigido, nel senso di moto di un intero spazio rigido, senza specificare 
il particolare sistema, considerato per definirlo. 


~ 
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2. SECONDA IMPOSTAZIONE DIRETTAMENTE DESUNTA DALLA INVARIA- 
BILITA DELLE MUTUE DISTANZE. — In un sistema rigido S in moto, 
due punti quali si vogliano P,, P, conservano inalterata la lore 
distanza 7, talché, durante tutto il moto, sussiste l’identita 
(3) (P,—P,) < (Pp —-P) ="? 
dove lo scalare 7 @ indipendente dal tempo. Di qui, per derivazione 
rispetto a ¢, si deduce 


of Clee OE 
(4) (a P)X< (Ge — Ge = | 
ossia 
dP. aP, 
(5) (P,— Py) < -4, = (Aa - PX Gy : 


e questa equazione, ove si immagini divisa pel tensore r di P,—P,, 
esprime l’eguaglianza delle componenti delle velocita P, e P, secondo 
la retta P, P. 

Poiché inversamente, dalla (5) si risale alla (4) e quindi, per in- 
tegrazione, alla (2) con 7 costante, concludiamo che i moti rigidi — 
di un sistema di punti sono caratterizzati dalla circostanza che ad ogni 
istante le velocita di due punti quali si vogliono del sistema hanno la 
stessa componente secondo la congiungente dei due punti. 

In altre parole, la differenza (geometrica) delle velocita di due 
punti é, ad ogni istante, ortogonale alla congiungente dei due punti ; 
cosicché, in particolare, se, ad un dato istante, un punto P, ha ve- 
locita nulla, ogni altro punto P, ha, in quello stesso istante, velocitd 
normale alla retta P, P, (o nulla). 


§ 3. - Moti traslatori. 


3. Prima di studiare il moto rigido pit generale, consideriamo. 
aleuni tipi di moti rigidi particolarmente semplici. E in primo luogo 
supponiamo che in un certo moto rigido si verifichi la circostanza, 
che ogni vettore P,—P,, determinato da due punti in moto quali si 
vogliano, si mantenga costante, non solo in lunghezza come in ogni : 
altro moto rigido, ma anche in direzione e verso. Ogni moto rigido. 
siffatto dicesi traslatorio. 

Riprendendo la equazione geometrica (1) di un moto rigido qual- 
siasi, si riconosce, che, se esso é traslatorio, debbono essere, in par- 
ticolare, costanti i tre vettori fondamentali ¢, j, #. Inversamente, se, 
durante un moto rigido, i versori é, j, & sono costanti, tale risulta, 
in virth della (1), per ogni punto P del sistema mobile, il vettore 
P—O, e quindi anche, per due quali si vogliano punti in moto, il 


i a 


vettore P,—P, =(P,—0)—(P,—0), onde si tratta di un moto trasla- 
torio. Percid la (1) rappresenta un moto traslatorio sempre é solo‘quando 
i tre versori fondamentali degli assi mobili sono costanti. 

Per avere la forma delle equazioni cartesiane di un moto trasla- 
torio, immaginiamo di avere scelto inizialmente gli assi della terna 
mobile paralleli e di verso concorde a quelli della terna fissa: allora 
i versori 4, j, k, che, trattandosi di un moto traslatorio, sono costanti, 
conserveranno durante tutto il moto, rispetto agli assi fissi, le com- 


ponenti 
AOL OO G MeO Oey 0. a1, 


talche le (2) assumeranno la forma 

(6) c=ae+a(t), y=y+8), C=2+ y(t) 

dove, in sostanza, le «, @, y designano le coordinate di un punto O 
qualsiasi del sistema mobile (o di un punto ad esso solidale), 


4. L’ identita 
(7) P,—P, = cost., 


valida per due punti quali si vogliano durante un moto traslatorio, 
esprime che il moto di P, si pud definire come quello dell’ estremo 
di un vettore applicato costante, il cui punto di applicazione coincide 
istante per istante con la posizione occupata da P,. Risulta dunque 
dalla (7) [come dalle equivalenti (6)] che in un moto traslatorio le 
traiettorie dei singoli punti sono eguali, egualmente poste (cioe sovrap- 
ponibili con una traslazione) ¢ percorse con la medesima legge. 

Quest’ ultima asserzione si pud precisare osservando che, avendosi 
per derivazione della (7) rispetto a f, 


dP, dP, 
(8), ie or? 


tutti i punti del sistema hanno, istante per istante, velocita equipollenti. 

Inversamente, se, in un sistema in moto, ad ogni istante le velocita 
dei singoli punti sono equipollenti, il moto é traslatorio, giacché, va- 
lendo la (8) per ogni coppia di punti P,, P,, si conclude, integrando 
rispetto al tempo, che vale per essi anche la (7), 


x 


Cosi ogni moto traslatorio é caratterizzato da un certo vettore, 


- funzione esclusivamente del tempo, che istante per istante da la ve- 


locita comune, in quell’istante, a tutti i punti del sistema mobile. 

Questo vettore dicesi velocitu del moto traslatorio, e a suo rappre- 
sentante si pud assumere la velocita di un punto qualsiasi del si- 
stema, p. es. la velocita 0 (di componenti ¢, B, 7) dell’ origine O della 
terna mobile. 
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Analogamente, derivando la (8) rispetto a ¢, si conclude che le 
accelerazioni di tutti i punti del sistema sono, ad ogni singolo istante, 
equipollenti fra loro e quind! alla accelerazione QO (di componenti 
a, B, ?) di O. Il vettore cosi definito (in funzione esclusivamente del 
tempo), dicesi accelerazione del moto traslatorio. 

Se la velocit’ del moto traslatorio @ costante e, quindi, I’ accele- 
razione @ nulla, tutti i punti del sistema si muovono (II; n. 16) di 
moto rettilineo uniforme (su traiettorie parallele, con la stessa velo- 
cita) e il moto rigido si dice traslatorio uniforme. 


§ 3. - Moti rotatori. 


5. Un altro tipo assai notevole di moto rigido e il moto rotatorio, 
cioé quello, in cui rimangono fissi tutti i punti di una retta che di- 
cesi asse di rotazione. Per realizzare un tal moto, basta manifesta- 
mente, per la condizione di rigidita, fissare due punti dell’ asse. 

Preso nel sistema mobile S, fuori di codesto asse, che chiame- 
remo 2, un punto P, la perpendicolare PQ abbassata sull’asse si 
manterra, per la ipotesi della rigidita, di lunghezza costante ed orto- 
gonale all’asse; cioé ogni punto di S, fuori dell’ asse, si movera sulla 
circonferenza del piano ortogonale a 2, che ha il centro Q sull’ asse 
stesso. La posizione del sistema S, rotante intorno a 2, risulta indi- 
viduata, istante per istante, dalla posizione di un suo punto P (sulla 
rispettiva traiettoria circolare) 0, cio che sostanzialmente é lo stesso, 
dalla posizione di un semipiano p, uscente dall’ asse e solidale con S; 
posizione che si potra individuare assegnando ad ogni istante I’ ano- 
malia 8 =Trp di p rispetto ad un determinato semipiano mw uscente 
da ze solidale con la terna fissa di riferimento. Per dare un segno: 
a codeste anomalie (da misurarsi in radianti) orienteremo ad arbitrio. 
Vasse di rotazione z e assumeremo come verso positivo delle 0 quello 
destro rispetto all’ asse orientato. 

Durante il moto, l’ anomalia @ del semipiano mobile py 6 una de- 
terminata funzione 6(#) del tempo, che, al solito, supporremo univa- 
lente, continua e derivabile (almeno fino al second’ ordine); e qui, 
come gia nel caso del moto piano in coordinate polari (II; n. 19), 


per non essere costretti a introdurre nella 6(¢) discontinuita acces-- 


sorie, ammetteremo che |’ anomalia @ possa variare, con continuita, 
anche al di la di quell’intervallo da 0 a 2n, che effettivamente basta 
a individuare tutte le possibili posizioni di » intorno all’ asse. 

Cid posto, & evidente che se, in un certo intervallo di tempo Af, 
lanomalia § di p varia di AO, tutti i punti di S, nello stesso tempo 


ee 


At, descrivono, sulle rispettive traiettorie circolari, archi il cui angolo: 
al centro é€ AQ; cosicché, considerando il 


~ 


lim pups ave § 

Bo et 
si conclude che ad ogni istante tutti i punti di un sistema rigido 
animato di moto rotatorio hanno la medesima velocit& angolare. 

In base alle poste convenzioni questa velocita angolare 6 (funzione 
esclusivamente del tempo) indica, istante per istante, col suo segno 
positivo o negativo, se il moto rotatorio sia destro o sinistro (rispetto 
all asse orientato); e serve a definire il-moto rotatorio (a meno di 
opportune condizioni iniziali), quando si assegni in pit l asse di ro- 
tazione. Ora la 6 e la direzione dell’ asse si sogliono rappresentare 
insieme, considerando il vettore w, avente ad ogni istante la lun- 
ghezza | 6(¢) |, la direzione dell’ asse di rotazione e quel verso, rispetto 
a cui il moto appare destro. Codesto vettore w di lunghezza gene- 
ralmente variabile (in funzione del solo tempo) ma direzione costante 
si dice velocita angolare (vettoriale) nel moto rotatorio. Esso ha evi- 
dentemente la § come componente lungo I’ asse orientato 2, onde, 
introducendo il versore & di questo asse 2, si pud scrivere 


© = 6k. 


6. Il vettore wm permette di esprimere agevolmente la velocita 
(vettoriale) # di ogni punto P del sistema rotante. Poiché P si muove 
di moto circolare, nel piano 7 or- 
togonale all’ asse, intorno al punto 
Q@ (proiezione ortogonale di P su 2) | 
con velocita angolare §, la sua 
velocita ha V’intensita |6§/ QP (II; 
n. 33) ed é diretta, nel piano 7, 
tangenzialmente alla circonferenza 
di centro Q e raggio QP, cioé ortogonalmente a QP e quindi anche 
al vettore w. Di pill v appare, per le convenzioni del n. prec., destro 
rispetto ad w; onde risulta senz’altro per la velocita di un punto P 
la espressione (Q—P) /\ 0, ossia 
(9) = /\ (P—Q). 

In questa formula appare, oltre il punto P, di cui si vuole la ve- 
locita, la sua proiezione @ sull’ asse z, la quale varia, in generale, 
con P. Ma questo punto Q si pud eliminare introducendo un punto 
fisso 2 (qualsiasi), cioe giacente sull’ asse di rotazione. Invero, si ha 
in ogni caso 


P— Q=(P—9)+(Q- 9; 


112 
onde, sostituendo nella (9) e notando che i vettori w e Q2— Q, come 
paralleli, hanno prodotto vettoriale nullo, si conclude che la velocita 
di ogni punto P di uno spazio rotante con velocita angolare vetto- 
riale w(¢) é data da 

(10) v(t) = w(t) A (P—Y), 


dove Q designa un punto fisso ed w un vettore di direzione fissa. 


7, L’ espressione (10) della velocita é@ caratteristica pei moti rota- 
tori (subordinatamente alle circostanze teste ricerdate per 2 e @). 
Se invero i punti di un sistema si muovono in modo che la velocita 
di ciascuno sia esprimibile sotto la forma (10), avremo per due punti 
P,, P, quali si vogliono 

UV, =O i‘\ (P, — Q), Uz = @W A (P, — Q), 
e quindi, sottraendo membro a membro, 
(11) Uz. — UV, = /\ (P, — FP). 

Ora il prodotto w/\(P, — P,) e per definizione ortogonale a P,—P,, 
talché moltiplicando scalarmente per quest’ultimo vettore ambo i mem- 
bri della (11) troviamo 


(% — %)< (,—F)=90, 
ossia @, < (P, — P,) =e < Cs = Pi) 


e questa relazione, sussistendo per ogni coppia di punti del sistema, 
ci dice intanto che il moto é rigido (n. 2). 

Che poi si tratti di moto rotatorio risulta senz’ altro dal fatto che 
in base alla (10) tutti i punti P, tali che P— Q sia parallelo al vet- 
tore di direzione fissa  (cioé i punti della parallela ad w pel punto 


fisso Q), hanno velocita nulla, ossia sono fissi. 


8. L’accelerazione di un generico punto P del sistema rigido ro- 
tante si potrebbe trarre, per derivazione rapporto a ¢, dalla espres- 
sione caratteristica (10) della corrispondente velocita; ma é pit istrut- 
tivo dedurla, tenendo conto della circostanza, che ogni punto di S si 
muove di moto piano circolare, e ricordando (Cap. prec., n. 26) le 
espressioni generali §, v?/7 delle componenti tangenziale e normale 
dell’accelerazione. La seconda coincide qui manifestamente colla ra- 
diale centripeta, ossia con —a,. Tenendo conto che §=p6 e che ¢ 
rimane costante identificandosi col raggio di curvatura 7, si ha 


$=p0- ., “a, == pit 
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A Ta # & la componente della Abas ia pea a di P, secondo il solito 
versore t tangenziale alla traiettoria (circolare) e orientato nel verso 
delle anomalie crescenti. Ora questo versore # coincide con quello 
della velocita v o col suo opposto, secondo che la 6 é positiva o nega- 
tiva, talche, potendosi scrivere la wv sotto la forma (n. 6) 


v=6k A (P—Q) 
ed essendo o§ la velocita cpare di P, si ha v=26t, donde 


Pee NAP Oh 
9 


Moltiplicando per § = 96 si ottiene pel componente tangenziale di 
@ Vespressione 
6k \ (P—2)=6 ( (P—Q). 
Quanto al componente normale, osserviamo che il versore della 
retta orientata 9 P @ dato da 


= 1 
S 3 (P— %; 
cosicché, moltiplicando per 4, = — 267, si ottiene codesto componente 
sotto la forma : 
— & (P— QQ) = — w* (P— Q). 
Dopo di che, per somma geometrica dei due componenti ottenuti, 


si perviene alla voluta espressione caratteristica della accelerazione 
di un generico punto P del sistema rigido rotante 

(12) a=6 \\ (P—Q) — w* (P— Q). 

_ $e la velocita angolare w» @ costante (non solo in direzione ma 
anche in lunghezza), ciascun punto P del sistema si muove di moto 
circolare uniforme (con velocita che varia da punto a punto propor- 
zionalmente alla distanza dell’ asse); e il moto rigido si dice rotutorio 
uniforme. La rispettiva accelerazione, come risulta dalla (12), si ri- 
duce, in accordo col n, 26 del Cap. Il, al suo componente normale 

a=—w* (P— Q). 


9. Per dedurre dalle (2) del n. 1 le equazioni di un moto rota 
torio nella loro forma pii: semplice, conviene scegliere gli assi 2 e 
¢ della terna mobile e di quella fissa coincidenti entrambi con I’ asse 
di rotazione; e, fissata la loro origine in comune, in un punto O=2 
qualsiasi dell’ asse, assumere come semiassi positivi 7 e € le due se 
mirette ortogonali a z=, che giacciono rispettivamente nei due se- 
oe pe = (mobile il primo, fisso il secondo) che adottammo al 

5 per iseiace VY anomalia istantanea 4 (f). 

Sara allora manifestamente 


(18) e=5(t), Fy=s)+53 
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e, mentre il versore fondamentale k& (diretto secondo l’asse positivo 
=) @ costante di componenti 
73 = 9, 83 = 90, v3 = 1, 
i versori ¢ e j avranno per le (15) le componenti 
@, = 0089, 8, =0, %y=—90, 
% == — sin 0, §, =cos0, y,=0; 

onde infine, tenendo conto che a=8>v=0, si ottengono come casi 
particolari delle (2), le equazioni di un qualsiasi moto rotatorio, in- 
torno all’asse z=¢, sotto la forma 

E=axcos §—ysinf. 

(14) =a sin 0 —y cos, 

C=2, 
dove, beninteso, 6 @€ una determinata funzione del tempo. Derivando 
due volte le (14), si ricaverebbero formule scalari equivalenti alle 
(10) e (12), cioé precisamente le proiezioni di queste equazioni vet- 
toriali sugli assi x26 7 ¢. 


§ 4. - Moti com posti. 


10. DEFINIZIONE. — Il criterio del n. 2 permette di stabilire pei 


moti rigidi un’ importante proprieta, cui si perviene estendendo ai- 


sistemi di punti il concetto di composizione di pit moti, di cui gia 
si é fatto cenno nel caso di un sol punto mobile (Cap. Il, n. 5). A 
tale estensione si giunge, generalizzando la proprieta rilevata al n. 15 
del cit. Cap. Per uno stesso sistema di punti siano definiti, come pos- 
sibili in uno stesso intervallo di tempo, pit moti M@, M,,....; dicesi 
moto composto o risultante dei dati il moto, in cui ogni punto del si- 
stema S, in ogni istante del considerato intervallo di tempo, ha come 
velocita la risultante delle velocita che a quel medesimo punto in quel 
medesimo istante competono nei moti M,, M,,.... (moti componenti). 

Cid posto, il teorema suaccennato é il seguente: Il moto composto 
di pit moti rigidi é pur esso rigido. Presi invero, due punti P’ e P” 
del sistema mobile e indicate con vy, U;; v2, U’2;... le velocita che 
ad essi competono, in un medesimo istante generico, nei moti M,, M,... 
rispettivamente, abbiamo per definizione che nel moto composto com- 
petono a codesti due punti, in quel medesimo istante, le velocita 
(4) Uy, +U,... OU +Uet+.... 


Poiche, per la rigidité dei moti 14, M,,..., coincidono le com- 


ponenti secondo la P’P’ di v’,; e ¥",, di vg e U'2,... (i. 2), coin- 
cideranno anche le componenti secondo la stessa retta P’P’ delle velo- 
eita (4); e, cid valendo per ogni coppia di punti del sistema in ogni 
istante dell’intervallo di tempo considerato, si conclude che il mote 
composto di M,, M,,... & pur esso rigido. 


SOOT ST ee Oe TE Ps Le ee ee ae OE Oe ae See 
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11. CoMPOSIZIONE 5 DECOMPOSIZIONE DI MOTI TRASLATORI. — Se_ 


pit moti M,, MM, ,... sono traslatori, 6 tale anche il moto risultante, 
in quanto, essendo ad ogni istante equipollenti le velocit& di tutti i 
punti nei singoli moti M,, M,..., sono pure equipollenti le velocita 
simultanee dei vari punti del sistema nel moto risultante. 

Viceversa, ogni moto traslatorio di data velocita t(t) si pud (in 
infiniti modi) decomporre in pit moti traslatori, decomponcndone in 
un modo qualsiasi il vettore velocita t(¢) in pit vettori (pur essi fun- 
zioni del tempo) e assumendo questi vettori come velocith di altret- 
tanti moti traslatori. 

Tra codeste infinite decomposizioni possibili notiamo le due se- 
guenti (analoghe a quelle considerate nel caso di un sol punto al 
n. 5 del Cap. II): 

1°) in un moto traslatorio (rettilineo) secondo una direzione data 
-e in un moto traslatorio (piano) secondo la giacitura ortogonale, i 
quali si ottengono prendendo come velocita i componenti di t se- 
condo la direzione e la giacitura ortogonali assegnate; 

2°) in tre moti traslatori (rettilinei) secondo tre direzioni a due 
a due ortogonali (per es. quelle degli assi fissi) i quali si ottengono 
prendendo come velocita i componenti di t secondo le tre direzioni. 


12. COMPOSIZIONE DI MOTI ROTATORI. — Componendo due moti ro- 
tatori quali si vogliano, otterremo sempre un moto rigido (n. 10). 
Esaminiamo qui il caso, in cui gli assi dei due moti che si vogliono 
comporre, passino entrambi per un medesimo punto Q, il quale sara 
percid fisso in ciascuno dei due moti. Sceltolo come punto di riferi- 
mento ed indicate con @, e », le due velocita angolari vettoriali, 
avremo per le velocita di un punto qualsiasi-P nei due moti le 
espressioni 


U1 = 0, /\\ (P— Q), V2 = M2 A (P— Q), 
e per la velocita v nel moto risultante 
v= (, + @,) \ (P—®). 


Questa espressione della velocita del moto risultante é formal- 
mente analoga a quella della velocita di un qualsiasi moto rotatorio 
(n. 6) ma non soddisfa, in generale, ad entrambe le condizioni essen- 
ziali indicate in codesto numero. Si rifletta, invero, che mentre Q é 
anche in questo caso un punto fisso, il vettore @,+-@,, che qui oc- 
eupa il posto della velocita angolare, é somma di due vettori aventi 
direzione costante ma, in generale, lunghezza variabile, talché risulta, 
salvo circostanze speciali, di direzione variabile nel tempo. Percid il 
moto risultante dei due moti rotatori considerati non é pil un moto 
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rotatorio, salvo nel caso in cui i vettore @,4-W, risulti anche esso, 
come @, @ @,, di direzione costante. 

Notiamo che cid accadra certamente sia quando @, @ W, siano co- 
stanti (e cioé i due moti componenti siano uniformi) sia quando , 
e @, abbiano la stessa direzione (cioé gli assi di rotazione dei due 
moti siano coincidenti). Poiche tutto cid si puo ripetere anche quando 
si compongono piw di due moti rotatori ad assi concorrenti in un 
punto (fisso) 2, concludiamo che: 

Pit moti rotatori uniformi intorno ad assi concorrenti in un punto 
si compongono in un moto rotatorio (uniforme) coll asse passante per 
quel punto. 

Pix moti rotatori (anche non uniformi) intorno allo stesso asse si 
compongono in un moto rotatorio (in generale non uniforme) GE 
allo stesso asse. 

Nell’uno e nell’ altro caso la velocita angolare del moto risultante 
é la somma (geometrica) delle velocita angolari dei moti componenti. 


13. DECOMPOSIZIONE DI MOTI ROTATORI. — Viceversa, un qualsiasi 
moto rotatorio di velocita angolare w, si pud decomporre (in infiniti 
modi) in pit moti rotatori. Basta decomporre , in un qualsiasi modo, 
nella somma di piu vettori, ciascwno di direzione costante, e assu- 
mere questi vettori componenti come velocita angolari di altrettanti 
moti rotatori aventi gli assi concorrenti in un punto Q qualsiasi 
dell’asse del moto dato. In particolare, preso sull’ asse del moto dato 
un punto Q e considerati i componenti di m secondo una direzione 
qualsiasi e la giacitura ortogonale, oppure secondo tre direzioni quali 
si vogliano a due a due ortogonali, otterremo la decomposizione del dato 
moto rotatorio in due moti rotatori intorno a due assi concorrenti 
in Q ed ortogonali (di cui uno completamente arbitrario) oppure in 
tre moti rotatori intorno a tre assi per 2 e a due a due ortogonali 
(tutti e tre arbitrari salvo la condizione di mutua ortogonalita). 


§ 5. — Moti rototraslatori, 


14. Dicesi rototrasiatorio ogni moto rigido composto di un moto 
traslatorio e di un moto rotatoric intorno ad un asse fisso. Se t(f) é 
la velocit&’ del moto traslatorio, w(¢) la velocita angolare del moto 
rotatorio ed 2 un punto del suo asse di rotazione, la velocita di un 
punto qualsiasi P nel moto rototraslatorio sara data (nn. 4,6) da 


(15) v=t+o / (P—Q), 
dove (importa ricordarlo) & é@ un punto fisso, i vettori t ed @ di- 
pendono esclusivamente dal tempo, ed w ha direzione fissa. 


ee. 


OT, eT ee ey NOR Meee eae, We 


4 
I 
; 


4-15] _ CINEMATICA DEI SISTEMI RIGIDI- Tl7 


Dalla (15) si pud, in infiniti modi, dedurre per la velocita del 
punto generico P, nel dato moto rototraslatorio, un’ altra espressione 
che, come vedremo, si presenta con ufficio assai significativo nella 
teoria dei moti rigidi generali. 

Scelto un qualsiasi punto O solidale col sistema rigido e indica- 
tane con Up la velocita, che per la (15) sara data da 


(16) %=t-+0 \ (0-9), 


sottragghiamo questa identita membro a membro dalla (15). Otteniamo 
cosi la formula cercata 


(17) v=%+ \ (P—0), 


che presenta una evidente analogia formale colla (15), ma ne diffe- 
risce essenzialmente per la circostanza che il punto O non @é fisso 
qual’era @, bensi solidale col sistema. Ne consegue che la decom- 
posizione messa in luce pel dato moto rototraslatorio dalla (17) é 
sostanzialmente diversa da quella di definizione, espressa dalla (15). 

Invero, mentre anche qui il vettore a, che per la (16) risulta 
puramente temporale e indipendente da P, si pud assumere come 
velocita di un moto traslatorio dell’intero sistema rigido, il prodotto 
vettoriale w /\ (P— O) si puo interpretare come velocita in un moto 
rotatorio soltanto con riferimento ad una terna, rispetto a cui siano 
fissi il punto O e la direzione di w. Tale manifestamente, per la in- 
variabilita di direzione di » rispetto ad Q&y¢, é la terna che ha J’ori- 
gine in O e gli assi paralleli a &, 7, C, e che, percid, si muove con 0 
di moto traslatorio di velocita «. Cosi in base alla (17) il dato moto 
rototraslatorio risulta decomposto in un moto traslatorio di velocita 
v, e¢ in un moto rotatorio di velocita angolare w intorno ad un asse 
trasportato (parallelamente a se stesso) da codesto moto traslatorio 
di velocita v5. 

Una tale decomposizione di un moto rototraslatorio si dira impropria, 
in contrapposto con quella primitiva espressa dalla (15), che si chia- 
mera propria ; ed é manifesto che, al variare del punto O solidale 
col sistema, si ottengono per uno stesso moto rototraslatorio infinite 
decomposizioni improprie diverse. 


15. Inversamente, suppongasi dato un moto che ammetta una de- 
composizione rototraslatoria impropria, rappresentata dalla (17), dove 
UV, ed  designano due quali si vogliono vettori temporali, di cui il 
secondo a direzione fissa. Se ne deduce immediatamente che il moto 
é (in infiniti modi) rototraslatorio (in senso proprio). 

Se, invero, scelto un qualsiasi punto fisso Q, si considera il vet- 


tore 
T= +0 \ (2Q— 0) 
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che risulta puramente temporale, e si sottrae membro a membro 
questa identita dalla (17), si riottiene la (15) che mette in luce pel 
nostro moto una decomposizione rototraslatoria propria. 


16. MOTI ROTOTRASLATORI UNIFORMI OD ELICOIDALI. — Fra i moti 
rototraslatori hanno particolare importanza quelli in cui sono uni- 
formi ambedue i moti componenti (propri) e che, riserbandoci di giu- 
stificar fra poco una tal designazione, chiameremo senz’altro moti 
rototraslatori uniform. 

Questi moti per definizione, sono caratterizzati dalla costanza dei 
due vettori t ed w rispetto alla terna 2&y¢; e avvertiamo sin d’ ora 
che in tal caso, come si vedra al prossimo Cap. (n. 8), risultano pa- 
rimenti costanti rispetto ad assi solidali col sistema mobile i vettori Wp, 
® di ogni decomposizione impropria; e viceversa. 

Qui, per chiarire l andamento del moto, dimostriamo il seguente 
teorema fondamentale: Per ogni moto rototraslatorio uniforme esiste 
una decomposizione propria, in cui la velocita angolare del componente 
rotatorio risulta parallela alla velocita del componente traslatorio. . 

Escludiamo naturalmente, che sia t = 0 (moto rotatorio) od o =0 
(moto traslatorio) o infine che sia @ parallelo a t, nel qual caso 
Vasserto e gia verificato; e decomponiamo * nel componente V se- 
condo la direzione (fissa) di m e nel componente WV" seconde la gia- 
citura ortogonale, talché risulti 


(18) c= V+)", 
con V e V’ costanti, al pari di t, e V’ certamente non nullo. 


Ora é facile dimostrare che, come conseguenza della ortogonalita 
di V’ ed @, esiste un vettore h costante e tale che sia 
(19) Vi=—of\h. 

A tal fine cominciamo coll’ osservare che, per la definizione stessa 
di prodotto vettoriale (Cap. I, n. 22), il moltiplicare vettorialmente a 
sinistra, come in  / V’ , un vettore V’ per un altro vettore w, orto- 
gonale ad esso, equivale a far rotare V’ intorno ad m di un angolo 
retto in verso destro e a moltiplicare la lunghezza per i! tensore « 
di ». Percid, se w/ V’ si moltiplica ancora a sinistra per @, si ot- 
tiene —w?V’' Possiamo dunque scrivere 


V=— 


OA @A\V)=—0\(S AP); 


onde appunto si rileva che il cercato vettore costante /2, soddifacente 
alla (19), € dato da 


1 , 
h=— oAV’. 


py 16 = 


ee 
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oe premesso, ee conto delle (18) e (19) la (15) si potra scrivere 
=V+o/\(P—Q)—o/\h 

ossia, indicando con on il punto Q-+-h, che, par la fissita di Qe la 

costanza di h, risulta pur esso fisso, 

(20) vVv=V+o0/\(P—Q,); 

e di qui si conclude appunto che il dato moto rototraslatorio si pud 

anche ottenere componendo il moto traslatorio uniforme di velocita V 

col moto rotatorio uniforme di velocitaé angolare @, parallela a V, 

intorno all’asse che, in codesta direzione comune ad w e V, passa per 

il punto fisso Q,. 

Notiamo che nella nuova decomposizione (20) la velocita angolare 
del componente rotatorio ¢ la stessa @ che si aveva nella decompo- 
sizione primitiva. 

Inoltre, se t € ortogonale ad @ risulta, nella (18) e quindi nella 
(20), V=0, talché: Componendo con un moto rotatorio uniforme un 
moto traslatorio uniforme di direzione ortogonale all’asse di quello, si 
ottiene un moto rotatorio uniforme avente la stessa velociti angolare, 
intorno ad un asse parallelo al primitivo. 


17. La decomposizione (20), che al n. prec. si @ dimostrata possi 
bile per ogni moto rototraslatorio uniforme, permette senz’ altro di 
riconoscerne |’ andamento. 

Escluso il caso V =0 (moto rotatorio uniforme), la (20) fornisce la 
velocita v di ogni singolo punto P come somma di due vettori V 
ed w/\(P—®,), il primo parallelo ad @ e il secondo ortogonale ad 
esso; cosicché, se pel punto ©, si considerano la retta ¢€ parallela 
ad @ (asse del componente rotatorio) e il piano x ortogonale ad essa, 
codesti due addendi V ed w/\(P—®,) rappresentano le velocita delle 
proiezioni ortogonali Pee P, di P su ¢ e x rispettivamente. Poiché V 
é costante, il moto (rettilineo) di Pyé uniforme; e quanto a Py, la 
cui velocita o /\(P — @;), avendosi 

P—Q, =(P— P;)+ (Pi— Q;) 
con P —P, parallelo ad », si pud scrivere sotto la forma 
w \(P1—~Q); 
esso si muove di moto rotatorio uniforme intorno ad Q, (n. 7): onde ri- 
sulta (IL; § 9) che il moto (risultante) del punto generico P del sistema 
é elicoidale uniforme. 

Questo moto elicoidale @ destro o sinistro, secondo che i due vet- 
tori paralleli V, m hanno o no verso concorde; e il passo della tra- 
iettoria elicoidale, dato per il n. 52 del Cap. II da 27 V’/w, e lo stesso 
per tutti i punti del sistema rigido. Invece la velocita intensiva, 
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(costante per ciascun punto P) varia colla distanza del punto P dal- 
Passe ¢. 

In particolare, i punti che ad un istante qualsiasi, p. es. per <=0, 
giacciono su € definiscono una retta solidale col sistema, che scorre 


S19) 
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rigidamente sulla ¢ con velocita intensiva costante V nel verso di V.- 


In base a queste osservazioni appare giustificato chiamare elicoidale 
ogni moto rototraslatorio uniforme, e il designare col nome di asse 
del moto: elicoidale la retta €, cioé la retta per Q,, che ha la dire- 
zione comune ad @ e a PV. 


18. Per scrivere le equazioni del nostro moto elicoidale scegliamo 
come terna mobile Oxyz, una qualsiasi terna solidale col sistema il 
cui asse 2 sia la retta scorrente su ¢, orientata nel verso di @; e 
come terna fissa @&y5 assumiamo precisamente la posizione assunta 
da Oxyz nell’istante ¢=—0. - 

La componente di @ secondo Q¢ é data allora, in valore e segno, 
da w, mentre quella di V sara uguale a+-V secondo che V ed 
hanno o no verso concorde, cioé (n. prec.) secondo che il moto eli- 
coidale é destro o sinistro. 

Considerate di un punto generico P le proiezioni Pee Py sute 
su €y rispettivamente, avremo che Pr descrive la § con moto uni- 
forme di velocita -+-V: e poiché per ¢=0 si ha €=z2 (come pure 
E=x2, n=y), Vequazione del moto di Pg sara 
(21) Coach Pie 

La proiezione P,, invece, ruota su €y di moto circolare uniforme 
intorno ad Q con velocitad angolare § =w , talché Panomalia 6 dell’ asse 
mobile Ox rispetto a O§ , che deve annullarsi con t, sara data da 0 = wf. 
Percid le equazioni del moto di P, si otterranno ponendo § =ot nelle 
prime due equazioni (14) del n. 9: dopo di che, associando le equa- 
zioni cosi ottenute alla (21), perveniamo alle equazioni del moto eli- 
coidale 

( E=xecosut—ysinwt 
= x sin wt + y cos wt 
C=+Vt+e 


che per V=0 si riducono, com’é naturale, alle (14), ove si ponga 
§=aot. 


§ 6. — Moti rigidi generali. 
19. FORMULE DEL Poisson. — Dopo esserci soffermati a studiare 


‘ tipi particolari pid notevoli di moti rigidi, ritorniamo al problema 
generale posto al § 1. Per determinare la velocitaé di un generico 


. 
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ats Lg in un moto ers qualsiasi, bisognera riprendere, in tutta 
la sua generalita, Pequazione geometrica (n. 1) 
P=0+«t+yjtzek 
e derivarla rispetto al tempo; onde si é condotti a considerare le deri- 
vate rispetto a ¢ dei versori fondamentale mobili ¢, 7, k. Esse sono 
fra loro legate da certe tre equazioni vettoriali, che qui ci proponiamo 
di stabilire. 
Considerando, per fissar le tes la dé/dt, notiamo che, in quanto 
le sue componenti rispetto agli assi mobili sono esprimibili sotto Ja 
forma (Cap. I, n. 20). 


Ee oO Tho 
* TST RT eet 
possiamo porre 
di 
(22) a= (ae <8) 8+ (Ge si+(GEXe) a. 


Ma dalle sei identita esprimenti che i vettori ¢,j, k, sono unitari 
e a due a due ortogonali (I; n. 20) 


‘x<t=1, ~jXj=1, kxk=1; 
Joche= 0, kt 0% ix<j =0 
ai deducono, Ber derivazione rispetto a ¢, le identita 


MU | eee 
ge eg 


ak Digg ds es 
Cig p+ Exh =0, BV eae 


~ onde, tenendo conto della prima e della quinta di queste, la (22) si 


potra scrivere 
dé ue Nie ah NG, 
dt len <i) I— (GX t) F. 


Ma dal fatto che la terna di versori 4,7, & e ortogonale e destra 
risulta (I; n. 22) 
j= kM, k= ihj=—IN4, 
-cosicché alla equazione precedente si potra dare la forma, 
Mt _\ (Bo s)j+ (Gs) et NG 
0 ancora, aggiungendo al secondo membro il termine 
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nullo, 


tb ( (a; dk dé 2 
aa \(Exk) i+ (F xi) i+ (F <5) t A 6. 


i questa la prima delle preannunziate relazioni tra le derivate dei 


-versori fondamentali mobili; ove si ponga 


aa 
(23) o=(F <i) i +(Gxi)i+(Sxa)e, 
essa si pud scrivere 
i ; 
i oe 


Per le d@j/dt, dk /dt varranno relazioni analoghe, che si otterranno 
permutando circolarmente nella precedente i versori ¢, 7, Kh; e poiché 
una tale permutazione lascia inalterato il vettore @, definito dalla 
(23) si ottengono complessivamente le tre equazioni cercate 
a 
Seas 
che si designano sotto il nome di formule del POISSON (7), in quanto 
a lui si debbono le equazioni scalari che da esse si ottengono per 
proiezione sugli assi. 


dj sdk 
(24) =o \4, = OAI, GaHONk;, 


Le componenti sugli assi mobili del vettore m, di cui si vedra ~ 
fra poco importante significato cinematico, si sogliono designare . 


con p, g, 7; cioé si suol porre, tenuto conto della (23), 


= 9 pa Bj, 

ik, at 
(25) jaa xt== xk, 
r i ep ee 

dt dt 


\ 

Notiamo da ultimo che qui si é dato al parametro ¢ da cui di- 

pendono ¢ j, K, il significato di tempo; ma di tale interpretazione 

non si é fatto, nelle precedenti deduzioni, alcun uso; talché le (24) 

valgono per ogni terna di versori a due a due ortogonali e dipen- 
denti da un parametro qualsiasi. 


20. VELOCITA IN UN MOTO RIGIDO GENERALE. — Perivande rispetto 
a t Pequazione geometrica 
P=0+%t+yjizek 


() Stmton Dents Porsson, n. a Pithiviers (Loiret) nel 1781, m. a Parigi 
nel 1840, insegnd Meccanica razionale alla Sorbona e fu tra i pit strenui pro- 
motori di questa disciplina, Le formule ricordate nel testo si trovano nel suo 
elassico Traité de mécanique, Paris, 1831. 


che come prodotto esterno di due vettori parallel. e identicamente 


eee , eee Tee. ee ee 


TT ee, 


oF 


e 8, tenendo conto delle formule del Poisson, otteniamo 
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y 


P=0+0 A\ @i+yj+2k), 


ossia indicando con w(t) e v(t) le velocits P, 0 di P ed O rispet- 
tivamente, e introducendo il vettore P — O di componenti XL, Y, 2 se- 
condo gli assi mobili, 


(26) U=U + /(\ (P— 0). 


E questa dunque IV espressione della velocita di un punto generico 
di un sistema rigido in moto, e giova tener presente che in essa O 
designa un punto qualsiasi del sistema (o solidale con esso) e i vet- 
tori YU», ® rappresentano rispettivamente la velocita di O e il vettore 
definito dalla (23) del n. prec., talché uno e Valtro risultano fun- 
zioni esclusivamente del tempo (0, in particolare, costanti). 

- Inversamente, un’ argomentazione perfettamente analoga a quella 
del n. 7, assicura che se, prefissati ad arbitrio due vettori v9, » in 
funzione del tempo, un sistema di punti si muove in modo che la 
velocita di ciascuno sia esprimibile sotto la forma (26), le mutue di- 
stanze di codesti punti si conservano, durante il moto, inalterate; 
eosicché si tratta di un moto rigido. Si ha cioé che V espressione (26) é 
caratteristica per la velocita dei punti di un moto rigido. 

Cosi, rispetto alla solita terna fissa, un moto rigido risulta deter- 
minato (a meno di opportune condizioni iniziali) quando, prescelto 
nel sistema mobile un punto qualsiasi O, si prefissino, ad arbitrio, i 
vettori puramente temporali v ed wm. Percid questi due vettori di- 
consi vettori caratieristici del moto rigido rispetto al polo o centro di 
riduzione O; e chiamansi caratteristiche del moto, rispetto ad O, le 
componenti secondo gli assi mobili dei due vettori caratteristici VY» ed . 

Gia designammo al n. prec. con pg, g, 7 le componenti di ; se 
indichiamo con uv, v, w quelle di vo, la (26) proiettata sugli assi mo- 
pili da Iuogo alle equazioni scalari, dette di HULERO: 

Uz =u +q2—-T7Y, 
(27) Vy =v -rx—pe, 
Vz, =wtpy— qe. 


Alla loro volta, le u, v, w, in quanto sono le componenti secondo 
gli assi mobili del vettore 7% che secondo gli assi fissi ha le com- 


ponenti @, B, 7, sono date da 
U = Vo Xb = do, + BB+ 71, 
{28) =U XJ = Hy + BBs + Pe, 
w= Vo X= tes + BPy + Ps - 


us 


BON re ahh he et 
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21. DISTRIBUZIONE ISTANTANEA DELLE VELOCITA (ATTO DI MOTO) E 
MOTO ELICOIDALE TANGENTE. — Dei due vettori caratteristici % ed 
di un moto rigido rispetto ad un dato polo O (solidale col sistema 
mobile) il primo ha gia per definizione un significato cinematico pre- - 
ciso come velocita del punto O. L’interpretazione cinematica del se- 
condo risulter’ dalla seguente osservazione. Se indichiamo con 2 ed @ 
—~ Je determinazioni assunte da 2, ed » in un dato istante f, la (26) da 
per la velocita w di un generico punto Pin quell’ istante l espressione 


v=% +o /\ (P— 90), 


onde, ricordando la (i7) del n. 14, si conclude che la distribuzione 
delle velocit& nei vari punti di S nell’ istante ¢ @ quella stessa che 
si avrebbe se il sistema fosse animato da un moto rototraslatorio 
uniforme 0, cid che é lo stesso, elicoidale, decomponibile in senso im- 
proprio nel moto traslatorio di velocit’ ve nel moto rotatorio di 
velocita angolare w, intorno all’asse per Onella direzione di o, traspor- 
tato parallelamente a se stesso con velocita traslatoria Vp. 

Come variano generalmente nel tempo i vettori vw ed q@, varia 
altresi codesto moto elicoidale, che ad ogni singolo istante da luogo 
alla stessa distribuzione di velocita del moto rigido. Percid esso di- 
cesi moto elicoidale tangente al moto rigido nell’ istante considerato. 
Chiamando col Maaal (1) atto di moto la distribuzione istantanea di 
velocita, l’ osservazione precedente si pud enunciare in forma concisa 
dicendo, che ogni atto di moto rigido é elicoidale. 

Risulta da quanto s’é detto che il vettore w é interpretabile istante 
per istante come la velocita angolare del corrispondente moto elicoi- © 
dale tangente: percid si chiama senz’altro velociti angolare del 
moto rigido. La retta passante per O nella direzione di @ (cioé I’ asse 
del componente rotatorio nella decomposizione impropria relativa ad 
O del moto elicoidale tangente) dicesi asse istantaneo di rotazione ri- 
spetto ad O; mentre l’asse del moto elicoidale tangente (pur esso 
parallelo istante per istante ad «) si dice asse di moto (rigido) nel- 
Pistante considerato (?). 

Naturalmente VP asse di moto varia in generale nel tempo, tanto 
rispetto agli assi mobili quanto a quelli fissi; e ad ogni istante é, 
per la sua stessa definizione, il luogo dei punti la cui velocit® é in 
quell’ istante parallela alla determinazione istantanea della velocita 


[il ote 


ot in ii 


F, 
we a ee ee ee oe a ee a? eo ee 


) 


(*) Cfr. Geometria del movimento (Bologna, Zanichelli, 1927), Cap. ILI. 

(7) L’esistenza dell’asse di moto fu segnalata per la prima volta nel 1763 
da GiuL1o Mozzi, n. a Firenze nel 1730, m. ivi nel 1813, letterato e, in tarda 
eta, Ministro di Maria Luisa. Pubblicd un solo lavoro scientifico, in cni 2& 
contenuta Vimportante proprieta cinematica suindicata. 


ie 
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angolare; talché in base alle (27), le sue equazioni, rispetto agli assi 


mobili, sono date da . 
Ut+ge—ry v-+re—pe wtpy—q , 
p f% q a r : 


L’ asse di moto risulta indeterminato in tutti e soli quegli istanti 


»* 


in cui latto di moto rigido é puramente traslatorio. 


22. I] moto istantaneo del sistema S, cioé l’'insieme degli sposta- 
menti elementari dP=vdt che i singoli suoi punti P subiscono dal- 
Pistante generico ¢ all’istante t-+-dt, @ rappresentato, in base alla 
(26), ove si tenga conto che é 7,dt{—d0 e si designi con W il vettore 
infinitesimo odt, dall’ equazione vettoriale 

adP=d0+ Wi (P— 0), 

la quale mette in luce come codesto spostamento risulti dalla com- ‘ 
posizione dello spostamento dO (manifestamente traslatorio come quello 
che é lo stesso per tutti i punti del sistema) e dello spostamento 
w /(P — 0) (di cui é rilevabile direttamente il carattere rotatorio, in 
quanto esso é nullo per tutti i punti della retta passante per O nella 
direzione di W —adt, vale a dire dell’asse istantaneo di rotazione 
relativo al punto 0). 

Lo scalare V =wdt, fornisce istante per istante l’ampiezza della 
rotazione elementare componente. 


\\ 


23. MoDO DI VARIARE DEI VETTORI CARATTERISTICI. — I vettori 
caratteristici Vv), ® sono stati definiti rispetto ad un dato polo o centro 
di riduzione O, talche per un medesimo moto rigido si hanno, cor- 

- rispondentemente alle oo® possibili scelte del polo, altrettante deter- 
minazioni di codesti due vettori. 1 loro significato cinematico permette 
di riconoscere immediatamente come essi variano al variare del polo. 

Tl vettore w, in quanto fornisce istante per istante la velocita an- 
golare del moto elicoidale tangente, ha carattere intrinseco al moto 
rigido dato, talché, se indichiamo con v’,, »' i vettori caratteristici 
rispetto ad un qualsiasi punto 0’, diverso da 0, ma, beninteso, pur 
esso solidale con S, avremo intanto 

oO =O. 

Del resto, questa indipendenza del vettore caratteristico @ dalla 
scelta del polo si pud anche riconoscere direttamente sulla sua espres- 
sione formale (23). A tal fine, mostriamo anzitutto che » non varia, 
quando, mantenendo il polo in O, si cambia I’ orientazione, entro il 
sistema della terna solidale. Invero, se per un momento denotiamo 
con o* la velocita angolare calcolata con riferimento ad una nuova 
terna solidale (avente ancora I’ origine 0), la velocita di un generico 


oe a ee 


punto 'P del sistema 8 é data, gecdnde ohe esso é riferito alla, primi- 
tiva terna solidale o alla nuova, da 


vt +o /\(P—9) 0 a9 + o* \(P—O). 
Eguagliando queste due espressioni di un medesimo vettore, otte- 
niamo I identita 


w \(P — 0) = w* \(P— 9), 
che si pud scrivere 
(@ — w*) \(P— 0)=0,7 


e, dovendo valere per qualsiasi scelta di P, ossia del vettore P—O, 
implica appunto (I; n. 22) 
Or =o. 
Cid premesso, cambiamo il polo, portandolo da O ad O”. Per veri- 
ficare l’effetto sulla velocita angolare », fornita dalla (23), possiamo, 
in base alla osservazione precedente, adottare in O’, senza danno di 
generalita, una qualsiasi terna solidale particolare. Prendiamo pre- 
cisamente quella che ha gli assi paralleli e di verso concorde agli 
assi solidali primitivi. Con cio non variano i versori fondamentali e 
quindi non varia, in base alla (23), nemmeno la velocita angolare . 
Diverso é il comportamento dell’altro vettore caratteristico 25 - 
Invero il nuovo v’, é dato dalla velocita di O’, cosicche, in virth della 
(26) si ha : 
Uo =U +0 /\(O'— 0) =% +(0 — O) Ao. 


Di qui, ricordando il n. 32 del Cap. I, si conclude che 4% vettori 
caratteristicti WM @ Us di un moto rigido, al variare del polo, si compor- 
tano rispettivamente come il risultante e il momento risultante di um 
sistema di vettori applicati al variare del centro di riduzione. 


Percid i risultati ottenuti nel Capitolo I sulla riduzione dei sistemi 
di vettori applicati forniscono immediatamente altrettante proposizioni 
relative agli atti di moto rigido. . 

Cosi l’asse centrale del sistema di vettori, come luogo dei punti, 
in cui il momento risultante é parallelo al risultante, d& in questo 
caso l’asse del moto elicoidale tangente, cioé l’asse del moto rigido, 
che vien cosi ritrovato per una nuova via. 

La velocita traslatoria lungo Yasse di moto é data dal momento 
minimo del sistema di vettori applicati (n. 36 del Cap. I) 


Vy >< @ __ up + ug + wr 
ogee 
Infine l annullarsi in un dato istante del trinomio invariante 
Uo <O=up +rvg+ur=0 


o- 7% 
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fornisce la condizione necessaria e sufficiente, affinché in quell’ istante. 
si annulli o Ja velocita angolare o la velocité di traslazione lungo 
Passe di moto: cioé la condizione suindicata caratterizza gli istanti, 
in cui l’atto di moto rigido @ puramente traslatorio o puramente 
rotatorio. 


24. MOTI RIGIDI CON UN PUNTO FISSO 0 PARALLELI AD UNA GIACITURA 
FIssa. — E agevole dimostrare che per entrambi questi tipi di moti 
si annulla identicamente, cioé per tutta la durata del moto, il trino- 
mio invariante Vo XO. 


Infatti nel caso di un moto rigido con un punto fisso, basta pren- 


dere questo punto come centro di riduzione perché sia fenticaierae 
Vo = Ve quindi % <= 0. Poiché si pud supporre che la velocité ango- 
lare o non sia identicamente nulla (il che, insieme con la condizione 
U,y= 0, implicherebbe uno stato di quiete) si ha per l’osservazione finale 
del n. prec. che, ad ogni istante della durata del moto, Vatto di moto 
é puramente rotatorio intorno ad un asse per O, che naturalmente, 
variera in generale da istante ad istante. 

Si consideri in secondo luogo un moto rigido parallelo ad una gia- 
citura fissa, quale si pud realizzare costringendo un piano p solidale 
col sistema rigido a muoversi su di un piano 7 fisso, Se i piani 7 e p 
si assumono come piani di riferimento €, e xy rispettivamente, il 
versore & si mantiene costante (in quanto risulta sempre ortogonale al 
piano &y) cosicché, per le (25) del n. 19, si ha 


p=4=9; 


cioé la velocita angolare w é pur essa costantemente ortogonale a Ey. 
Poiché d’altra parte la velocita av del polo, al pari di quella di ogni 
altro punto del sistema mobile, si conserva parallela a codesto stesso 
piano 7, si conclude che il trinomio invariante U)<@ é identica- 
mente nullo e percid ogni atto del nostro moto é o puramente trasia 
torio (parallelamente al piano Ey) 0 puramente rotatorio (intorno ad 
un asse ortogonale a codesto piano). 
Su questo tipo di moti torneremo pit diffusamente nel Cap. V. 


CaPiITOoLo IV. 


MOTI RELATIVI E APPLICAZIONI AI MOTI RIGIDI. 


§ 1. - Generalita. 


1. Nei due Cap. prec. abbiamo studiato il moto di un punto o di 
un sistema rigido rispetto ad una determinata terna di riferimento 
Qo. Se il moto si riferisce ad una terna diversa, ne mutano in gene- 
rale gli aspetti; ed é@ a priori manifesto come importi determinare in 
qual modo i caratteri cinematici dipendano dalla scelta del riferi- 
mento. 

IJ caso in cui la nuova terna sia immobile rispetto alla terna pri- 
mitiva é gia stato considerato al n. 14 del Cap. IT; esi é visto che, 
con un tale cambiamento, puramente geometrico, di coordinate, la 
velocita e l’accelerazione di ogni singolo punto restano intrinsecamente 
invariate, in quanto le rispettive componenti variano cogrediente- 
mente alle coordinate del punto mobile. 

Ben diverse circostanze si presentano nel caso cinematicamente 
pit importante, in cui la nuova terna sia in moto rispetto alla primi- 
tivae che qui appunto ci proponiamo di studiare. Riferendoci dapprima 
ad un unico punto P in moto rispetto ad una terna QEyo, e consi- 
derando una seconda terna Oxvyz mobile rispetto alla prima, avremo 
che P si movera anche rispetto alla seconda terna; e qui dobbiamo 
indagare le relazioni che, istante per istante, intercedono fra i carat- 
teri cinematici dei due moti simultanei di P rispetto alle due terne. 
Si pud dire, in altre parole, che si tratta di studiare le relazioni inter- 
cedenti fra gli aspetti, che il moto di un punto presenta a due diversi 
osservatori, ’ uno in moto rispetto all’ altro. 

Per pura comodita di locuzione, designamo come fissa la terna QEyt 
e come mobile la terna Oxyz: e, nel medesimo senso convenzionale, 
chiamiamo assoluto il moto di P rispetto alla terna fissa, relative 
quello rispetto alla terna mobile. Infine diciamo moto di trascinamento 


; 
3 


LAT. E APPLIC. AI MOTI RIGIDI 
il moto rigido della terna mobile Oxyz (e di tutti i punti solidali con 
essa) rispetto alla terna fissa. 

Designate con €, y, € e x, y, 2 le coordinate di P rispetto alle due | 
terne ordinatamente, avremo che tanto le une quanto le altre varie- 
ranno, durante il moto, in funzione del tempo. Se sono date le equa- 
zioni del moto relativo di P 


(1) x= x(t), y=y(t), 2=2(t), 

e di piu supponiamo assegnato il moto di trascinamento mediante le 
funzioni vettoriali O(¢), é(t), j(t), k(t), dove 4, j, & designano al solito 
i versori fondamentali della terna mobile Oxyz, il moto assoluto di P 
€ rappresentato dall’equazione geometrica 

(2) P= 0+ «i+yj+2k, 

dove le x, y, 2 denotano precisamente le funzioni (1). Notiamo che 
_ quest’equazione si ridurrebbe alla (1) del n. 1 del Cap. prec., se il 
punto P fosse immobile rispetto alla terna Oxyz, cioé se il moto rela- 
tivo (1) si riducesse alla quiete (relativa), 0, in altre parole, restas- 
sero costanti le x, y, 2. 

Proiettando la (2) sugli assi fissi, si ottengono le equazioni del 
moto assoluto, le quali si presentano sotto la stessa forma delle (2) 
‘del Cap. prec., salva l’essenziale circostanza or ora accennata che qui 
le x, y, 2 vanno interpretate come funzioni del tempo, date dalle (1). 

Si ha cosi la determinazione esplicita del moto assoluto, quando 

. siano dati il moto relativo e quello di trascinamento. Viceversa, basta 
invertire, nella (2) o nelle sue componenti scalari, )’ ufficio delle due 
terne per trarne la determinazione del moto relativo, quando sia dato, 
oltre il moto di trascinamento, quello assoluto. 


§ 2. — Velocita assoluta, relativa e di trascinamento. 


2. In accordo colle locuzioni fissate al n. prec., distingueremo la 
-velocita e Vaccelerazione di P rispetto alla terna fissa da quelle 
vispetto alla terna mobile, chiamando assolute le prime, relative le 
‘seconde e designandole rispettivamente con 

: Va, Aa © Uy, Gy. 

I vettori v, ed @, sono dati per definizione, da dP/dt e d?P/dt*, 
ove, beninteso, la variabilita di P si riferisca alla terna fissa Q€y{; 
mentre la velocit& e I’ accelerazione relative v, ed @, dipendono daila 
variabilita di P rispetto alla terna mobile e hanno per componenti 
rigspetto ad essa le derivate prime e seconde 
delle funzioni (1). 
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Cid premesso, derivando la (2) rispetto a ¢, si deduce per la velo- 

cita assoluta l’ espressione 

dP «ao dt dj 
(3) Gilad t alae 
dove, al secondo membro, il trinomio #¢+-yj+-2k, 6 appunto la 
velocita relativa v,, mentre il quadrinomic 

do dé dj dhe 

(4) att atl gt a 
fornisce istante per istante la velocita, da cui, nel moto di trascina- 
mento, risulta animato, rispetto alla terna fissa, quel punto solidale 
colla Oxyz, in cui viene a trovarsi in quell’istante il punto P. Cid 
si vede nel modo pil evidente applicando alla (3) Vipotesi che nel- 
Vistante ¢, improvvisamente, il punto P si arresti nel suo moto (rela- 
tivo) rispetto ad Oxyz e si lasci semplicemente trascinare da questa 
terna, giacché allora, annullandosi la v,, il secondo membro della (3) 
si riduce alla sola (4). Designando la (4) col nome di velocita di tra- 
scinamento (della posizione istantanea di P nell’ istante considerato) e 
indicandola con v., possiamo scrivere la (3) sotto la forma 
(5) Vg = Ur +U53 
e concludiamo che ad ogni istante la velocita assoluta di un punto é 
la risultante della sua velocita relativa e della simultanea sua velocite 
di trascinamento. 

Questo risultato risponde ad una veduta direttamente intuitiva, 
perché, se, ad es., un viaggiatore passeggia nel corridoio di un treno, 
appare naturale di valutare, istante per istante, la velocita del viag- 
giatore rispetto alla circostante campagna, come la risultante della 
sua velocita rispetto al treno, e della simultanea velocita del treno. 

Per questo suo carattere intuitivo il precedente teorema fu un 
tempo assunto come postulato, talché ancora oggi conserva il nome 
di principio dei moti relativi o del parallelogramma delle velocita. Ma 
come si € visto, si tratta di una conseguenza logica delle premesse 
generali, la quale non involge alcun nuovo postulato. 


dhe 


eis air « ae 
+ 2 dt +HO41YJ 42K, 


§ 3. - Teorema del Coriolis. 


3. Una ulteriore derivazione della (3) rispetto al tempo fornisce 

per Paccelerazione assoluta I’ espressione 

MAPS. a0 as 25 2h 
© gaa ae t? ge tl gat? ga Heit Uj tak + 
OE = 1 gO Sate 
es aise < z) 3 
dove, al secondo membro, il trinomio 

HELI + Eh 


eye: 
\ 
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rappresenta 1’ accelerazione relativa @,, mentre il quadrinomio 


i d? 0 (aD aj k 

det? Ge TY Gat? ae 
é, nello stesso senso dato a tale locuzione nel caso della velocita, 
DP accelerazione di trascinamento, che designeremo con a. . Resta infine 


il doppio del vettore 


. di aj ak 
(7) ted Ss oat Pr cgE 
che dipende tanto dal moto relativo quanto da quello di trascina- 
mento e prende il nome di accelerazione complementare o centrifuga 
composta. Denotandola con @,, la (6) si pud scrivere 
(8) hy = Ay + A, + 24,, 
e si conclude: L’ accelerazione assoluta é ad ogni istante la risultante 
della accelerazione relativa, dell’ accelerazione di trascinamento e del 
doppio delVaccelerazione complementare (teorema del CorRIOLIs) (?). 

L’ accelerazione complementare non ha un significato cinematico 
immediato, ma assume una forma espressiva e adatta alle applica- 
zioni se si introduce la velocita angolare del moto (rigido) di tra- 
scinamento. In base alle formule del Poisson (Cap. prec., n. 19) Pespres- 
sione (7) di @, si pud scrivere 

w /\(%t + yj + 2k), 


talché si conclude 
; a, = /\V,. 

Poiche ad ogni istante il vettore w dala direzione dell’asse di moto della 
terna Oxyz, risulta di qui che l’accelerazione é sempre ortogonale al- 
V’asse del moto di trascinamento e alla velocita relativa, e si annulla: 
1) quando la velocita relativa risulta parallela all’ asse del moto di tra- 
scinamento; 2) quando wv, =—0 (istante di arresto nel moto relativo); 
3) quando w = 0 (atto di moto di trascinamento puramente traslatorio). 


4. MOTI DI TRASCINAMENTO PARTICOLARI. — @) Se il moto di tra- 
scinamento é traslatorio, tutti i punti solidali colla terna mobile Oxyz 
hanno ad ogni istante la stessa velocita e la stessa accelerazione 
(Cap. prec., n. 4), talché la velocita e la accelerazione di trascinamento 
si riducono a due vettori puramente temporali, che si possono iden- 
tificare colla velocita a(t) e coll’ accelerazione @,(t) dell’ origine 0. 
Poiché si mantiene costantemente nulla la velocita angolare w della 
terna mobile, é pur nulla identicamente l’accelerazione complementare 
(n. prec.): e si conclude, in base alle (5), (8), 

Uq = Ur + 5 hy = A, + Ay , 


() Gustave GasPaRD CoRIOLIS, n. a Parigi nel 1792, m. ivi nel 1843. Il suo 
espressivo enuncijato si trova inserito in una memoria del « Journal de l’Ecole 
Polytecnique (1836) ». Egli fu direttore di questa Scuola (per la parte scientifica). 
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dove i vettori a secondo membro dipendono tutti esclusivamente dal 
tempo. 

b) Supponiamo, in secondo luogo, che il moto di idacition sues 
sia rotatorio uniforme di velocita costante . 

Se come origine O della terna mobile si prende un punto (fisso) 
dell’asse e si designa al solito con Q la proiezione ortogonale di P 
sull’asse, la velocita e l’accelerazione di trascinamento sono date 
(UI, nn. 6, 8) da 

v,=o/\(P— 0), a, = — w?(P—Q), 
cosicché pel moto assoluto si avra, in base alle (5), (8), 
(9). Ug=U,p+0\(P—O0), G&=a,—o(P— Q)4+20A0,. 
Di qui, se si assume come asse 2 della terna mobile l’asse di rota- 
zione, orientato nel verso di 0), si deducono per le componenti di v, 
ed a@, secondo gli assi mobili le espressioni 


Yaa =L— OY, da'e =X — wx — 20g, 
Valy=Y +e, Aa'y = Y¥ — wy + 20a, 
] Vale = 23 Aa'z = B, 


c) Se infine il moto di trascinamento é elicoidale uniforme e Vorigine 

O della terna mobile si assume sul relativo asse di moto, abbiamo 
i =U to\(P—0), a,=—w(P—Q), 

dove la velocita (costante) v di O ha la stessa direzione della velo- 
- cita angolare. Di qui per la velocité assoluta risulta I’ espressione 
(10) Ug= Vr ++ 0/A\(P— 0), 
mentre per l’accelerazione assoluta vale ancora l’espressione (9), pocanzi 
ottenuta nel caso del moto di trascinamento rotatorio uniforme. Cid 
appare ben naturale se si osserva che la velocita (10) differisce sol- 
tanto per l’addendo costante v% dalla (9) corrispondente al caso 8). 


§ 4. - Moto di un sistema rigido 
rispetto a due riferimenti mobili fra loro. 


5. Le nozioni di moto assoluto, relativo e di trascinamento, intro- 
dotte e studiate nei §§ prec. per il caso di un solo punto mobile, si 
estendono ovviamente a sistemi quali si vogliano di punti in mote, 
in particolare ai sistemi rigidi, In ogni caso varranno ad ogni istante 
e per ogni punto del sistema il principio dei moti relativi (n. 2) e la 
regola del CoRIOLIS (n. 3); e nell’insieme delle equazioni (5), (8), va- 
lide per tutti i punti del sistema, si ha quanto basta per determinare 
la distribuzione delle velocita e delle accelerazioni. 

Limitiamoci qui ad alcune osservazioni sul caso, in cui si rife- 
risca a due terne Q&yt, Oxyz, mobili l’una rispetto all’altra, il moto 
di un dato sistema vigido S. 
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Pel principio dei moti relativi la velocit’& assoluta UV, di ogni sin- 
golo punto P di S si ottiene, istante per istante, sommando geome- 
tricamente due velocita v, e v,, come nella composizione di due dati 
moti (III, n. 10). Tuttavia i due casi non vanno confusi; giacché 
nel. moto composto Ia velocita di P era la risultante delle velocita 
che al medesimo punto P competevano in certi due moti definiti in 
uno stesso intervallo di tempo. Qui invece, mentre la velocita relativa 
v, corrisponde ad un effettivo moto del punto P, la velocita uw, di tra- 
scinamento riflette un moto non del punto stesso, bens) di quel punto soli- 
dale colla terna Oxyz pel quale P si trova istantaneamente a pasgsare. 

La differenza fra i due casi riesce evidente se si considera un qual- 
siasi moto rototraslatorio, in quanto esso pud riguardarsi tanto come 
un moto composto, quanto come un moto generato per trascinamento. 

Invero, mentre |’ espressione della velocita (15) del n. 14 del Cap. ILI, 

cioe la 

v=t+o /\ (P—Q), 
traduce semplicemente la decomponibilita del moto in un moto tra- 
slatorio e in uno rotatorio, l altra espressione (17) che dicemmo otte- 
nuta per decomposizione impropria del moto, cioe la 

v=% +o \ (P—9O), 
pud essere interpretata come Ja rappresentazione delle velocita asso- 
lute dei punti di un sistema rigido, il quale, rispetto ad una terna 
Oxyz, animata da moto traslatorio di velocita UW, si muova con moto 
rotatorio di velocita angolare w intorno all’asse, solidale con Oxyz, 
che passa per O ed é parallelo ad . 

Giova per altro notare che cid vale in quanto si consideri il moto 
assoluto in un intervallo finito di tempo; ma se ci limitiamo a con- 
siderare un solo istante ¢, abbiamo dalla (5) che ogni aito di moto 
assoluto si ottiene componendo i due atti simultanet di moto relativo e 
di moto di trascinamento. 


§ 5. — Derivata vettoriale rispetto ad assi in moto. 


6. I risultati stabiliti nei §§ prec. trovano larghe ed eleganti ap- 
plicazioni nella discussione dei problemi di Cinematica, in quanto 
gran parte di questi si possono ricondurre a problemi di moto rela- 
tivo, nel senso dato a questa parola nel presente Capitolo. Qui ci li- 
miteremo a dare un esempio di tal genere di considerazioni. 

Se un vettore w(t), funzione del tempo (0 di qualsiasi altro pa- 
rametro) é riferito ad una certa terna Qy(, resta definita la derivata 
vettoriale di v, come quel vettore che ha per componenti rispetto a 
codesta terna Je derivate delle componenti vz, Un , v¢ 5 di 2; e€ sap- 
piamo che codesta derivata non varia, se il vettore wv si riferisce, 
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anziché alla Q&y%, ad un’altra terna Oxyz, solidale con la primi- | 
tiva. Essa varia invece, generalmente, se le due terne, cui si riferi- 
sce il vettore,sono in moto l’una rispetto all’altra; e qui intendiamo 
appunto di determinare, in base alla teoria del moto relativo, come P 
codesta derivata dipenda dalla terna di riferimento. Denotando con 
d,v/dt la derivata (assoluta) di w rispetto alla terna QEyZ, che 
anche qui, per comodit& di locuzione, chiameremo fissa, e con du/dt 
0, @ la derivata (relativa) di a rispetto alla terza terna mobile Oxyz, 
introduciamo come ausiliare una terza terna O2,¥,2,, avente I ori- 
gine comune colla terna mobile e gli assi paralleli e di senso con- 
corde agli assi fissi. Qualunque sia il moto di O, le componenti di v 
rispetto ad Q=y% e ad O2,y,2, sono ordinatamente identiche, talché 
non differiranno le derivate di a, calcolate rispetto a codeste due 
terne. In altre parole, per calcolare la d,a/dt potremo riferirci, an- 
ziché alla Q&y%, alla terna ausiliare Ox, y; 23. 

Cio posto, se il vettore wv si immagina applicato in 0, il rispettivo 
estremo libero P si movera, generalmente, rispetto ad entrambe le 
terne O2, 4,2, ed Oxyz; e precisamente il moto di P rispetto ad 
Ox, Y,2, Si potra considerare come un moto assoluto, generato dal 
moto di trascinamento della terna Oxyz rispetto ad Ov, 27,2,, che 
qui si assumera come fissa, e dal moto relativo di P rispetto ad 
Oxyz. Poiché le coordinate di P rispetto ad Ox, y,2, e Oxyz sono 
ordinatamente v, %, %, © Vr, Vy, Vz, i due vettori d,v/dt, dv/dt 
non sono altro che le velocita assoluta e relativa di P; mentre se » de- 
signa la velocité angolare della terna Ox yz rispetto alla Ox, y,2,, 0, 
cid che € lo stesso, alla Q&yZ, la velocita di trascinamento é data, 
in quanto le origini delle due terne costantemente coincidono, da 

o \ (P— 0)=0 Av; 
onde, applicando il teorema dei moti relativi (n. 2), si ottiene fra le 
due derivate di wv la relazione 

AyWU adv 
(11) i Se y NS Be 

Si rileva di qui che le due derivate coincidono sempre e solo 
quando si annulla » /\ v, cioé quando wv é parallelo all’ asse di moto 
della terna mobile o quando (annullandosi w) il moto della terna mo- 
bile é puramente traslatorio. 


7. La (11) cosi ottenuta é€ una formula particolarmente notevole 
e nel seguito avremo occasione di applicarla pitt volte. Qui intanto 
deduciamone qualche conseguenza immediata. 

Applicandola, anzitutto, alla velocita angolare w, si ottiene 


ad, dw 
2 <_ = —; 
(2) Citi POL 


“qv 


a ae 
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cioe nel moto di un sistema rigido la velocita angolare ha la stessa de- 
rivata (accelerazione angolare) rispetto alla terna fissa e a quella so- 
lidale col sistema. 

Cosi tenendo conto dell’ identita 

O=wverso — 

e osservando che la derivata di uno scalare @ manifestamente indi- 
pendente dalla terna di riferimento, deduciamo dalla (12) 
d, vers@ . dvers 

din Rear 


4 


-onde risulta che queste due derivate si annullano insieme; cioé, se, 


durante il moto di un sistema rigido, V asse di moto ha direzione fissu 
entro WU sistema, ha pur direzione fissa nello spazio e viceversa. 


8. Mostriamo, in secondo luogo, che la (11) del n. 6 permette di 
dimostrare il teorema gia enunciato ed applicato al n. 16 del Cap. 
prec.: Ogni moto elicoidale wniforme ha, per ogni possibile centro di 
viduzione, vettori caratteristict costanti rispetto agli assi mobili. 

Designate al solito con t ed @ le velocita componenti di un moto 
rototraslatorio, e con 29, ® i corrispondenti vettori caratteristici (ri- 
spetto ad un qualsiasi polo OQ), rileviamo anzitutto dalla (12) del n. 
prec. che, se » é costante rispetto alla terna fissa, tale risulta altres} 
rispetto alla terna mobile e viceversa. 

Quanto poi a t e Up, ricordando che essi sono legati dalla rela- 
zione (n. 14 del Cap. prec). 

Uy =t+o /\ (0 —Q), 
e derivando rispetto a ¢, con riferimento alla terna fissa, si ricava, 
nella ipotesi della costanza di o, 
AyV Ayt yO dye 
we ge ek ca ag <P ON Me 
Ma la (11), applicata a v%, fornisce 
Ayo AN 


Gea ge ae 
onde, confrontando colla equazione precedente, si conclude 
avy Ayr 
Rival? 


si ha cioé che se @ é costante (pel n. prec. é indifferente supporre 
questa costanza rispetto alla terna fissa o a quella mobile) la deri- 
vata di v, rispetto agli assi mobili e quella di 7 rispetto agli assi 
fissi coincidono, talché l’annullarsi dell’ una implica lV annullarsi del- 


V altra. 


CAPITOLO V. / 


MOTI RIGIDI PIANI. 


§ 1. - Generalita - Teorema di Eulero 
e centro istantaneo di rotazione. 


1. Riprendiamo a considerare i moti di un sistema rigido S pa- 
ralleli ad una data giacitura (solidale col riferimento che conven- 
zionalmente chiamiamo fisso) (III, n. 24). Osservammo gia che un 
tal moto si realizza, imponendo ad un piano 7, solidale col sistema 
mobile S, di muoversi su di un piano 7 fisso. Considerato in S un 
punto P fuori di py e designata con P, la sua proiezione ortogonale 
su 7m, avremo che, durante il moto, il vettore P— P, , per la condizione 
di rigidita, si manterra, oltreché costante di lunghezza, ortogonale a 7 
(e al piano sovrapposto p), cosicché si movera in un piano parailelo 
a m, descrivendo una traiettoria congruente e parallela a quella di P,, 
con la stessa legge oraria. Imsomma nel moto considerato ogni piano 
parallelo a p (e solidale con S) si muove su se stesso; e su codesti 
cc! piani paralleli il moto presenta istante per istante i medesimi ca- 
ratteri cinematici, cosicché potremo limitarci a studiare i moti rigidi 
di un solo piano su se stesso 0 moti rigidi piani. 

Dato Vinteresse che tali moti presentano anche per le applicazioni, 
qui non ne dedurremo le proprieta dai teoremi generali sui moti rigidi 
(Cap. III e IV), ma svolgeremo alcune considerazioni elementari che 
permettono di stabilirne la teoria in modo diretto ed autonomo. 


2. La circostanza assodata al n. 24 del Cap. III che un moto rigido 
parallelo ad una giacitura fissa presenta ad ogni istante un atto di 
moto rotatorio (intorno ad un asse perpendicolare alla giacitura pre- 
fissata) o traslatorio (in una direzione parallela a codesta giacitura) 
implica che ogni atto di moto rigido piano @ puramente rotatorio 
(intorno ad un punto del piano) o traslatorio (sul piano stesso). 

Ridimostriamo questo importante risultato per via diretta ed ele- 
mentare; al quale scopo convien premettere un teorema relativo 
agli spostamenti finiti. Fissiamo V’attenzione sulle posizioni assunte 
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dal piano mobile y sul piano di riferimento m in due diversi istanti 
quali si vogliano ¢ e ¢-+ At. Dall’una all’ altra di codeste due posi- 
zioni il piano p sara passato con un certo moto continuo; ma vogliamo 
far vedere, che, ove si prescinda dalle circostanze cinematiche relative 
agli istanti compresi fra ¢ e ¢-+-At, si pud sempre far passare il piano. 
p dalla prima alla seconda delle posizioni prefissate con una rotazione 
0, in casi particolari, con una traslazione (rettilinea); si tratta, cioé, 
di stabilire il teorema di EULERO: Ogni spostamento rigido di un 
piano su se stesso é attuabile con una certa rotazione 0, in particolare, 
con una certa traslazione (rettilinea). 

Cid va inteso in senso puramente geometrico, perché rimane inde- 
terminata la legge temporale di codesta rotazione o traslazione. 

Per dimostrare il teorema or ora enunciato occorre anzitutto indivi- 
duare geometricamente, l’una rispetto all’altra, le due posizioni con- 
siderate di p su m. Se-A e B sono le posizioni occupate su 7m ini- 
zialmente da certi due punti di p, basta conoscerne su 7 le posizioni 
finali A’ e B’ (che per la rigidita debbono essere tali che A’B’ = AB) 
-perchée risulti individuata la posizione finale dell’ intero piano. Invero 
se C é la posizione inizialmente occupata su m da un qualsiasi punto 
di , esso alla fine dovra assumere la posizione C’ tale che la terna 
A’B'C’ (triangolare o allineata) risulti direttamente uguale ad ABC. 

Discende di qui che ogni moto che porti la coppia di punti A, B 
in A’, B’ fa passare l’intero piano p dalla prima alla seconda delle 
posizioni prefissate. 

Ora, se per caso A’ coincide con A, basta a tale scopo la rota-~ 
zione di centro A = A’ e di ampiezza BAB’. 


Escluso questo caso, cioe supposto A’ distinto aT 
da A, scegliamo come secondo punto su p quello Boe 
la cui posizione iniziale B coincide precisamente oe 
con A’. La sua posizione finale B’, perlacondi- 4-40  # 


zione A’B’ = AB, giacera sulla circonferenza di 

centro A’=B e di raggio BA; e necessariamente dovra presentarsi 
Yuna o l’altra delle seguenti tre circostanze, che partitamente di- 
scuteremo: 

a) B’ non giace sulla retta AA’. Detto O il 
punto di intersezione degli assi di 4A’, BB’ (cioeé 
delle perpendicolari nei rispettivi punti medi H, A’) 
la coppia A, B si porta in A’, B’ mediante la rota- 
zione di centro O e ampiezza HOH’. 


A Cages b) B’ é allineato con A e PB e coincide con A 
In tal caso, basta al nostro scopo far rotare (eres 
il piano di 180° intorno al punto medio di Ad’ 4-4” AB 


(e di BB’). 
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c) Se, infine, B’ @ sul prolungamento di AA’ (simmetrico di A 
rispetto ad A’=B) la coppia A, B si 


A A'=4 # porta in A’, B’ colla fedminaione rap- 


presentata dal segmento orientato AA’. 

Stabilito cosi il teorema di EULERO, osserviamo che dalla dimo- 
strazione stessa discende che, quando lo spostamento é attuabile con 
una rotazione, pel centro di questa passa l’asse del segmento che con- 


giunge le posizioni iniziale e finale di ogni punto del piano mobile. 


Notiamo, infine, che il caso c¢) della traslazione si pud riguardare 
come limite di quello della rotazione, immaginando che il centro di 
questa siasi allontanato all’infinito (in direzione ortogonale a quella 
della traslazione). 


3. Cid premesso, riferiamoci ad un dato moto rigide di p su se 
stesso; e in un intervallo di tempo da ¢ a ¢+-At, appartenente alla 


~durata del moto, consideriamo simultaneamente il moto effettivo e il 


moto fittizio, rotatorio o traslatorio (supposto ad es. uniforme) che pro- 
duce su p lo stesso spostamento finale del primo. Se, tenuto fisso ¢, fac- 
ciamo tendere A¢ allo zero, il moto fittizio variera daistante ad istante: 
ma al limite tendera ad un certo moto infinitesimo, rotatorio 0 trasla- 
torio, che, in quanto produce su ogni punto A di p Jo stesso spostamento 
(infinitesimo) @A del moto effettivo, non é altro che il moto elemen- 
tare effettivo nel tempuscolo da ¢ a t+ dt. Resta cosi dimostrato che 


oy 


ogni atto di moto rigido piano é rotatorio o, in particolare, traslatorio. 


4, In ogni istante, in cui l’atto di moto é rotatorio, il centro 1 
della rotazione elementare (limite del centro O della rotazione finita 
fittizia) dicesi centro (istantaneo) di rotazione o polo del moto rigido 
nelVistante considerato; ed @ l’analogo nel piano dell’asse di moto 
rigido nello spazio (III, n. 21). Se poi Vatto di moto @ traslatorio, 
il centro si pud immaginare all’ infinito (in direzione ortogonale alla 
traslazione infinitesima). 

Poiche, in un generico Af, il centro del moto rotatorio fittizio é co- 
mune agli assi degli spostamenti finiti A’ — A dei singoli punti A di p, 
si ha, passando al limite, il teorema dello CHAsLES (4): In un moto 
rigide piano, ad ogni istante le normali nei singoli punti del piano 
mobile alle rispettive traiettorie passano pel centro istantaneo di rota- 
zione, oppure, se l’atto di moto é traslatorio, sono parallele. 

HK, in base alle osservazioni del n. 6 del Cap. If, nel primo caso 


(4) MicHELe Cuasues, n. a Epernon (Eure et Loir) nel 1793, m. ivi nel 1880, 
fu professore di Geometria superiore all’ Universita di Parigi, e coltivd anche 
la storia delle matematiche. 


nT ae ee ne 
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la velocita dei singoli punti A del piano mobile sono, ad ogni istante, 
ortogonali alle loro congiungenti AI col centro istantaneo di rotazione é, 
scalarmente, proporzionali alle rispettive distanze da I. 

Cosi, in particolare, in ogni atto di moto rotatorio il centro istan- 
taneo di rotazione @ caratterizzato sul piano mobile come I unico 
punto J che abbia velocita nulla; mentre ben sappiamo che in ogni 
atto di moto traslatorio tutti i punti del piano mobile hanno velocita 
equipollenti. 


§ 2. - Traiettorie polari. 


5. RULLETTA E BASE. — Se durante il moto rigido di p su 7 vi 
sono degli intervalli di tempo, in cui l’atto di moto é ad ogni istante 
traslatorio (cioé il centro istantaneo di rotazione é@ costantemente a 
distanza infinita) il moto, in ciascuno di codesti tratti di tempo, si 
mantiene traslatorio. 

In ognuno degli intervalli di tempo residui, il centro istantaneo 
di rotazione potra allontanarsi all’ infinito solo in istanti isolati, talehé 
VY intera durata del moto potra immaginarsi suddivisa in un certo 
numero di tratti di tempo, in ciascuno dei quali il moto o é costan- 
temente traslatorio oppure presenta ad ogni istante (salvo agli istanti 
estremi) un atto di moto rotatorio. 

Riferendoci ad un intervallo di tempo di quest’ ultima specie, 
avremo che ad ogni istante il piano mobile ammette su ~™ un certo 
determinato centro di rotazione o polo che, al trascorrere del tempo, 
variera di posizione tanto su =, quanto su , descrivendo su codesti 
due piani rispettivamente certe due curve 4 ed /, che chiamansi tra- 
iettorie polari.. Pit precisamente la curva i descritta sul piano fisso 
dicesi base, mentre la / solidale col piano mobile si chiama rulletta. 


6. L’importanza della considerazione delle due traiettorie polari 
risulta dal fatto che: Durante il moto, la rulletta rotola, senza stri- 
sciare, sulla base. 

Questo teorema si dimostra ricorrendo alla considerazione di un 
moto relativo fittizio. 

La rulletta e la base hanno comune ad ogni istante il rispettivo 
polo J. Consideriamo il moto sul piano mobile » del punto che istante 
per istante occupa Ja posizione del polo J e che, percio, ha come 
traiettoria su p la rulletta 7. Questa rulletta, in quanto é solidale 
con p viene trascinata da questo piano nel suo dato moto rigido sul 
piano fisso m; onde il moto di J rispetto a m si pud riguardare come 
un moto assoluto, definito dal moto dato di p, quale moto di trasci- 
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namento, e dal moto di J Iungo la rulletta, quale moto relativo; e 
in codesto moto assoluto la traiettoria di J su x é appunto la base A. 
Indicando allora con v,, U, la velocité assoluta e relativa di I (cioé 
le sue velocita rispetto a m e a p), le quali risultano tangenti rispet- 
tivamente a A e ad 1, avremo senz’altro, pel principio dei moti rela- 
tivi (n. 2 del Cap. prec.), 

(1) Vag= Vr, 

in quanto la velocitaé di trascinamento, cioé la velocita rispetto a x 
della posizione occupata istantaneamente da J su p (polo istantaneo) 
é costantemente nulla (n. 4). E la (1) ci assicura appunto che le due 
traiettorie polari hanno ad ogni istante nel punto comune la mede- 
sima tangente; e di pil, in quanto dalla identita delle due velocita 
discende quella dei rispettivi spostamenti elementari, rotolano lV una 
sullaltra senza strisciare. 

Resta dunque stabilito che ogni moto rigido piano, quando non 
sia traslatorio, é attuabile mediante il rotolamento di ana curva so- 
lidale col piano mobile (rulletta) su di una curva fissa (base). 

Notiamo, infine, che, per la natura relativa del moto, quando é 
definito un moto rigido di un piano p su di un piano 7, resta con- 
seguentemente determinato il moto di = su p. Questo dicesi il moto 
reciproco del dato, ed ha manifestamente le medesime traiettorie po- - 
lari, salvo lo scambio fra rulletta e base. 


§ 3. - Profili coniugati. 

7. Tl concetto di traiettorie polari é suscettibile di una generaliz- 
zazione che presenta un notevole interesse applicativo. 

Nel moto di una figura rigida F' sul piano, sia c una curva (piana) 
solidale con essa. Le posizioni successivamente assunte da c, nel suo. 
moto di trascinamento assieme alla F’, ammetteranno in generale un 
inviluppo y. Ogni qual volta esso esiste effettivamente, lo si dira pro- 
filo coniugato della c. Per la proprieta caratteristica degli inviluppi 
la curva mobile c deve mantenerglisi sempre tangente, potendo va- 
riare, da istante a istante, il punto di contatto M. Di qua appa- 
risce in primo luogo che la relazione frac ey @ reciproca. Infatti se 
si considera il cosidetto moto reciproco, cioé quello della curva Y 
rispetto alla figura F’, la c si presenta come inviluppo delle varie 
posizioni occupate da y (in F'), essendo tangente a ciascuna di esse. 
Questo giustifica la denominazione di profili coniugati, senza che oc- 
corra specificare quale dei due sia il profilo mobile e quale I’ in- 
viluppo. 
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8. Comunque, la normale comune ac ea y nel loro punto di con 
tatio M va a passare ad ogni istante per il corrispondente centro istan- 
taneo di rotazione (sia esso proprio od improprio). Se M coincide con I 
la cosa é manifesta. Nel caso generale in cui M é distinto da I si 
ricorre al solito criterio dei moti relativi, mettendo a raffronto la 
velocita v, di M su ¢ (che diremo velocita relativa, attenendoci al- 
Yimmagine del moto di F' rispetto agli assi fissi, cioé di ¢ rispetto a v) 
colla sua velocita v, (assoluta, cioé concernente il suo spostamento 
su y). Poiché c e y si toccano, vw, e v, sono dirette secondo la tan- 
gente comune. Lo stesso deve quindi seguire per la differenza v, — v,, 
ossia per la velocita di trascinamento del punto M. Poiché quest’ul- 
tima (n. 4) @ perpendicolare ad JM, si conclude che 7M coincide colla 
normale comune ai due profili. Nel caso limite della traslazione (Ta 
distanza infinita), la velocita di trascinamento, e con essa le tangenti 
ai profili, hanno appunto la direzione della traslazione. 


9. Come caso particolare della proposizione testé stabilita, si ritrova 
il teorema dello CHasLES (n. 4). 

Basta supporre il profilo solidale ¢ ridotto ad un unico punto P, 
0, se si vuole (per rendere pik espressiva la particolarizzazione), ad 
una circonferenza infinitesima attorno a P. L’ inviluppo y si identifica 
manifestamente colla traiettoria di P; il punto di contatto MW fra c 
e y coincide ad ogni istante colla posizione di Pin quell istante, e 
quindi la normale comune ai profili colla normale alla traiettoria. 


10. Un altro notevole corollario si ha supponendo che il moto 
di F avvenga in modo che un profilo solidale c passi costantemente 
per un punto fisso Q. Il profilo coniugato y si riduce in questo caso 
allo stesso punto Q, e il risultato da ritenere @ che: Se un profilo c 
solidale con F passa costantemente per un punto fisso Q, la normale 
ac condotta da Q (la quale generalmente varia da istante a istante) 
contiene il centro istantaneo di rotazione (relativo alla considerata po- 
sizione della figura e quindi di c), A cid si perviene altresi come 
immediata conseguenza del teorema di CHAsLES, purché si consideri 
il moto reciproco. 


§ 4. - Esempi di moti rigidi piani. 


11. Ad illustrazione delle considerazioni generali precedenti diamo 
qualche esempio elementare di determinazione delle traiettorie polari 
di dati moti rigidi piani. A problemi di questo genere si é condotti, 
nelle applicazioni tecniche, tutte le volte che si vuole realizzare con 
un dispositivo meccanico un dato moto rigido piano, in quanto, come 
si é visto, esso é in ogni caso attuabile (salvo le difficolta di ordine 
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_ pratico) mediante i] rotolamento (senza strisciamento) delle due tra- 
iettorie polari I’ una sull’altra. E notiamo, pur senza indugiarci sul- 
Vargomento, che per la Meccanica applicata (teoria degli ingranaggi) 
hanno particolare interesse i cosidetti moti epicicloidali, cioé i moti, 
le cui traiettorie polari sono entrambe circolari. 

Qui intanto importa notare che in ciascuno degli esempi seguenti 
supporremo assegnata la successione delle posizioni della figura mo- 
bile, non la legge temporale secondo cui esse vengono mano mano 
occupate, cosicché in sostanza si trattera di questioni di geometria 
del moto, in cui faremo talvolta intervenire il tempo e i concetti ci- 
nematici per sola comodita di argomentazione e di linguaggio. 


12. ASTA SCORREVOLE FRA GUIDE RETTILINEE. — Consideriamo 
un’ asta rigida, schematizzata in un segmento rettilineo, i cui estremi 
A, B scorrano sui lati di un angolo fisso XOY=a<n. 

Le traiettorie di A e B sono per ipotesi le semirette OX e OY, 
talché, considerata l’asta in una generica posizione AB, il corrispon- 
dente polo J sara l’intersezione delle perpendicolari alle OX, OY in 
A e B rispettivamente. Di qui ri- 
sulta che il quadrangolo OAIB, 
avendo due angoli opposti retti, é 
iscrittibile, cosicché il segmento AB 
é, in ogni sua posizione, visto dal 
corrispondente polo sotto V angolo. 
costante § =x—a. Percid la rulletta 
(luogo dei poli sul piano solidale con 
AB) é un arco circolare di estremi 
A e B, capace dell’angolo 8. 

Per la iscrittibilita del quadran- 
golo OAJB, la circonferenza c¢ di 
codesto arco passa, qualunque sia 
la posizione di AB, pel punto fisso 
O; e per la perpendicolarita delle 
corde OA, ATI, (come pure delle OB, 
BI) i punti O ed TI riescono, per 
ogni posizione di AB, diametral- 
mente opposti sulla c; onde si con- 
clude che J si mantiene, rispetto ad O, a distanza costantemente 
eguale al diametro di c; cioé la base é un arco della circonferenza y 
di centro O e raggio uguale al diametro di c. 

Sotto le ipotesi poste, le posizioni estreme dell’asta AB si avranno 
quando essa si dispone lungo la semiretta OX coll’ estremo Bin Oed A 
in A,, e quando si dispone lungo la OY con lestremo Ain O e Bin By. 
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Il polo J, 0 J, corrispondente a codesta prima o seconda posizione 
di AB si ottiene sulla y come estremo del raggio OJ, od OI, perpen- 
dicolare alla OY od OX dalla stessa parte della OX od OY rispetti- 
vamente; cosicché la base del moto rigido é precisamente Varco di 
iipcontercnza LI, il cui angolo al centro é x — a, cioé 3. Inoltre osser- 
vando che il triangolo 0.4,/, risulta rettangolo in A, e che VYangolo 
AOL, é, in valore assoluto, uguale a 7/2—«, si conclude che il rag- 
gio Ol, di y (e quindi il diametro di c) é dato da 


2) AB 


sina 
Condotta allora la semiretta OX’ opposta ad OX, si immagini che 
Pasta AB, proseguendo il suo moto al di la della posizione OB, dianzi 
considerata, scorra con l’estremo A lungo la OX’ e con l’estremo B 
ancora lungo la OY. 

Si potranno ripetere le considerazioni precedenti, cosicché, anche 
in questa seconda fase del moto, base e rulletta saranno due archi 
di circonferenza, ed anzi, poiché YOX’ =x —«, il raggio della nuova. 
base (o diametro della nuova rulletta) 


AB 
sin (7 — a) 


non differira da quello trovato dianzi, cioé le due nuove traiettorie: 
polari sono ancora archi delle circonferenze or ora designate con y ec. 
B poi chiaro che in questa seconda fase del moto, la base é Varco 
di + (minore di una semicirconferenza) compreso fra J, e il punto 4 
diametralmente opposto ad J,. 

Cosi, considerando il prolungamento OY’ di OY e immaginando 
proseguito il moto di AB negli angoli X’ 70Y’ e ¥Y’OX, si conclude 
che lintero moto (evidentemente periodico quanto alle circostanze 
geometriche) si attua col rotolamento della circonferenza ¢ di dia- 
metro (2) entro una circonferenza di diametro doppio. Si tratta dun- 
que di un moto epicicloidale. 


13. Viceversa, ogni moto rigido piano, definito dal rotolamento di 
una circonferenza c entro una circonferenza y di raggio doppio si 
pud (in infiniti modi) realizzare facendo scorrere su due rette, pas-. 
santi pel centro della circonferenza fissa, gli estremi di una corda 
della circonferenza mobile. 

Questa affermazione risultera stabilita se dimostreremo il seguente 
teorema del CaRDANO (4): Se una circonferenza c rotola senza strisciare 


(2) GrroLamo CaRpaNno n. @ Pavia nel 1501, m. a Roma nel 1576, insegnd 
Matematiche a Milano, e quindi Medicina a Pavia e a Roma. 


entro una circonferenza \ di raggio doppio, ogni punto della circonfe- 
renza mobile descrive un diametro della circonferenza fissa. 
A tal fine osserviamo anzitutto che, ad ogni istante della durata 
del moto, il centro istantaneo di rotazione é dato dal punto di con- 
tatto I dic e y. D’altra parte, considerato 
v un punto A qualsiasi di c, la sua velocita 
A deve, pel corollario del teorema dello- 
CHASLES rilevato al n. 4, risultare istante 
per istante perpendicolare alla corda AT di 
c. Conseguentemente la linea d@’ azione di A 
passa costantemente pel punto di ¢, dia- 
metralmente opposto a J, vale a dire pel 
centro O della y che, al pari di questa, é 
fisso. La traiettoria di A é@ dunque una 
tale linea, di cui tutte le tangenti concor- 
rono in O: evidentemente codesta linea non puo essere altro che una 
retta passante per O. Si pud del resto procurarsene una verificazione 
formale, introducendo il versore w@ della velocita A, e ponendo 
(3) A—O=0u, 
dove p designa un opportuno scalare (variabile col tempo). Di qui 
derivando rapporto a ¢, deduciamo 
A=pU+ou, 
e poiché A é diretta secondo a e t& non pud essere che ortogonale ~ 
ad wo nullo ([; n. 61), concludiamo #=0 e quindi 2=cost. Cid, in 
base alla (3), vuol dire appunto che A, durante il moto di rotola- 
mento di ¢c, descrive il diametro 0A della circonferenza fissa y. 


14, ELLIssoGgRAFoO. — Uno strumento atto al tracciamento conti- 
nuovo di ellissi si costruisce, utilizzando la circostanza che nel moto 
rigido studiato ai prec. nn. 12, 13 la: traiettoria di ogni punto, che non 
appartenga alla rulletta c, é un’ellisse. 
Basta dimostrarlo nel caso (effettivamen- 
te applicato negli ellissografi) in cui le 
due guide sono ortogonali e quindi il 
segmento, i cui estremi scorrono su di 
esse, 6 un diametro della rulletta. 

Scelte le guide come assi coordinati 
e preso sul segmento AB o su uno dei 
suoi prolungamenti un punto qualsiasi P, poniamo AP=—b, PB=a 
(immaginando, ad es., orientata la AB da A verso B). Se indichiamo 
econ 4 Vangolo delle ae rette orientate AB ed OX, abbiamo 


x——acosh, y=bsinée, 


Percio una punta scrivente, fissabile in un punto a piacere del- 
Vasticella AB o dei suoi prolungamenti, descrive sul piano, al muo- 
versi di AB, un’ ellisse. 


_ 15. Il moto reciproco (n. 6) di quello studiato ai nn. prec. si rea- 
lizzera mediante un angolo rigido (in particolare una squadra) che si 
tmuova sul piano in modo che i suoi lati passino costantemente per 
due punti fissi A e B. Qui la rulletta sara una circonferenza rotolante 
(non esternamente) intorno ad una circonferenza di raggio meta. 


16. ANTIPARALLELOGRAMMA ARTICOLATO. — Si consideri un anti- 
parallelogramma, cioe un quadrangolo piano intrecciato ABCD a lati 
opposti uguali (AB=CD, AC=BD), e lo si immagini a lati rigidi 
ed articolato, cioé dotato di cerniere nei vertici. 

Se, tenute fisse due cerniere, ad es. A e B, si fanno ruotare le 
caste mobili (mel loro piano), l’ antiparallelogramma si deforma, con- 
servando per altro inalterata la lun- 

are : Ree Z. C 
ghezza di ciascun lato. Si consideri in 
particolare CD come figura mobile. Dei 
due punti Ce D rimangono assegnate l 
le traiettorie quali circonferenze di 
centri A e B rispettivamente, cosic- ae 
ehé (n. 4) il centro istantaneo J é Vintersezione di AC con BD. 

D’altra parte i due triangoli JAB, IDC sono eguali, tali essendo 
(oltre agli angoli in £ opposti al vertice) gli angoli in Be in Ce i 
lati AB, DC per la definizione stessa dell’ antiparallelogramma. Ne 
segue 14 = ID, IB=IC, donde 


_ [TA+IB=IC+ ID, 


-queste due somme avendo valore costante (cioé indipendente dalla 
posizione di CD), perché sempre eguale alla lunghezza comune delle 
due aste AC, BD. Possiamo quindi concludere: Le traiettorie polari 
ed ¢ sono ellissi eguali, aventi rispettivamente per fuochi i vertici 
fissi A, B e i vertici mobili C, D. 


17. Sono date una circonferenza c e una retta f fisse, tangenti in T. 
Un profilo rettilineo r si muove in modo da restare sempre tangente a c, 
mentre un suo punto P scorre su f. 
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Detto M il punto di contatto fra c ed r, si pud intanto indivi- 
duare J come punto di incontro della perpendicolare ad f in P (n. 4) 
col raggio OM. Guidato poi OP, che 
biseca l’angolo TPM, appare im- 
mediatamente che il triangolo OP 
ha i due angoli in Oe in P eguaili. 
Infatti YP angolo in P é@ il comple- 
mento di OPT e l’angolo in O (in 
quanto appartiene anche al trian- 
golo rettangolo OMP) é il comple- 
mento dell’angolo eguale OPM. Ne 
consegue che J dista egualmente da 
Oeda P, 0 se si vuole, dal punto 
fisso O e dalla retta f (pur fissa). 

Questa proprieta di J (indipendente dalla speciale posizione del 
profilo mobile) ne caratterizza il luogo, cioeé la base i, come una pa- 
rabola che ha O per fuoco ed f per direttrice. 

Colla stessa facilita si constata che la rulletta 7 @ una parabola 
eguale, avente P per fuoco e per direttrice una rettad parallela ad r 
(distante da essa quanto il raggio dic). Al’ uopo si immagini gui- 
data per O la parallela ad 7, la quale risulta solidale colla figura. 
mobile, perché dista da 7 del segmento costante OM. L’ equidistanza 
di J da Pe da O, ossia da Pe da d, si traduce precisamente nel- 

_Paffermato comportamento di J. 


CaPITOLO VI. 


GENERALITA SULLA CINEMATICA DEI SISTEMI. 


§ 1. - Sistemi olonomi. 


1. Accanto alle figure rigide, che dal punto di vista cinematico 
costituiscono il pi semplice tipo di sistemi di punti, la esperienza 
quotidiana offre esempi innumerevoli di sistemi deformabili, che in 
condizioni di moto subiscono flessioni, torsioni, dilatazioni, ecc. Si ve- 
rifica talvolta che il moto di‘taluni punti del sistema determini quello 
di tutti i rimanenti, come appunto accade, ad es., per le figure rigide, 
il cui moto risulta individuato da quello di tre loro punti non allineati; 
e pill spesso avviene, quanto meno, che il moto di alcuni punti del 
sistema limiti Ja libert&é di movimento degli altri, come accade pei 
sistemi costituiti da parti rigide variamente collegate (giunti, sospen- 
sioni, cerniere, ecc.), quale sarebbe, ad es., un parallelogramma arti- 
colato. 

Si é cosi condotti a studiare, in generale, la mobilita di quei si- 
stemi, pei quali, durante ogni loro possibile moto, sussistono, istante 
per istante, certe determinate relazioni fra i caratteri cinematici dei 
vari loro punti (posizione, velocita, accelerazione,...); e sono partico- 
larmente notevoli quelli pei quali codeste relazioni vincolano esclusi- 
vamente le posizioni simultanee dei diversi punti. Cosi, per riferirci 
ai casi pil semplici possibili, un punto P pud essere vincolato a muo- 
versi su di una data curva o su di una data superficie, talché il 
punto, nelle infinite posizioni di cui é suscettibile, andra considerato 
come funzione, rispettivamente, di uno o due parametri 
(1) P=P@ 0 P=P(h,%); 
dove g puo essere, ad es., la lunghezza d’arco della curva data, a 
partire da un determinato suo punto, e @,, g, designano un qual- 
siasi sistema di coordinate curvilinee sulla data superficie. 

Se poi codesta curva o superficie, luogo delle infinite posizioni 
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possibili pel punto, varia da istante ad istante, avremo per P, in 

luogo della (1), un’equazione rispettivamente della forma 
P=P(q|ft) 0 P=PQ,4@\|#). 

Pik in generale noi qui considereremo un sistema di un numero 
qualsiasi N di punti P; @=1, 2,..., N), i quali, anziché libera- 
mente mobili gli uni rispetto agli altri, siano vincolati ad assumere, 
istante per istante, soltanto le posizioni rappresentabili mediante 
certe determinate funzioni di un dato numero » di parametri arbi- 
trari 1, Y25-+-3 In ed, eventualmente, del tempo 
(2) Pea OF Gag a2 5 Gah Oo @=1,2,...,N). 

Se w,;, Y¥;, 2; sono le coordinate del punto P, rispetto ad una 
terna scelta come riferimento del sistema, le equazioni geometriche 
(2) si traducono nelle 3N equazioni scalari equivalenti 

Ly = 0 (G1 , Yo y+++4 Gn\t), 
(2’) Yea Maeda et 3 a Oe (@=1, 2,.%.,QN), 

2 = 2 (Qa, Gay--+) nl D 
dove a secondo membro compaiono certe 3N funzioni degli argo- 
menti 91, d2,---)% ed eventualmente ¢, che noi supporremo univa- 
lenti, finite, continue e derivabili (fino al 2° ordine almeno) entro 
un determinato campo di valori per codesti argomenti. 

Un tale sistema vincolato dicesi olonomo (+); e, se il tempo ¢ non 
compare nelle (2) o (2’), il sistema olonomo si dice a@ vincoli indi- 
pendenti dal tempo. I parametri arbitrari g,, q2,..., ¢, si chiamano 
coordinate generali o lagrangiane del sistema. 


2. Ad un dato istante, cioé per un dato valore di t, le (2) 0 (2'), 
al variare di Qi, G2,---) Qn, entro il rispettivo campo di valori, for- 
niscono tutte e sole le possibili configurazioni del sistema nell’ istante 
considerato, cioé i gruppi di N punti dello spazio a, y, 2, in cui pos- 
sono localizzarsi in quell’ istante i punti P; del dato sistema; ed é 
manifesto che, se i vincoli dipendono dal tempo, le configurazioni pos- 
sibili pel sistema in un dato istante ¢, non coincidono in generale 
con quelle relative ad un istante diverso ¢,. Corrispondentemente 
alle co” possibili scelte dei valori degli  parametri g,, q2,.-.., Qn 
nel rispettivo campo, le configurazioni del sistema olonomo (2) in un 
dato istante saranno co” al pit: esse saranno esattamente co” sem- 
pre e solo quando al variare delle coordinate qg, varia altresi la cor- 
rispondente configurazione; e perché cid accada occorre e basta che 


(7) Questa denominazione, derivante da 6)o¢ (intero) e vénog (legge), allude 
alla circostanza che, come vedremo meglio al n. 4, il vincolo si traduce in 
relazioni in termini finiti fra le coordinate dei punti. Essa fu introdotta dal 
grande Fisico e Matematico H. Hmrrz (n. ad Hamburg nel 1857, m. a Bonn 
nel 1894) che per primo riusei a realizzare sperimentalmente le onde elettriche. 
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le equazioni (2’) siano risolubili rispetto alle Qn, O88ia, come si sa dal 


Caleolo, che la matrice jacobiana 

Coy CYa Ca OL oY m C2m 
oO", "), o"*n sos odh edn ean 
sia, per valori generici delle qg,, di caratteristica n. 

Quando si verifica questa circostanza, si dice indifferentemente 
che n € il grado di libertt del sistema o che questo ha n gradi di 
liberté: cosicché si pud dire che il grado di libertt di un sistema 
olonomo é il numero dei parametri essenziali da cui dipendono Je sue 
configurazioni in un generico istante. 

Solitamente, parlando di coordinate lagrangiane di un sistema 
olonomo, si intende riferirsi a coordinate tutte essenziali, cioé in nu- 
mero eguale ai gradi di liberta del sistema; e qui possiamo notare 
che nella scelta delle coordinate langrangiane vi é una grande arbitra- 
rieta; giacché in luogo di certe m coordinate gq, si possono introdurre 
altri m parametri q’; legati ai primitivi da” equazioni quali si vogliano 

: Ox = Vi Gy Iay+++5 In) (k= 1, 2,.-., 2) 
sotto la sola condizione che il determinante funzionale 
00's 
. e"gh 
non sia identicamente nullo nel campo di variabilita delle q,. 


O aae AS -eaer )) 


(h, R=1,...,2) 


3. Durante un suo moto qualsiasi, il sistema olonomo passera 
mano mano per configurazioni relative ai successivi istanti, onde il 
moto risultera definito quando le coordinate lagrangiane del sistema 
siano assegnate in funzione del tempo. Le equazioni 

Gr = 41 ©) (= 1, 2,..., ”) 
cui si da cosi luogo, si diranno le equazione orarie del moto in coor- 
dinate lagrangiane. __ 

Per l’atto di moto del sistema, cioe per le velocita wv; dei singoli 
suoi punti P;, si hanno, derivando le (2) e tenendo conto che le g sono 


funzioni del tempo pel tramite delle equazioni orarie, le espressioni 
nv 


aP,; oP; oP; . es 
(3) Uv, i= 3t he » are ellis (=1, 2,..., N). 


Si pud rilevare il caso speciale dei sistemi olonomi ad un solo 
grado di liberta e a vincoli indipendenti dal tempo, pei quali le con- 
figurazioni dipendono da un unico parametro lagrangiano (e non da f) : 

P,=P;@) Ga etc, NE 

Per tali sistemi, che diconsi @ vincoli completi, sono determinate 
a priori le traiettorie dei singoli punti del sistema, e a definire il 
moto basta un’ unica equazione oraria 

q=4), 
la quale determina la legge temporale, secondo cui codeste traiet- 
torie sono percorse dai rispettivi punti. 


ih ace athe tt aa Ae CON OF en ee eT Oe, Sem 2) 7) face at ee 
‘ = ey _ : Pecan Sey We S taiee  h 
; nee, 7 
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4. Se fra le 3N equazioni scalari (2’) eliminiamo le 2 coordinate 

lagrangiane, otteniamo, nell’ipotesi che la matrice jacobiana del n. 2 
sia di caratteristica n, esattamente 3N — n equazioni indipendenti fra 
le «,;, Y¥;, 2; (@=1, 2,..., N) ed eventualmente, il tempo: 
(4) fi (Bry Yry M15---, eN|H=0 (k =1, 2, 3,..., 3N-n), 
le quali esprimono analiticamente le relazioni che istante per istante 
intercedono fra le posizioni simultanee dei singoli punti del sistema. 
Esse diconsi equazioni dei vincoli o legami o, piu semplicemente, 
vincoli o legami. Il loro numero é dato dalla differenza 3 N-7 fra il 
numero delle coordinate cartesiane dei punti del sistema e quello 
delle coordinate lagrangiane (o grado di liberta del sistema). 

Viceversa, se ad un sistema di N punti P; si impone la condizione 
di soddisfare colle coordinate w,, y,;, 2;deirispettivi punti ad un certo nu- 
mero / di equazioni della forma (4), il sistema e olonomo. Invero, risol- 
vendo le (4) rispetto ad / delle 3N—J coordinate x,, y;, 2; e assumendo 
come parametri lagrangianile rimanenti 3N-—J, si ottiene precisamente 
un sistema di equazioni della forma (2’). Rileviamo che il grado di 
libert’ 3N-/ é uguale alla differenza fra il numero 3N delle coordi- 
nate cartesiane dei punti del sistema e il numero / dei vincoli. 


5. ESEMPI DI SISTEMI OLONOMI. — II grado di liberta di un siste- 
ma olonomo é, per definizione, il numero delle rispettive coordinate 
lagrangiane (essenziali), In pratica, quando si fissa Il’ attenzione su 
di un sistema di data struttura materiale, si riconosce direttamente 
se esso sia olonomo, esaminando se le sue configurazioni in un ge- 
nerico istante sono individuabili mediante un certo numero finito di 
parametri indipendenti; e, in caso affermativo, codesto numero for- 
nisce senz’ altro il grado di liberta del sistema. 

Applichiamo il suaccennato criterio ad alcuni tipi particolarmente 
semplici di sistemi. 

Una figura rigida mobile su di un piano é un sistema olonomo 
con 3 gradi di liberta, in quanto occorrono e bastano 2 parametri 
per individuare la posizione di un suo punto M (coordinate) e un 
ulteriore parametro per fissare la sua orientazione intorno ad M. 

Il sistema di due aste rigide collegate a cerniera ha nel piano 
4 gradi di libert&, perché la posizione della cerniera dipende da 2 
parametri, ed altri 2 ne occorrono e bastano per individuare le orien- 
tazioni delle due aste. Percid sara 4 anche il grado di liberta nel 
piano di un quadrilatero articolato. 


6. Una sbarra nello spazio ha 5 gradi di liberta. Per fissare in- 
fatti la configurazione di un tale sistema basta conoscere la posizione 
di un suo punto P e la direzione della sbarra. D’altra parte é ben 
noto che occorrono 3 parametri per fissare la posizione di P, 2 per 


[VI; 4-6] 
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fissare la direzione della sbarra. E di qui risulta che i gradi di liberta 
della sbarra si riducono a 2 se il punto P & fisso. 

Per un sistema rigido generale i gradi diliberta nello spazio sono 
tanti quanti quelli di una terna di assi (solidale colla figura) ciod 6, 
in quanto occorrono 38 parametri per fissare l’origine ed altri 3 per de- 
terminare |’ orientazione degli assi (p. es. due destinati a individuare 
Porientazione di Oz [uno degli assi solidali] rispetto agli assi di rife- 
rimento) e uno per fissare Vorientazione del solido attorno ad Ge. 

Se il sistema ha un punto fisso, i parametri, e quindi i gradi di 
liberta, si riducono evidentemente a 3. 

_ Dal n. prec. risulta che un solido ha 3 gradi di libert’ anche nel 
caso in cui debba muoversi sempre parallelamente ad un piano. 

Un solido con un gancio scorrevole lungo un anello ha 4 gradi 
di liberta: 1 per fissare la posizione del gancio e 8 per fissare la 
orientazione del solido attorno ad esso. 

Un solido con un asse scorrevole su se stesso ha due soli gradi 
di libert&: 1 per fissare la posizione dell’asse, 1 per fissare I’ orien- 
tazione del solido attorno all’ asse stesso. 

Infine un solido C che debba sempre toccare (in un sol punto) 
un altro solido C, ha 5 gradi di liberta. Occorrono infatti 2 para- 
metr? per fissare il punto di contatto sulla superficie del corpo C e 
2 ne occorrono per fissarlo sulla superficie di C,; d’altra parte, 
escluso il caso eccezionale in cui il punto di contatto sia singolare per 
Y una o per l’altra superficie, basta un ulteriore parametro per fissare 
la posizione relativa delle due superficie attorno alla normale comune. 

Terminiamo determinando il grado di liberta di una bicicletta 
posta sul piano stradale (*). 

Per fissare la posizione del telaio sono necessari 4 parametri: 2 
per fissare la posizione di un punto della traccia sul piano stradale, 
1 per fissare la direzione di questa traccia, 1 per fissare lV inclina- 
zione del] telaio. 

Altri due parametri occorrono per fissare la posizione dello sterzo 
e della ruota anteriore. La posizione della ruota posteriore della 
catena e del volante dipende da 1 solo parametro. 

Tenendo conto dei 2 volantini dei pedali abbiamo altri due pa- 
rametri. Il grado di liberté é dunque complessivamente 9. 

Abbiamo implicitamente supposto che la bieicletta non sia a ruota 
libera. Vi sarebbe altrimenti un parametro di pit. e il grado di li- 


berta sarebbe 10. 


(1) Prescindiamo dai vincoli anelonomé (ciod non olomoni) che risulterebbero 
dal tener conto che le ruote devono (almeno in condizioni normali) rotolare 


senza strisciamento, 
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%. Tutti i sistemi olonomi considerati nei prec. nn. 5, 6 sono ri- 
gidi o costituiti di parti rigide variamente collegate fra di loro. 
Altri tipi di sistemi, che pur cadono sotto la nostra esperienza quo- 
tidiana, non sono olonomi, come ad es. un filo completamente fles- 
sibile, cioé suscettibile di disporsi secondo una curva arbitraria.. 
Invero non si possono localizzare gli infiniti suoi punti con un nu- 
mero finito di parametri. 2 : 
D’altra parte anche sistemi rigidi o costituiti da parti rigide pos- 
sono benissimo non essere olonomi, in quanto siano sottoposti a vincoli 
che involgono non solo le posizioni simultanee dei loro punti, ma anche 
le rispettive velocita. Tale 6, ad es., (ci limitiamo ad affermarlo) una 
sfera rigida vincolata a rotolare senza strisciare sopra un piano. 


§ 2. - Spostamenti possibili e spostamenti virtuali 
di un sistema olonomo. 


8. SPOSTAMENTI POSSIBILI. — Un punto libero P pud subire, a 
partire da una qualsiasi posizione iniziale Py, uno spostamento (ele- 
mentare o infinitesimo) arbitrario dP—=wdt. Invero, qualunque sia ik 
vettore wv prefissato, basta considerare il moto (rettilineo uniforme) 

P=Py+(t—th)v, . 
od ogni altro moto, la cui equazione si ottenga aggiungendo al se- 
condo membro un addendo (¢—,)*e, dove € designa un vettore qual- 
siasi (anche funzione del tempo). 

Ma e chiaro che questa assoluta liberta di spostamenti risulia 
limitata per un punto o per un sistema vincolato. Se un sistema olo- 
nomo in moto ha assunto in un generico istante ¢ una certa confi- 
gurazione (fra quelle relative a quell’istante), non pud passare nel 
successivo tempuscolo dt se non ad una configurazione infinitamente 
vicina alla prima, ma relativa all’istante t+4-dt. Ogni spostamento 
(infinitesimo) di un sistema olonomo che lo faccia passare da una 
qualsiasi configurazione C, relativa ad un istante ¢, ad una configu- 
razione infinitamente vicina C’, relativa all’istante t+-dt, dicesi pel 
sistema spostamento possibile nell’ istante ¢ (a partire dalla configura- 
zione C). 

Se un sistema olonomo di N punti é riferito a certe n coordinate 
lagrangiane indipendenti 
(2) Pee (G15 F25-+<5 In |b) GA; ere Ge 
e se ne fissa, in un generico istante ¢, una qualsiasi configurazione 
C, dando alle q, valori qualisivogliano, si otterra una generica confi- 
gurazione C’, infinitamente vicina a C e relativa all’ istante consecu- 
tivo *4-dt, dando nelle (2) alle q, e a# gli incrementi arbitrari (e fra 


loro indipendenti) dg, e dt; talché, mettendo in evidenza gli sposta- 
menti dP; dei singoli P;, avremo 

P; + OP, = P(t +h ,--+5 In Ady |t +t). 
—-Diqui, sviluppandoi secondi membri, sottraendo membro a membro le 
(2) e trascurando gli infinitesimi di Brits superiore al primo, si deduce 


OP; oP, oP; oP; 
(5) CPs Ody Se egy ean ta ddn+ = ot! dt; 


ed @ questa l’espressione analitica del pid generale spostamento pos- 
sibile del sistema nell’istante ¢ (a partire dalla configurazione di 
coordinate q;,) ove si riguardino gli incrementi infinitesimi dq,’ e dt 
come arbitrari e indipendenti fra loro. h appena necessario osservare 
che, se gli incrementi dq, , dq2,...,@q, si suppongono realizzati nel tem- 
puscolo d# (in corrispondenza ad un ben determinato moto del sistema), 
basta dividere la (5) per dt per ritrovare l’espressione (3) delle velocita. 


9. SPOSTAMENTI VIRTUALI. — Vedremo in seguito come in Mecca- 
nica sia di essenziale importanza il considerare, accanto agli sposta- 
menti possibili di un sistema olonomo, quegli ipotetici spostamenti, 
che sono atti a far passare il sistema da una qualsiasi sua configu- 
razione ad un’altra infinitamente vicina e relativa al medesimo istante. 
Ogni spostamento siffatto dicesi spostamento virtuale del sistema olonomo. 

Se i vincoli sono indipendenti dal tempo, come accade pei sistemi 
rigidi, le configurazioni del sistema sono, nel loro complesso, le stesse 
in tutti i successivi istanti, talché ogni spostamento virtuale é pur 
possibile e viceversa. 

Ma se i legami dipendono dal tempo, variano in generale da istante 
ad istante le configurazioni del sistema, cosicche uno spostamento 
virtuale, in quanto fa passare il sistema dall’ una alValtra di due con- 
figurazioni infinitamente vicine, relative ad uno stesso istante, non pud 
corrispondere ad un moto effettivo; in altre parole non é uno sposta- 
mento possibile, bensi uno spostamento puramente ipotetico. 

Ad es. si consideri, in un piano, un punto vincolato a restare su 
di una circonferenza di centro O fisso e di 
raggio erescente col tempo; se C, C’ rappre- 
sentano le configurazioni di codesta circon- 
ferenza negli istanti consecutivi ¢ e t+-dt, 
e il punto si immagina posto nell’ istante f 
in una posizione P su C, uno spostamento 
possibile dovra farlo passare da P ad una 
posizione P’ infinitamente vicina su C’, men- 
tre uno spostamento virtuale dovra farlo 
passare da P ad una posizione P,, pur essa infinitamente vicina a Hi 
ma situata sulla stessa circonferenza C. 
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10. Per distinguere gli spostamenti virtuali dai possibili, i primi 
si designano con la lettera 6 anziché colla d, talché, dato un sistema 
olonomo, lo spostamento, subito da un suo punto P; in uno sposta- 
mento virtuale dell’ intero sistema si indica con 6P;, e le sue com- 
ponenti secondo gli assi si denotano con 4a,, 5y;, 52;. 

Ragionando come nel caso degli spostamenti possibili, salva la 
ipotesi che qui il tempo non varia, si trova per gli spostamenti vir- 
tuali, nel caso di un sistema olonomo riferito a coordinate lagran- 
giane indipendenti, l’espressione generale 


= 
Nn ¢ Dp. 


(6) BP = dag, OM {ts Leen 
che risulta lineare omogenea nelle variazioni elementari (arbitrarie e 
indipendenti) Sg, delle coordinate lagrangiane (anche se i vincoli 
dipendono dal tempo). Tali arbitrarie sono manifestamente in numero 
eguale a quello dei gradi di liberta. 

Dalla forma lineare omogenea delle (6) discendono due ovvie ma 
notevoli conseguenze. 

Se a certe variazioni, comunque scelte, 5g, corrisponde per le (6) 
lo spostamento 6P;, le stesse (6) danno, corrispondentemente alle 
—éq,, lo spostamento — 6P,, cioe: 

Un sistema olonomo, ad ogni istante e a partire da ogni sua con- 
figurazione, ammette insieme con ogni suo spostamento virtuale &P, 
anche il suo opposto — 6P;; 0, come si suol dire, pei sistemi olonomi 
tutti gli spostamenti virtuali sono reversibili. 

Questa osservazione ha una ragion d’essere, in quanto, come ve- 
dremo (n. 15), per sistemi non olonomi possono esistere spostamenti 
virtuali non reversibili. 

Ancora dalla forma lineare omogenea delle (6) discende che, se 
si considerano, a partire da una stessa configurazione del sistema, 


due spostamenti virtuali, 
n oP, n 9 


y ] c . 
P= <r = DNS od p * 81 ny O,Py= 2h aa, CoV h (@ — 1, a Rake iy. N, 
si ha sommando membro a membro, 
oP 
6,P, + 6,P,; = 3a 55 aa * Gdn + Ce Yn) a ey ar aoe  A 


cioe: Componendo, a ie da una stessa configurazione del sistema, 
due o pitt spostamenti virtuali, si ottiene ancora uno spostamento vir- 
tuale. 


11. SPOSTAMENTI VIRTUALI DI UN SISTEMA RIGIDO. — I vineoli di 
rigidita, in quanto sono espressi da equazioni della forma 


(He = £;3)* ANY: = Yj)? +; 2) cSt. 
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sono manifestamente olonomi e indipendenti dal tempo; talché per 
un qualsiasi sistema rigido gli spostamenti virtuali non differiscono 
dagli spostamenti possibili o effettivi. Ora sappiamo (III ;n. 22), che 
questi ultimi rientrano nel tipo 
a ee dP=d0 +o dt /\ (P— 0), 
dove dO rappresenta lo spostamento del centro di riduzione e wdt 
la rotazione elementare (intorno all’ asse istantaneo passante per O). 

Se il sistema rigido é libero, cioé sottoposto ai soli vincoli di yi- 
gidita, i due vettori infinitesimi dO e dt sono entrambi suscetti- 
bili di ogni possibile determinazione (infinitesima); onde Ja (7) for- 
nisce anche la rappresentazione compendiosa di tutti gli spostamenti 
virtuali di un sistema rigido, in funzione dei due vettori arbitrari 
dO e wdt. 

Se si nota che ogni vettore dipende da tre parametri (ad es, le 
sue componenti), si arriva alla conclusione che, a cavatterizzare gli 
spostamenti di un sistema rigido (sottoposto ai soli legami di rigi- 
dita), intervengono sei elementi arbitrari (infinitesimi, tali essendo i 
vettori da cui provengono). Questa circostanza poteva essere a priori 
preveduta (n. prec.), trattandosi nel caso presente di un sistema con 
sei gradi di liberta (n. 6). 

In conformita alla notazione convenuta per gli spostamenti vir- 
tuali (n. 10), giova indicare con 6P lo spostamento virtuale di un 

_punto generico P del sistema e con 60 lo spostamento virtuale del 
centro di riduzione 0. Con cid 60 sta a rappresentare il primo vet- 
tore caratteristico (infinitesimo) dello spostamento, che finora era 
designato con d0. 

Se poi, per evitare anche l’apparenza di un moto istantaneo effet- 
tivo, si designa il secondo vettore caratteristico (infinitesimo) arbi- 
trario wdt con y si ha dalla (7) la rappresentazione di ogni possi- 
bile spostamento virtuale sotto la forma 


a oe) oP=60+ xX /(\ (P—O). 


12. Se il sistema rigido considerato, invece che essere libero, ha 
un punto fisso, conviene naturalmente prendere tale punto come centro 
di riduzione O; sicché allora la caratteristica <0 @ sempre nulla. 

La (7') che da il complesso di tutti gli spostamenti virtuali si ri- 
duce quindi a A Nery 
dove y% denota ancora un vettore (infinitesimo) arbitrario. 

Di qui si vede che a caratterizzare gli spostamenti di un sistema 
rigido con un punto fisso intervengono tre elementi arbitrari soltanto 
(cioé le componenti di ¥), com’ era del resto prevedile, in quanto 
il sistema ha soltanto 3 gradi di liberta (n. 6). 
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§ 3. -— Sistemi a legami unilaterali. 


13. VINCOLI DI POSIZIONE. — Fra i sistemi non olonomi giova 
prendere in considerazione una speciale classe di sistemi, di cui 
VYesempio pitt semplice si ha supponendo data una superficie co e 
immaginando un punto libero di muoversi da una data banda di o. 
ma vincolato a non attraversarla. 

Se o (x, y, 2) = 0 é@ Vequazione a, le due regioni, in cui essa di- 
vide lo spazio, sono rispettivamente caratterizzate dalle due disegua- 
glianze 0 <0 e 9 >>0; cosicché, cambiando segno, ove occorra, alla 
funzione ©, il vincolo supposto pel nostro punto si pud esprimere, 
imponendo alle sue coordinate x, y, 2 la condizione 

~(%, Y, 2)<0. 
Un tale vincolo dicesi wnilaterale; e la stessa denominazione si 
usa quando il campo, in cui pud muoversi il punto, sia limitato da 
pil superficie, come ad es. ' 
e>0, y=0, 2>0 
per un punto vincolato a non uscire dal triedro delle coordinate 
positive (o nulle). ; 
Pitt in generale un sistema ad aoe di liberta 


(2) Py = Pi (Ory Gay -+ +5 In| (= De any 
si dice soggetto a vincoli unilaterali (di posizione), se le rispettive 
coordinate lagrangiane debbono soddisfare ad un certo numero di 
relazioni (dipendenti o no dal tempo) del tipo 
(8) Px (Gy Yay+++) Mit) <0 (k= 15- 25 Son 

Cosi, ad esempio, consideriamo due punti P, (7, Y1, 21) € Pz (2, Yo, 22) 
coliegati da un filo flessibile ed inestendibile di lunghezza J. Si tratta 
manifestamente di un vincolo unilaterale (di posizione), perché le 
coordinate dei due punti debbono soddisfare alla diseguaglianza (com- 
preso il caso limite della eguaglianza) 

(1 — 2)? + (Yi— Ya)? + (21 — 22)? <P. 

Per contrapposto ai vincoli cosi definiti, diconsi bilateralé i vineoli 

olonomi considerati al principio di questo Capitolo. 


14. CONFIGURAZIONI DI CONFINE E SPOSTAMENTI VIRTUALI JRREVER- 
SIBILI, — Fra le configurazioni, di cui é suscettibile un sistema (2) 
soggetto a vincoli unilaterali, diconsi ordinarie quelle, in cui le 
corrispondenti relazioni (8) sono soddisfatte tutte comevere disegua- 
glianze, mentre diconsi configurazioni di confine quelle in cui almeno. 
una delle (8) @ soddisfatta per eguaglianza. 


Z. Sees 
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Cosi pel punto vincolato a non oltrepassare una superficie o sono 


configurazioni (0, qui meglio, posizioni) di confine quelle in cui il 


punto appartiene a o; per due punti collegati da un filo flessibile e 
inestendibile sono di confine quelle configurazioni, in cui il filo 
risulta teso. 

Cid premesso e supposta estesa ai sistemi a vincoli unilaterali la 
definizione di spostamento virtuale data pei sistemi olonomi al n. 9, 
avremo che per un sistema (2), sottoposto ai vincoli (8), ogni spo- 
stamento virtuale, a partire dalla configurazione di coordinate la- 


grangiane q,, %2,..., Yn, sara dato da 
6 Pp: ; 
Hee ee (ls, Pa enen ieee N), 
1 OFn 


dove le variazioni 6g, delle coordinate lagrangiane dovranno sod- 
disfare alle relazioni 


ee st 0s, Ga tO, |) 0. (1,2. Ny, 
ossia, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo, alle 


(9) Gx (Gay Q2y-++> In) + Oy, <9. 

Ora, se la configurazione di partenza (di coordinate lagrangiane 
915 Y2,+++) Mn) © ordinaria, tutte le oy, (G1, G,---) Mn) Sono negative, 
onde risulteranno tali, per ragioni di continuita, anche tutte le 
y+ 52,, comunque si scelgano le variazioni infinitesime ¢q,. Percid 
le (9) sono necessariamente soddisfatte; e si conclude che, a partire 
da una configurazione ordinaria, i vincoli unilaterali non impongono 
alcuna limitazione agli spostamenti virtuali del sistema. 

Se invece si parte da una configurazione di confine, cioé da una 
econfigurazione in cui si annulla almeno una delle y,, ad es. la 9, 
la corrispondente relazione (9) richiede la condizione 


gO Diages 
ot ey J; 
(10) ies Maas Gn <9; 


e questa rappresenta un’ effettiva limitazione per gli spostamenti del 
sistema. 

Si ha dunque che i vincoli unilaterali implicano delle condizioni 
per gli spostamenti virtuali soltanto a partire dalle configuraziont di 
confine. 

Questa osservazione appare del tutto intuitiva se ci riferiamo agli 
esempi considerati al n. prec. Un punto, vincolato a non attraver- 
gare una superficie o, é suscettibile, quando non sia su o, di tutti 
i possibili spostamenti virtuali, come se fosse libero; mentre, se giace 
suo, ammette come virtuali soltanto gli spostamenti (tangenziali 
a c) che lo mantengono sulla superficie e quelli che ne lo distac- 
eano dalla parte consentita dal vincolo. Similmente due punti colle- 


. a Se ya pee, ¢ ey og) a ‘got teks Sra a esa on a eee heer Sy s EAS eee 
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gati da un filo flessibile, ma inestendibile, di lunghezza /, ammet- 
tono, quando il filo non é teso, ogni possibile spostamento, come se. 
fossero liberi; mentre, se il filo é teso, sono compatibili col vincolo- 
soltanto gli spostamenti che non fanno allontanare i due punti. 


15. Aggiungiamo un’ultima osservazione. Vedemmo che pei sistemi 
olonomi tutti gli spostamenti virtuali sono reversibili (n. 10): ora, poiche 
i vincoli unilaterali, a partire da configurazioni ordinarie, non impon- 
gono agli spostamenti virtuali limitazione alcuna, é senz’altro ma- 
nifesto che, purché si parta da una configurazione ordinaria, anche 
per un sistema a vincoli wnilaterali tutti gli spostamenti virtuali sono- 
reversibili. 

Non cosi se si muove da una configurazione di. confine. Invero, 
riferendoci ancora al sistema (2) soggetto ai vincoli (8), si supponga 
di partire da una configurazione in cui sia nulla (almeno) la ¢;. 
Allora gli spostamenti virtuali del sistema dovranno soddisfare alla 


(10) 6p; <0; 


e poiche l’opposto di uno spostamento si ottiene cambiando segno 
a tutte le variazioni delle coordinate lagrangiane e quindi anche 
alla 50;, uno spostamento virtuale, a partire dalla considerata con- 
figurazione di confine, sara reversibile sempre e solo quando rendera 
soddisfatta insieme colla (10) anche la 


= een = Us 


il che implica l’annullarsi di 6y;; onde si conclude che, @ partire 
da una configurazione di confine, gli spostamenti virtuali sono in ge- 
nerale irreversibili: sono reversibili tutti e solo quelli che, con ogni 
relazione (8) soddisfatta per eguaglianza, verificano altresi la corrispon-- 
dente 5p, = 0. 

Anche di cid e facile rendersi conto sugli esempi considerati. 
Per un punto vincolato a non attraversare una superficie o e si- 
tuato su di essa, sono irreversibili gli spostamenti che tendono a 
staccarlo da o (dalla parte consentita dal vincolo), reversibili gli 
cc! spostamenti tangenziali. Per due punti collegati da un filo fles- 
sibile e inestendibile e supposti localizzati a filo teso, sono irrever- 
sibili gli spostamenti che avvicinano i due punti, reversibili quelli 
che ne mantengono inalterata la distanza. 


CAPITOLO VII. 


CONCETTI E POSTULATI FONDAMENTALI 
DELLA MECCANICA. 


1. Dallo studio puramente descrittivo dei fenomeni di moto, che 

costituisce il compito della Cinematica, passiamo oramai a quella in- 
dagine causale di codesti fenomeni che sin dapprincipio indicammo 
quale oggetto della Meccanica propriamente detta o Dinamica. Giada 
dicemmo come questa sia caratterizzata, in confronto della Cinema- 
tica, dalla introduzione delle idee primitive di forza e di massa. Noi 
qui fisseremo, in base ad osservazioni di origine sperimentale, quei 
principi o postulati, che determinano questi due concetti in relazione 
colle entita cinematiche gia ben definite. Stabiliti codesti principi, ne 
svolgeremo le pitt importanti conseguenze qualitative e quantitative 
_ ele pit semplici applicazioni a questioni concrete. 
Giova avvertire che le osservazioni empiriche, da cui ci faremo 
guidare alla formulazione dei suaccennati principi, non hanno e non 
possono avere, singolarmente prese, se non un valore di orientamento. 
e di stimolo alla nostra induzione intuitiva. 

La piena giustificazione del sistema di postulati, che saremo cosi 
condotti a stabilire, risultera soltanto a posteriori, dall’accordo fra la 
realta fisica e le conseguenze teoriche, che verremo man mano traendo. 
da quei postulati per via deduttiva. 


§ 1. - L’idea di forza. 


9. Le sensazioni muscolari di sforzo, quali si destano nell’ innalzare- 
o nel tenere sollevati dei pesi, nel trascinarli o nello spingerli sul 
pavimento, si distinguono anzitutto per una maggiore 0 minore inten- 
siti; associandole ad altri dati tattili o visivi, possiamo anche, in 
molti casi, fissare una direzione, secondo cui il nostro sforzo si eser- 
cita, ed un punto (od almeno una regione assimilabile praticamente 
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ad un punto) dell’ oggetto, cui esso viene applicato. Allo sforzo rimane 
-eosi coordinato un certo vettore I’, immagine geometrica della pit 
alta importanza, per quanto il criterio di coordinazione possa essere 
in un primo stadio puramente soggettivo e grossolano. 

Le accennate sensazioni muscolari danno origine ad un concetto 
astratto piu generale che si designa col nome di forza. 

Il procedimento, con cui vi si giunge, pud essere schematizzato 
come segue. Suppongasi un corpo S, in dato stato di moto, o piu 
semplicemente, in quiete (p. es. rispetto alla Terra). Suppongasi inoltre 
che tra le circostanze, che influiscono sul moto o sulla quiete di S 
ve ne sia una, C, cui si possa sostituire uno sforzo muscolare, senza 
che le altre circostanze concomitanti rimangano per nulla alterate, 
come accade, p. es., allorquando, avendosi una fune avvolta ad una 
carrucola con un oggetto appeso ad una estremita e un contrappeso 
all’altra estremita, e il tutto si trovi in quiete, si tolga il con- 
trappeso e si mantenga fermo il sistema esercitando una trazione 
ecolla mano. Cosi, se un corpo S é appoggiato su di un tavolo, pos- 
' giamo sostituire all’azione di sostentamento di questo, almeno entro 
certi limiti dipendenti dalla nostra robustezza, uno sforzo muscolare, 
sostenendo con la mano il corpo S nella stessa posizione di quiete 
in cui si trovava dapprima. 

La circostanza C (azione del contrappeso o del tavolo di sostegno 
negli esempi indicati), per questa sua equivalenza ad uno sforzo 
muscolare negli effetti provocati sullo stato di moto o di quiete di 
8, si chiama una forza e le si attribuisce la stessa rappresentazione 
vettoriale, che conviene allo sforzo corrispondente. 

E si ha un altro criterio, di non minore evidenza intuitiva, che 
porta a riconoscere ad una circostanza C il carattere di forza. Sup- 
pongasi che un dato effetto di moto di un corpo apparisca dovuto 
ad una causa C, nel senso che, quando manca C, l’effetto non si 
determina. Se questo stesso annullamento si pud conseguire anche 
quando interviene C, purché si eserciti, in contrasto, un conveniente 
sforzo muscolare, la C va ancora qualificata come una forza; e si é 
tratti naturalmente a rappresentarla col vettore applicato diretta- 
mente opposto a quello che corrisponde allo sforzo, per rispecchiare 
geometricamente il fatto che lo sforzo muscolare e la C, presi si- 
multaneamente, si neutralizzano. Cosi, ad esempio, mediante Vappoggio 
di un corpo sopra un sostegno gli impediamo di cadere, e allora la 
reazione dell’ appoggio annulla l’azione del peso; o ancora, con una 
opportuna pressione della mano, possiamo neutralizzare gli effetti di 
una molla sul punto di scattare o la spinta del vento che sta per 
spalancare un’imposta, ecc. 

Con tali criteri, gia in base ad esperienze del tutto primitive e 
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grossolane, siamo condotti ad annoverare tra le forze il peso dei 
corpi, le pressioni o trazioni esercitate da solidi o da funi, la ten- 
sione elastica delle molle, la spinta del vento, la resistenza dell’ acqua 
al moto dei galleggianti, e via dicendo. 

Pil generalmente se, dopo avere riconosciuto il carattere di forza 
ad una certa circostanza C, constatiamo che un’altra circostanza C’, 
sostituita a C, produce, a parita delle altre condizioni, gli stessi effetti 
sul moto di un corpo S, diciamo che anche C’ é una forza e la rap- 
presentiamo collo stesso vettore gia coordinato a C. 

- Queste considerazioni mostrano come, in un grandissimo numero 
di casi, si possa attribuire un significato positivo alla nozione di 
forza, anzi di forza applicata ad un punto determinato di un corpo. 
Appare quindi giustificata la introduzione di questo nuovo concetto, 
accanto a quelli di spazio e di tempo. La nozione di tempo 6 sca- 
lare; la sua caratteristica ¢ la rappresentabilita mediante i valori di 
una variabile ¢ (cfr. Cap. If; n. 3). La nozione di forza é invece 
vettoriale, ed implica la rappresentabilita mediante un vettore 
applicato. 

Gli attributi inerenti al concetto di forza, precisati con opportuni 
postulati, forniscono, come mostreremo nei prossimi §§, alcuni criteri 
di misura, cioé permettono di individuare il vettore rappresentativo 
di una data forza, in modo assai piu preciso che non sia consentito 
dall’ originario apprezzamento muscolare. 


§ 2. - Punto materiale libero. 


3. Le forze naturali, che si incontrano nell’ esperienza quotidiana, 
come negli esempi poco fa ricordati, si presentano applicate a corpi 
aventi per lo piu dimensioni notevoli e spesso collegati tra loro in 
modo vario: cos) quando un veicolo é trainato mediante una fune, 
esso poggia sul piano stradale; quando un pendolo oscilla sotto l’a- 
zione della gravita (peso), esso si trova attaccato ad un filo o ad 
un’asta metallica, ecc. Queste circostanze complicano il riconosci- 
mento dei rapporti che passano fra le forze e ii moto dei corpi, ai 
quali esse sono applicate; talché, in un primo studio, conviene con- 
siderare quei casi in cui codeste circostanze influiscono il meno pos- 
sibile. 

Quanto alla esistenza di vincoli o legami del mobile con altri corpi, 
vi sono dei casi effettivi, in cui si pud senz’ altro prescinderne, come 
ad es. nel moto dei gravi nel vuoto o nel moto della Terra e degli 


_altri pianeti attorno al Sole. 
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Ma cid non basta ancora a ridurre le nostre possibili esperienze 
a quella semplicita schematica, che pud permettere di desumerne i 
caratteri inerenti al concetto di forza. Tutti i corpi sono dotati di 
una certa estensione; e noi abbiamo visto nello studio della Cinema- 
tica, anche solo nel caso particolare del moto di un sistema rigido, 
quanto, durante il moto, ne sia in generale diverso, da punto a punto, 
il comportamento cinematico (traiettoria, velocita, accelerazione). Se 
noi ci proponiamo di trarre qualche induzione generale sul carattere 
delle forze dall’ analisi dei loro effetti dinamici, ¢ evidente come la 
suaccennata molteplicita di manifestazioni cinematiche simultanee 
debba necessariamente mascherare e quasi sottrarre alla nostra in- 
tuizione sintetica la possibile rappresentazione schematica del feno- 
meno. Ora, ad eliminare siffatta molteplicita di circostanze complica- 
trici, converra riferirsi a corpi di dimensioni abbastanza piccole (ri- 
spetto a quelle del campo in cui si svolge il moto) perche la loro 
posizione si possa ritenere individuata, senza errore sensibile, da un 
punto geometrico. Ogni corpo cosi considerato si dira un punto ma- 
teriale. 

Questa designazione non solo non ripugna alla nostra intuizione 
dei fenomeni reali, ma, come gia si é notato in Cinematica (IL; n. 1), 
risponde ad una veduta che ci @ consueta; cosi ad es. la posi- 
zione in mare di una nave, si suole assegnare dandone la latitudine 
e la longitudine, le quali, in realt&a individuano sulla superficie ter- 
restre un punto geometrico, che noi identifichiamo coila nave solo in 
ragione della piccolezza di questa rispetto alle dimensioni della Terra; 
e cosi (per citare un esempio ancora meglio rispondente alla suindi- 
cata definizione) noi tutti ci rappresentiamo gli astri come punti della 
sfera celeste, pur sapendo quanto grandi siano le loro dimensioni 
rispetto ai corpi che ci attorniano sulla Terra. 

[1 punto materiale, per cid che riguarda i caratteri puramente 
cinematici (posizione, traiettoria, velocita, accelerazione, ecc.), andra 
per la sua stessa definizione, considerato come un punto geometrico; 
ma, di fronte all’azione delle forze, non cessera di comportarsi come 
un corpo naturale. La semplicita schematica degli aspetti cinematici 
dei moti di un punto materiale ci permettera di coglierne le leggi 
dinamiche fondamentali; e la Dinamica del punto fornira la base di 
tutta la Meccanica, in quanto, come vedremo in seguito, le leggi del 
moto di ogni altro corpo, di cui non sia lecito trascurare le dimen- 
sioni (rispetto a quelle della regione spaziale in cui ha luogo il moto) 
si possono stabilire, considerando codesto corpo come un aggregato: 
di punti materiali. 
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§ 3. - Proporzionalita fra forza e accelerazione. 


4. CASO DEL PESO. — Nel moto dei gravi riconosciamo I influenza 
di due distinti elementi; il peso del grave e le condizioni iniziali del 
suo moto. GALILEO stabili dapprima la legge della caduta libera, pro- 
vando che é costante (a parit’ di tempo) la variazione di velocitd 
lungo la verticale (e quindi l’accelerazione). Per studiare poi il caso 
generale dei gravi comunque lanciati, fu guidato da un concetto di 
indipendenza di effetti. Egli intui che, come nella caduta libera si 
verifica una variazione di velocita, sempre costante, e quindi indi- 
pendente dai diversi valori della velocita stessa, cos} analogamente 
debba avvenire nel caso generale dei gravi lanciati: e I’ esperienza 
confermd questa sua intuizione. ; 

Alla costanza di variazione di velocita si collega il fatto che é pur 
costante il peso del grave, in ogni possibile condizione di moto; si é 
quindi tratti a considerare la costante variazione di velocita (accele- 
razione) come dovuta all’incessante azione della forza “ peso eet: 
quale si esplica nello stesso modo qualunque sia la velocita del mobile. 

In altri termini, appare acquisito questo risultato: nel moto di 
un grave, il peso determina, durante un generico intervallo di tempo 
At, una variazione di velocita (nel senso della verticale) proporzio- 
nale a At ed indipendente dalla velocita, da cui € animato il grave 
all inizio dell intervallo. . 


5. CASO DELLE FORZE COSTANTI, — Cid posto, viene spontaneo il 
pensiero che anche le altre forze si comportino come il peso; almeno 
quelle che col peso sono pit direttamente confrontabili, in quanto 
hanno comune con esso la caratteristica fondamentale di conservarsi 
inalterate, durante il moto del corpo. Pil precisamente, immaginiamo 
per fissare le idee, che il corpo sia un semplice punto materiale P, 
e che su di esso agisca, durante un certo intervallo di tempo AZ, una 
ed una sola forza, rappresentata da un vettore F’, costante in gran- 
dezza e direzione. _ 

La invocata analogia porta ad ammettere che la velocita v di P 
subisca, durante l’intervallo di tempo Af, una variazione (vettoriale) 
Av, diretta come F’, proporzionale in valore assoluto a At, ed indi- 
pendente dall’ atto di moto di P (velocita) all’inizio dell intervallo in 
questione. 


6. Resta da farsi un’idea del fattore di proporzionalita, che chia- 
meremo h. Nel caso del peso, esso é una quantita costante, la nota g 
(II; n. 27), qualunque sia il corpo, e quindi qualunque sia il punto 
materiale. 
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Sara ancora lo stesso per una forza costante generica #’? Le pit 
elementari esperienze conducono ad escluderlo, suggerendo pero altre 
semplici ipotesi circa la natura di h. 

A tale scopo basta analizzare un po’ I’ inizio del moto di un corpo, 
che si trovi in quiete, e a cui venga impressa colla mano, o con altro 
sforzo muscolare, una certa velocita. Si suppone, bene inteso, che il 
corpo sia abbastanza piccolo perché si possa parlare di velocita, senza 
bisogno di distinguere da punto a punto. Lo sforzo muscolare che 
determina la velocita non é evidentemente una forza costante in 
grandezza e direzione, ma si pud supporre approssimativamente tale, 
se supponiamo brevissimo Il’ intervallo di ae At, durante il quale 
esso si esercita.: 

La velocita (intensiva) At impressa al corpo non é altro che un 
caso particolare della variazione Av finora considerata: essa ci si 
presenta, per uno stesso corpo, tanto pil rilevante, quanto pid ener- 
gico é Vatto muscolare, cioeé maggiore la forza; e a parita di sforzo, 
tanto meno rilevante, quanto maggiore é il peso dell’oggetto. 

Il modo pitt semplice per rispecchiare questo stato di cose é di 
supporre h direttamente proporzionale all’ intensita della forza, inver- 
samente proporzionale al peso p del corpo; il fattore di proporziona- 
lita k, essendo poi sempre lo stesso (per ogni corpo assimilabile ad 
un punte materiale). 

Una ulteriore induzione porta ad ammettere che sia, in ogni caso 
(cioé per qualsiasi forza F’ costante in grandezza e direzione) 

hake d 
F designando al solito Pintensita del vettore Ff’. 


7. Riassumendo, la variazione di velocita Av, che si verifica durante 
un generico intervallo di tempo Aé sotto la sollecitazione di una forza 
costante #, @ a ritenersi diretta come F' ed eguale in valore asso- 
=k At F'/p, con k& indipendente cosi dal punto materiale, 
come dalla forza che gli é applicata. 

Immaginando in particolare che # sia il peso, il valore assoluto 


del primo membro non é altro che gAt, quello del secondo = p: per- 


cid risulta kg e nel caso di una forza generica si pud scrivere, 
isolando #', 


(1) =U 


dove non resta pid alcuna indeterminata. 
Questa equazione, nel caso qui considerato di una generica forza 


—costante, esprime la costanza della accelerazione media Av/At del 
mobile, relativa ad un intervallo di tempo At qualsiasi, e la sua pro- 
porzionalita alla forza. Facendo tendere At allo zero e denotando 
con @ laccelerazione istantanea del mobile otteniamo la 


2 oe Gg : 
(2) at 


8. CASO DELLE FORZE VARIABILI. — Siamo cosi pervenuti, nel caso 
delle forze costanti, ad una legge, che si mantiene valida istante per 
istante per tutta la durata del moto. Cid rende plausibile lV ipotesi 
che lo stesso comportamento istantaneo seguiti a valere anche per 
una forza variabile con legge qualsiasi. Conseguentemente assumeremo 
la (2) come relazione fondamentale tra forza (di natura qualsiasi) e 
moto, da ritenersi valida in ogni istante della durata del fenomeno. 
In parole, ammetteremo che: in ogni caso vi é, istante per istante, pro- 
porzionalita tra forza ed accelerazione, il fattore di proporzionalita p/g 
non dipendendo né dalla forza, né dall’atto di moto del punto materiale. 


§ ake Sovrapposizione degli effetti di forze simultanee. 


9. Sinora abbiamo considerato il moto di un punto materiale libero 
su cui agisca un’ unica forza EF’, come avviene nel caso tipico dei gravi 
(nel vuoto); ma per lo pit accade che sia sensibile ad un tempo l’in- 
fluenza di pit. forze: p. es. nel caso di un aerostato intervengono ma- 
nifestamente il peso, la forza ascensionale e la spinta del vento. 

Supponiamo, per .fissare le idee, che su di un punto materiale 
libero P di peso p agiscano simultaneamente due forze F,, F, (e 
queste due soltanto). Sappiamo, in base alla (2), che, se su P agisse 
la sola F, o la sola F,, il punto assumerebbe rispettivamente la 
accelerazione 


Ga UP = 
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ma i principi sin qui stabiliti nulla ci dicono sugli effetti dinamici 
dell’ azione simultanea delle forze considerate. Occorre quindi fissare 
qualche nuovo principio induttivo; e precisamente si ammette il po- 
stulato generale che la simultaneita di pit forze non modifica le loro 
azioni individuali, 0, in altre parole, che ciascuna di esse seguita a 
provocare sul moto del punto considerato la stessa accelerazione che 
produrrebbe agendo da sola. 

- Questo postulato si presenta come naturale estensione di quello 
che, nella sua essenza, si pud dire galileiano e che afferma I’ indi- 
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pendenza della variazione di velocita, cioe dell’ effetto di una unica 
forza, dalla velocité preesistente. Quando le forze sono pil @ una, si 
ha indipendenza in un senso pil generale, non solo dalla velocita 
mano mano acquistata, ma anche dalle azioni concomitanti. Tradu- 
cendo in formole, si ha che l’azione simultanea di F, ed F, da luogo 
alla accelerazione 


G 
O=0,4-0,= 5 (E+ Fy ; 


cioé a quelia stessa accelerazione che sarebbe dovuta all’ unica forza 
F,+ F,, visultante dalle due forze fisicamente distinte #, ed Fy. 

In generale, qualunque sia il numero delle forze agenti sopra un 
punto materiale P, esse sono sempre sostituibili, nei riguardi del moto 
del punto, con un’ unica forza, rappresentata dalla loro risultante geo- 
metrica, che dicesi forza totale applicata al punto. 

In tale sostituibilita consiste il principio del parallelogramma (0, in 
generale, della composizione) delle forze applicate ad uno stesso punto 
materiale. Esso non @ che una diversa forma, matematicamente pitt 
comoda, per quanto fisicamente meno espressiva, dell’ammesso postu- 
lato di indipendenza. 

Concludendo, anche quando sul punto agiscono simultaneamente 
quante si vogliono forze, vale l’equazione fondamentale (2), colla 
avvertenza essenziale che la # deve rappresentarvi la forza totale 
applicata al punto. 


$ 5. - Punto materiale vincolato. Reazioni. 


10. Un generico corpo naturale C si puo sempre immaginare diviso 
in un numero di parti abbastanza grande, perché sia lecito conside- 
rare una qualunque di esse come un semplice punto materiale P. 

Evidentemente un tale punto P non @ libero nel senso chiarito al 
n. 3; € anzi manifesto che in generale la mobilita di P é subordinata 
o almeno collegata a quella degli altri elementi del corpo C. 

Consideriamo d’altra parte un corpo (pure abbastanza piccolo, per 
poterlo direttamente assimilare ad un punto materiale P) il quale 
poggi per es. sopra una tavola, o sia attaccato ad un filo, o si trovi 
comunque in contatto con altri corpi. Qui ancora interverranno nella 
maggior parte dei casi effettive limitazioni di mobilita’. Diremo sempre 
che P @ un punto materiale vincolato, i vincoli o legami provenendo, 
secondo i casi, dalle particelle circostanti del corpo C, cui appar- 


tiene P, ovvero dal sostegno o dal filo 0, in generale, da corpi con- 
tigui. 
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Cid posto, prendiamo a considerare un qualsiasi punto materiale P, 
comunque vincolato e sollecitato, e supponiamo di saper riconoscere 
le varie forze che agirebbero su P se fosse libero, e indichiamone 
con F la risultante, che chiameremo forza attiva o direttamente appli- 
cata al punto. E mnito che, sotto a sollecitazione di F, il punto 
vincolato non assumera nell stesso moto, che gli sarebbe impresso 
dalla stessa forza I’ se esso fosse libero: in altre parole, il moto del 
punto vincolato € dovuto non soltanto alla sollecitazione della forza 
attiva, ma anche all’azione dei vincoli. Poiché nel caso di un punto 
libero siamo stati indotti a riconnettere ogni variazione nelle modalita 
del moto alla presenza di qualche forza, appare naturale l’'ammettere 
in base ad una considerazione di analogia, il seguente POSTULATO 
DELLE REAZIONI VINCOLARI: Per un punto materiale comunque vincolato 
é sollecitato da forze, Vazione dei vincoli é sostituibile con quella di 
una fored (fittizia) aggiuntiva, che dicesi reazione o forza vincolare. 

In altre parole, si ammette che in ogni caso esista, insieme alla 
forza attiva #”, una certa forza # tale, che il considerato punto P 
si comporti come se fosse libero e sollecitato simultaneamente dalle 
due forze F ed &; onde per il punto vincolato VY equazione fonda- 
mentale della Dinamica assume la forma 


(3) Fy R=(4. 


In taluni casi dalle modalita fisiche di attuazione dei vincoli si 
pud desumere, in modo semplice, la legge secondo cui si esplica la 
reazione R 0, quanto meno, qualche dato sul suo comportamento ; 
e allora la (3) costituisce un vero postulato, che richiede un oppor- 
tuno controllo sperimentale, almeno a posteriori, come per gli altri 
principi meccanici. In altri casi, invece, non si riesce a riconoscere 
direttamente il modo in cui agiscono i vincoli; ed allora la (8) for- 
nisce una semplice definizione della forza vinecolare RR, per mezzo 
di Fe di @. 


§ 6. - Equilibrio di un punto materiale. 
Legge del moto incipiente. Misura statica delle forze. 


11. EQUILIBRIO DI UN PUNTO MATERIALE. — Si dice che un punto 
materiale @ in equilibrio o che le forze che lo sollecitano si fanno equi- 
librio, quando l’azione complessiva di codeste forze @ atta a mantenere 
in quiete il punto, cioe non determina sul punto, @ partire dalla 


quiete, alcuna variazione di velocita. 
Un punto in quiete @ certamente in equilibrio; ma non recipro- 
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camente, giacché le forze agenti su di un punto possono benissimo 
farsi equilibrio, cioé avere l’attitudine potenziale a mantenerlo in 
quiete, qualora esso gia vi fosse, senza che il punto si trovi effetti- 
vamente in quiete: se esso possedeva gia prima una certa velocita, 
la conserva inalterata sotto la sollecitazione delle forze equilibrate. 

Dalle equazioni (2) e (3) dei nn. 7, 10 risulta che per I’ equilibrio 
di un punto, vale a dire perché esso abbia un’ accelerazione costan- 
temente nulla, occorre e basta che si annulli la forza attiva, se si 
tratta di un punto libero, la risultante della forza attiva e della 
reazione, se si tratta di un punto vincolato. In quest’ ultimo caso, si 
pud anche dire che la condizione necessaria e sufficiente per IT equi- 
librio si é che la forza attiva sia direttamente opposta alla reazione. 


12. LEGGE DEL MOTO INCIPIENTE. — Supponiamo che un punto P, 


ad un dato istante 4, cominci a muoversi a partire dalla quiete, sotto 
la sollecitazione di una forza totale # (non nulla). In ogni istante ¢, 
posteriore a f), la direzione e il senso del moto di P saranno quegli 
stessi del vettore velocita v. Nell’ istante iniziale ¢), in cui la velocita 
é nulla, viene a mancare questa norma; ma, ammessa la continuita, 
la direzione e il senso iniziale del moto si possono desumere come 
limite della direzione e del senso di v negli istanti immediatamente 
consecutivi a f. Ora si ha che 


t-> ty 
dove @ designa l’accelerazione di P nell’ istante ¢); onde si conchiude 
che la direzione e il senso del moto nell’istante 4 coincidono con 
quelli di @, ossia per la (2), della F. 

Questa conclusione (legge del moto incipiente) fornisce un criterio 
per individuare la direzione e il senso della # nell’ istante tf). Basta 
farla agire sopra un punto materiale in riposo: la direzione e il senso 
della forza sono quegli stessi del moto iniziale 0, come si pud dire, 
del primo elemento di cammino descritto dal punto. 

Altri svariatissimi criteri per riconoscere tanto la direzione quanto 
la intensita di una forza si possono desumere dai caratteri dei moti 
che hanno luogo sotto lVazione di essa. 

Noi qui ci limiteremo ad accennare (nn. 13-14) alla cosi detta 
misura statica, che si ricava dalla considerazione dell’ equilibrio delle 
forze applicate ad un punto materiale, ed é forse il criterio pil sem- 
plice (dopo quello impreciso, fornito dalle sensazioni muscolari) di 
effettiva misura di una forza. 


13, SCALA DEI PESI. — La forza tipo é il peso. Una graduazione 
dei pesi si ha considerando i diversi possibili volumi di una sostanze 


omogened, p. es. di acqua, e attribuendo ai pesi corrispondenti numeri 
proporzionali ai volumi. Il fattore di proporzionalita dipende eviden- 
temente dall’ unita di misura, cioé da quel volume, cui si vuole attri- 
buire il valore 1. In pratica, l’ unita di misura adottata é il kilogrammo, 
che si indica abbreviatamente con kg., ed é il peso (nel vuoto) di 
di un decimetro cubo di acqua (distillata, al suo massimo di densita, 
cioé a circa 4°). Secondo i casi, si adoperano poi i sottomultipli o i 
multipli del kilogrammo: grammo —10-*kg., quintale =10* ke. , 
tonnellata = 10° ke. 

Ora alla scala dei pesi pud essere paragonata una forza F’ qualsiasi. 

Infatti, supponiamo anzitutto che F sia verticale e diretta verso 
P alto; applichiamola ad un punto libero P ed equilibriamola con un 
opportuno peso p. La forza totale agente su P 


é allora nulla, e l’intensita di ¥ risulta eguale = C 

a quella del peso equilibrante. JO 
Se la direzione di # e qualsiasi, l’equilibrio 

si pud stabilire nel modo seguente: attacchiamo P fi 

a P Vestremita di una funicella recante un peso 

alValtra estremita e facciamo in modo, avvol- F ? 


gendo la funicella ad una carrucola C e sce-° 
gliendo opportunamente il peso p, che P ri- p 
manga in equilibrio. 

La forza F é allora equilibrata dalla tensione del filo. Ammettendo 
come evidente che questa tensione si eserciti nella direzione del filo,. 
cioé PC, e che la sua intensita sia quella {del peso, {trasmessa, per 
cosi dire, integralmente dal filo (), rimane ovviamente determinata 
cosi la direzione come la intensita di PF’. 

Notiamo ancora, a proposito dell’ equilibrio di un punto materiale 
libero, che si puo profittarne per una diretta verifica sperimentale 
del parallelogrammo delle forze. A tal fine é@ stato ideato dal VaRI- 
GNON un dispositivo, nel quale si usufruiscono le tensioni di tre funi 
di cui, mediante pesi e carrucole, si regola a piacere la direzione e 
la intensita. 


14. DinaMOMETRI. — In pratica, per misurare una forza statica- 
mente (cioe mediante esperienze sull’equilibrio dei corpi), si ricorre 
ad uno strumento, detto dinamometro. Esso si riduce schematicamen te 


(*) Questa ipotesi apparisce plausibile in via approssimata ; ma é@ pur chiaro 
che il peso proprio del filo e Vappoggio sulla carrucola debbono esercitare una 
qualche influenza. Vedremo nella Statica dei fili flessibili e inestendibili 
(Cap. XIII, § 4) come si possa tener conto di questi elementi © riconosce re: 
“i limiti, entro cui @ giustificato il prescinderne. 
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ad una molla elicoidale AP, la quale viene orientata nella direzione 
della forza F' che si tratta di valutare. Si fissa l’estremita A; alla 
P si applica la forza. La molla allora si tende, e si stabilisce l’ equi- 
librio in una posizione diversa dalla naturale. [1 cammino, percorso 
dal punto P nel senso dell’asse, @ messo in evidenza dallo sposta- 
mento di un indice, connesso a P, rispetto ad una scala graduata, 
collegata ad A. Per graduare la scala, si adoperano dei pesi. L’ in- 
dicazione, che si legge, quando su P agisce una data forza F’, porge 
senz’ altro la richiesta misura della forza. Questa conclusione poggia 
sull’ ipotesi che la tensione della molla eserciti sui punto P una forza 
@, diretta, secondo Vasse dello strumento, verso A; e che I intensita 
di questa forza (almeno ad equilibrio stabilito) dipenda soltanto dalla 
posizione di P, 0, cio che é lo stesso, dell’ indice. Allora infatti si 
puo da un lato assimilare l’equilibrio di P a quello di un punto 
libero sotto l’azione delle due forze Fe @; dallaltro, ogniqualvolta 
Vindice si trova nella stessa posizione, si hanno le stesse @. Si pud 
percio asserire che anche le # sono le stesse; eguali in particolare 
al peso, che ha originariamente servito a segnare la posizione del- 
Y indice. 


§ 7. - Legge @inerzia - Massa. 


15. Riprendiamo l’equazione fondamentale 
(2) of iif a a, 
che lega la forza al moto. Come sua immediata conseguenza ri- 
sulta che ogni qualvolta si annulla la forza totale FF’, agente sul 
punto, si annulla del pari l’accelerazione; talché, se, in un certo 
intervallo di tempo, su di un punto non agisce forza alcuna 0, cid 
che e lo stesso, insieme delle forze agenti ¢ a risultante costante- 
mente nulla, il punto, finche durano siffatte condizioni, non risente 
alcuna variazione di velocita. Cid vuol dire che il punto, se inizial- 
mente era in quiete, vi permane in tutto ’intervallo di tempo con- 
siderato; se invece era animato da una certa velocita iniziale, la con- 
serva inalterata in tutto codesto tratto di tempo, cioé si muove di 
moto rettilineo uniforme (II; n. 16); e codeste condizioni di quiete 
o di moto rettilineo uniforme persistono immutate fino a quando inter- 
venga sul punto l’azione di qualche nuova forza. 

Questo principio, che, come conseguenza della (2), é implicito nel- 
V insieme di ipotesi da noi precedentemente ammesse sugli effetti di- 
namici delle forze, prende il nome di legge di inerzia, in quanto pud 
enunciarsi in forma espressiva, dicendo che la materia é per se stessa 
imerte. 
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Esso comprende due affermazioni, una relativa al caso di un 
punto in quiete, l’altra al caso di un punto gia animato da una 
certa velocita. 

La conclusione relativa alla quiete @ affatto banale. Le pit co- 
muni constatazioni mettono in evidenza che per modificare uno stato 
di quiete, per vincere, come si dice, l’inerzia, richiedesi sempre 
VY azione di una qualche forza. 

La seconda parte della legge d’inerzia ha tutt’ altro carattere; 
essa non proviene dall’ osservazione diretta, e sembra anzi contrad- 
detta dal? esperienza volgare che tutti i movimenti, non mantenuti 
con appositi dispositivi (forze), tendono ad estinguersi. KE soltanto 
per astrazione che si giunge a rendersi conto della plausibilita che, 
in assenza di forze, si conservino le velocit&a preconcette. Basta ana- 
lizzare uno qualsiasi dei fenomeni, in cui la conservazione manca, 
per riconoscervi senza difficolta Vinfluenza di qualche forza. Non 
solo, ma si puo verificare direttamente che ogni qualvolta si rie- 
sce ad attenuare la forza, la tendenza a modificare la velocita é 
sempre meno sensibile. Viceversa, abbiamo esempi grandiosi della 
incapacita della materia a modificare la propria velocita: basta pen- 
sare all’azione energica che é d’ uopo esercitare per fermare un treno, 
e alle conseguenze disastrose di un brusco arresto. 

Cosi, con un po’ di riflessione, procedendo dal concreto all’ astratto 
per approssimazione successiva, si finisce col trovare naturale un 
asserto, che, a prima vista, sembra paradossale. 

Storicamente é interessante notare che solo dopo un’ elaborazione 
secolare, fu nettamente riconosciuta e formulata la seconda parte 
della legge d’inerzia (forse da LEONARDO Di VINCI (2), e fors’ anco pit 
tardi dagli immediati successori di COPERNICO (?) e di GALILEO). La 


() Leonarbo pa Vinci, n. a Vinci (Firenze) nel 1452, m. nel 1519 in un ca- 
stello presso Amboise, messo a sua disposizione dal Re di Francia Francesco I, 
visse dal 1482 al 1499 a Milano quale ingegnere del Duca Lodovico Sforza 
(il Moro). Genio universale, lascid opere d’ arte immortali e germi di concezioni 
grandiose nei pit svariati campi del pensiero, A noi bastera ricordare, accanto 
alle vedute innovatrici nel campo della Meccanica (che abbracciano tra V al- 
tro la teoria delle onde e quella del volo), i suoi contributi d@’ ogni genere al- 
V’ ingegneria militare ed idraulica. 

(2) Nicora CopErRNICO, n, a Thorn in Polonia nel 1473, m. nel 1543 a 
Frauenburg (Prussia orientale), dove egli era canonico della cattedrale. Studio 
a Cracovia e a Vienna, poi a Bologna, a Padova ec a Roma, nella quale ultima 
citta tenne anche lezioni di matematica e di astronomia, I] sistema che da 
lui prende il nome fu pubblicato a Norimberga nel 1548, subito dopo la sua 
morte, sotto il titolo « De rivolutionibus orbium exlestium Libri VI». Pare 


che V opera fosse pronta fin dal 1507. 


hh 
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prima parte, direttamente accessibile all’ osservazione grossolana, era 
invece nota anche agli antichi e figura tra i principi aristotelici. 


16. A precisare ulteriormente il significato e la portata della equa- 


zione fondamentale 


(2) a Ve 


é necessario fermare la nostra attenzione sul coefficiente p/g. 

Ove si badi al valore assoluto dei due membri, si deduce dalla (2) 
(4) < ee ge 
cioé, qualunque sia la forza # sollecitante un dato punto, il rap- 
porto delle intensita di #' alla conseguente accelerazione scalare é 
uguale a p/g, talché questo rapporto fornisce un carattere inerente 
al punto considerato. 

Ma qui @ necessaria una riflessione di essenziale importanza. A 
formulare i vari principi sugli effetti dinamici delle forze, che sono 
riassunti nella (2), siamo stati condotti da una serie di osservazioni 
sperimentali di carattere locale, in quanto si € sempre tacitamente 
ammesso di sperimentare in un dato lwogo; cosicché sorge spontanea 


la domanda se questo carattere puramente locale si rifletta anche sulla — 


stessa equazione (2), tanto piu che, come sié giarilevato in Cinematica, 
(IIL; n. 27), VY accelerazione g varia alcun poco da luogo a luogo. Ma 
se, pur senza entrare in particolari, si accetta la veduta, oramai 
entrata nel comune patrimonio delle conoscenze volgari, che la forza— 
peso sia dovuta alla attrazione della Terra, si riconosce la possibi- 
lita a priori della circostanza (verificabile anche in via sperimentale 
diretta) che anche il peso y subisca da luogo a luogo piccole varia- 
zioni paragonabili a quelle di g: e se, d’altro canto, si tien conto 
che in un dato luogo, per la (4), il rapporto della intensita della forza 
sollecitante alla conseguente accelerazione scalare non dipende dalla 
forza considerata, si é¢ naturalmente condotti ad ammettere, con una 
nuova estensione della veduta di indipendenza gia ripetutamente 
invocata, che il rapporto p/g sia, per un dato punto materiale, un 
carattere assolutamente intrinseco, dipendente dalla natura materiale 
del punto, ma scevro da qualsiasi influenza locale (?). 


(4) Non @ male avvertire che questo carattere assolutamente intrinseco della 
massa, pur potendosi ritener verificato pei corpi naturali con approssimazione 
grandissima (pitt che sufficiente non solo per la Tecnica, ma anche per le appli- 
cazioni fisiche e astronomiche) non @ accettato come rigorosamente vero nella 
cosidetta Mecoanica relativistica (cfr. Cap. II, u. 3), in cui si 8 condotti ad ammettere 
che la quantita di materia possa essere (tenuissimamente) alterata per effetto 
del moto o anche, pitt generalmente, delle varie sollecitazioni dinamiche, 


a na a 
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Codesto rapporto p/g dicesi massa del punto materiale e si indica 
con m, cosicché l equazione fondamentale (2) assume la sua forma 
classica 


(5) pb Pn a, 


che pud considerarsi come la sintesi completa di tutti i postulati 


finora introdotti. In essa il vettore #, in generale variabile, com-. 


pendia tutte le azioni esercitate sul moto del punto dalle circostanze 
esterne, mentre la massa m, che vi compare come un semplice coeffi- 
ciente positivo, invariabile rispetto al moto, caratterizza cid che, in 
forma vaga ma espressiva, possiamo dire la quantité e qualita di 
materia costituente il punto, 0, per essere meno imprecisi, il com- 
portamento di codesta materia di fronte alle sollecitazioni dinamiche. 
Invero, se confrontiamo le masse di due corpuscoli materiali, co- 
stituiti della medesima sostanza omogenea (ad es. acqua distillata a 
4° ©. e a 760 mm. di pressione, o ferro omogeneo o acciaio ecc.) 
esse, in quanto, in un dato luogo, vanno valutate in base all’ equa- 
zione 
(6) : Wye a 
risultano proporzionali ai rispettivi pesi (locali), ossia, trattandosi di 
sostanza omogenea, ai rispettivi volumi (m. 5). E, d’altro canto, se 
ei riferiamo a due corpuscoli di qualsiasi costituzione materiale e di 
masse m, ed m, e immaginiamo di sollecitarli separatamente con una 


stessa forza #”, avremo per le rispettive accelerazioni @,, 
; ? p ) 
F=m,a, ed F=m, a,, 


onde scalarmente risulta 
Oy 5 Qs — Mo < My, 5 


cioé a parita di sollecitazione, le accelerazioni scalari risentite dai 
vari punti materiali sono inversamente proporzionali alle rispettive 
masse; talché la massa indica il diverso grado di refrattarieta dei 
punti materiali a risentire gli effetti dinamici delle forze 0, in altre 
parole, la loro diversa inerzia dinamica; onde appare giustificato il 
nome, che talvolta si d& alla massa, di coefficiente di inerzia. Notiamo 
infine, che in base alla (6) dovra dirsi di massa 1 ogni corpuscolo, 
il cui peso in un dato luogo abbia lo stesso valore della locale 
accelerazione g della gravitaé. Ove si assuma per g il valore di 9.80 


o 


(metri al secondo) si ha dalla (6) la formula approssimata 


m = 0.102 p, 


che si usa nella pratica per calcolare la massa di un corpo di dato 
_ peso. 


Se ee 


1740S ae  CAPITOLO SETTIMO 
. 


§ 8 - Specificazione del sistema di riferimento. Influenza cor- 
rettiva della Meccanica celeste. Assi fissi e moto assoluto. 
Terne galileiane. 


17. Siamo giunti a questo punto in base ad induzioni pi o meno 
immediate, ma sempre desunte da semplici e comunissimi fenomeni, 
i quali cadono sotto il diretto dominio dei sensi. 

Nell’ osservazione di questi fenomeni e nelle successive induzioni, 
si é sempre trattato di forze e di moti: ma non @ stato detto espli- 
citamente (perché, dato il modo di considerare la questione, poteva 
ritenersi superfiuo) che si contemplavano sempre moti (e quindi ve~ 
locita, stati di quiete, variazioni di velocita, accelerazioni) rispetto 
ad osservatori in quiete in una data localita, 0, cid che é lo stesso, 
rispetto ad assi comunque fissati sulla superficie terrestre. 

Ora il Newron fu tratto ad idealizzare maggiormente i principi 
della Meccanica, ritenendoli applicabili non solo ai fenomeni terrestri, 
bensi anche al moto dei corpi celesti. Ma in questa estensione biso- 
ena por mente ad una circostanza essenziale; cioe alla scelta del si- 
stema di riferimento. Dopo che, per opera di COPERNICO, di KEPLERO 
e di GALILEO, fu dimostrata insostenibile la concezione geocentrica 
dell’Universo, e fu riconosciuto che il moto dei vari pianeti assumeva 
caratteri pi semplici ed omogenei quando era riferito al Sole an- 
ziche alla Terra, si presentayva spontaneo il pensiero che le leggi della 
Dinamica, se pur restavano applicabili, dovessero essere riferite a 
qualche corpo meno particolare della nostra Terra. E il Newton 
ammise, senz’ altro, che la relazione fondamentale (5) dovesse ritenersi 
valida per le variazioni di moto dei corpi celesti (di quelli del sistema. 
solare in particolare) quando tali moti sieno riferiti alle cosidette 
stelle fisse; cioe a quelle — e ve ne ha moltissime — che (almeno nel 
campo dei nostri mezzi di osservazione) si presentano come punti 
luminosi, tra cui non si riscontra da secoli aleun sensibile cambia- 
mento di posizione relativa. 

Ma qui si presenta una difficolta. Al concetto di forza, per la sua 
stessa origine antropomorfica, desunta da sensazioni muscolari, noi 
attribuiamo un valore assoluto, cioé indipendente dallo stato di moto 
0 di quiete dell’ osservatore. L’ opposto accade per il vettore @: esse. 
partecipa del carattere relativo del corrispondente moto, e percid 
varia in generale da uno ad un altro sistema di riferimento (quando, 
beninteso, si tratti di sistemi che non sieno in quiete Il’ uno rispetto 
allaltro), 

Cosi, per un punto materiale generico, l’a@ relativo alle stelle fisse, 
non e l’@, quale apparisce ad un osservatore terrestre, poicheé la Terra, 


a : 7. YF 
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~com’é noto dalle pit’ elementari nozioni di Cosmografia, @ animata 
da un duplice moto, di rotazione attorno al proprio asse, e di trasla- 


zione attorno al Sole, che a sua volta si muoye, rispetto alle stelle 
fisse, verso la costellazione di Ercole. 
Qualora la differenza fra codeste due accelerazioni fosse di un 


ordine di grandezza non trascurabile, verrebbe manifestamente a man- 


care ogni base alla induzione newtoniana, per cui si estendono alla 
Dinamica dell’ Universo i principi sperimentalmente stabiliti per la 


- Meceanica terrestre. 


Ma si puo invece constatare, in base alla teoria del moto relativo 
(Cap. IV), che la differenza delle due accelerazioni di un medesimo. 


punto rispetto ad un riferimento terrestre e ad un riferimento stel- 


lare non é grande ed anzi é in generale trascurabile per i fenomeni 
che possono interessare la Tecnica. 


18, Si parta invero dal teorema del Cortonis (IV; n. 3) 
A, = a, + a, + 24,, 
assumendo come assoluto il moto di-un dato punto P rispetto ad 
un riferimento stellare, e come relativo il moto di P rispetto alla 
Terra: il moto di trascinamento sara percio il moto della Terra, 
che, come si @ notato pocanzi, si deve considerare rototraslatorio (1). 
Si tratta di valutare J’ordine di grandezza del valore assoluto della 
differenza fra a, ed @,, cioe di 
a, + 24,. 

Dell’accelerazione @, di trascinamento consideriamo separatamente 
Vaddendo dovuto alla rivoluzione annua della Terra e quello dovuto 
alla rotazione diurna. Nel primo moto, trattandosi di traslazione, l’ac- 
celerazione @ la stessa per tutti i punti della Terra, ed ha, in valore- 
assoluto, |’ espressione (II; n. 51) 


p +4 


‘dove ¢ é il doppio della velocita areolare, p il parametro dellorbita 


terrestre e 2 la distanza della Terra dal Sole: ma per la terza legge 
di KEPLERO si ha 


(4) Prescindiamo qui dal moto che trascina |’ intero sistema solare verso 
la costellazione di Ercole, in quanto, allo stato attuale delle nostre conoscenze, 
tutto fa ritenere che si tratti di un moto sensilbilmente rettilineo ed uniforme 
e percid privo di qualsiasi influenza sul valore della accelerazione dei singoli 


_corpi (IV; n. 4), 


dove @ designa il semiasse ane eiore dell’ orbita e T il ‘tempo perio- 
dico; talche, sostituende ad @ e a ¢ la distanza media della Terra dal 
Sole che é all’incirca di 150 milioni di km. ossia 15.101 m., si ha come 
ordine di grandezza della considerata accelerazione in metri al secondo 
47n2-15- 1070 
fb : 

se 7 @ il numero di secondi contenuti in un anno: ne risulta un’ac- 
celerazione alquanto inferiore ad 1 cm. per secondo, cioé di circa 1/1000 
di g. ; 

Per valutare l’ordine di erandezza di @, resta da considerare l’ac- 
celerazione dovuta alla rotazione diurna della Terra, la cui velocita 
angolare sara data in valore assoluto da w = 27/WN, ove N designi il 
numero di secondi contenuti in un giorno, cioé nell’intervallo di 
tempo, in capo al quale la Terra riprende una medesima orientazione 
rispetto alle stelle fisse. Ora se si tratta di secondi di tempo medio 
siderale si ha per definizione 

1 giorno = 24" = (2460 60)” = 86400” ; 
se si tratta invece di tempo medio solare come si usa solitamente, 
la durata del moto di rotazione diurna si trova espressa dal numero 
un po’ pit piccolo 86164, cosicché avremo 
Qn 


eile 


86164 ° 


e l’accelerazione di un punto alla distanza 6 dell’asse polare sara 
w*5 (IL; n. 33), Se supponiamo che il punto sia alla superficie della 
Terra e indichiamo con i la sua latitudine, con F il raggio terrestre, 
avremo 6—= F#cosi e quindi per I’ accelerazione 


Qi 


4n?R cos A 
(86164)? 


Ponendo cosi= 1/\ 2 (cioé supponendo 245°) e sostituendo ad R 
il suo valor medio di km. 6371, si trova che codesta accelerazione 
é un po’ minore di 2,5 cm. al secondo. 

Quanto infine, alla accelerazione complementare @,, se si tien conto 
della sua espressione (IV; n. 3) 


a,=o/\Vv, 
e si assume per v, una velocita non maggiore di60 m. al secondo, quale 
nelle applicazioni tecniche difficilmente si raggiunge (4), si trova un valore 


(7) Questo limite viene notevolmente superato in Balistica, in quanto i pro- 
iettili possono raggiungere velocit&é di parecchie centinaia di metri al secondo, 
In tali condizioni non-@ pit lecito in generale trascurare a priori i] termine a@,. 
Da esso, anzi, dipende essenzialmente uno dei cosidetti problemi secondari 

della balistica esterna. 
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di meno che 0,5 cm. per secondo; cosicché in conclusione il divario fra le 
accelerazioni di un punto rispetto alla Terra e rispetto alle stelle, in con- 
fronto della accelerazione della gravita, la quale pud prendersi come 
base nelle valutazioni di interesse tecnico, é dell’ordine di pochi mil- 
lesimi. Ed anzi importa rilevare che in pratica si commette effetti- 
vamente un errore di gran lunga minore, perché abitualmente, oltre 
ad adottare il riferimento terrestre, ci si attiene, nella vaniagions 
delle forze, ad altre approssimazioni (cfr. Cap. XV, § 4), il cui effetto 
compensa in massima parte l’errore derivante dalla sostituzione del 
riferimento terrestre a quello stellare. 

19. La precedente constatazione fornisce una elementare giustifi- 
cazione a priori della induzione, per cui si assume a postulato uni- 
‘versale la validita della equazione dinamica (5) rispetto alle stelle; 
mentre, per contrapposto, il riferimento terrestre, che pur ha servito 
per scoprirla, si riguardera oramai come atto a renderla soddisfatta 
soltanto in via approssimativa (largamente sufficiente per i bisogni 
della pratica). Un tal modo di vedere che, come dicemmo, ha avuto 
origine dal desiderio di estendere la Meccanica al campo astronomico, 
ha ivi trovato le pii luminose e meravigliose conferme. 

In Dinamica é consuetudine costante di chiamare moto assoluto il 
moto riferito ad una qualsiasi terna, che conservi posizione invariata 
rispetto alle stelle, o che, almeno, possa ritenersi sensibilmente tale. 
Con questa convenzione, il postulato fondamentale delia Meccanica 
si enuncia in modo conciso ed esatto, dicendo che vale la (5) pel 
moto assoluto. 

E giova ripetere che per i moti di corpi terrestri, quali sono in 
particolare quelli che si considerano nelle applicazioni tecniche, @ an- 
cora lecito ritener valida la (5) rispetto ad un riferimento terrestre, se 
non come espressione rigorosa della realta, almeno con una approssi- 
mazione che, nella maggior parte dei casi, supera quella fisicamente 
raggiungibile nelle misure. 


20. TERNE DI RIFERIMENTO GALILEIANE — Ad eliminare, in ordine 
al riferimento, ogni restrizione inessenziale importa aggiungere una 
osservazione. Se, essendo 2&7¢ una terna immobile rispetto alle 
stelle, denotiamo con ’’y/ 2’ una seconda terna animata, rispetto 
alla prima da un moto traslatorio uniforme (vale a dire da un moto 
traslatorio di velocita costante e, quindi di accelerazione nulla; 
(III; n. 4) risulta senz’altro dalla teoria dei moti relativi (IV; n. 4, a) 
che |’ accelerazione di un qualsiasi punto rispetto alla terna Q’ £7 (’ 
si mantiene, istante per istante, identica alla accelerazione del punto 
stesso rispetto alla terna 22%, talché abbiamo che l’ eqguazione fon- 
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damentale (5) si consevva rigorosamente valida, quando il moto del 
punto sia riferito ad una qualsiast terna, animata da un moto trasla- 
torio uniforme rispetto alle stelle, 0, in altre parole, ad una qualsiasi 
terna, che, rispetto alle stelle, abbia gli assi di direziom imvariabili e 
V origine in moto rettilineo uniforme. 

Nel seguito, ogni qual volta applicheremo la (5), intenderemo, 
ove non si avverta esplicitamente il contrario, che il moto del punto 
sia riferito ad una delle terne or ora considerate, che, per brevyita, 
si diranno terne inerziali o galileiane. Quest’ ultimo appellativo fu 
proposto dall’ EINSTEIN nella prima pubblicazione (1905) sulla sua tecria 
della relativits ed @ ormai universalmente accettato. Esso appare 
non solo giustificato, ma per cosi dire doveroso, in quanto nelle 
opere del GALILEI si trova espresso in termini mirabilmente lim- 
pidi e precisi, il riconoscimento che i fenomeni meccanici si svolgono 
colle stesse leggi per due osservatori, animati |’ uno rispetto al- 
Valtro da un moto traslatorio uniforme. > 

Osserviamo da ultimo che spesso, nella impostazione dei problemi 
meccanici, avremo occasione di parlare di punti o rette o piani fissi. 
Con cid intenderemo alludere a punti o rette o piani, immobili rispetto 
al riferimento meccanico adottato, il quale, in accordo con quanto 
si € dinanzi detto, sara, secondo i casi, fornito da una terna gali- 
leiana o (quando ci si accontenti della approssimazione caratteriz- 
zata ai nn. 18, 19) da una terna terrestre. 


§ 8 — Rappresentazione matematica delle forze naturali. 
Forze posizionali e forze conservative. 


21. Riassunti i principi della Meccanica del punto materiale nella 
equazione fondamentale 
(5) F=ma, 


possiamo proporci due tipi di problemi, l’ uno inverso dell’altro: 
1.° Conosciuto in qualche modo il moto di un punto materiale 
di data massa, cercare la forza atta ad imprimergli, come forza to- 
tale applicata, il moto considerato. 
2.° Data la forza totale applicata, determinare il moto del punto. 
Il primo problema ¢ immediatamente risolubile, almeno in un 
certo senso, con sole derivazioni; giacché se 


Pee Gy 
0, rispetto ad una terna galileiana, 


Deets y ==y (t), 2== z(t) 
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sono le equazioni del moto, risulta senz’ altro dalla (5) che la forza 
totale applicata al punto é data, in funzione del tempo, da 
m P, 
ossia € rappresentata dal vettore di componenti 
a Mi, M¥, mz. 
Pit difficile € in generale il secondo problema, che costituisce 
appunto il problema fondamentale della Dinamica del punto; e qui, 


per poterlo porre in equazione, occorre anzitutto precisare in qual 
senso e in qual modo debba intendersi data una forza. 


22. Prendendo anche qui le mosse dalla considerazione della forza- 
peso 0, come anche diremo, della forza di gravita, sappiamo che 
essa ha un carattere locale: se consideriamo la regione di spazio 
circostante alla Terra, ad es. l atmosfera, e immaginiamo di potervi 
liberamente trasportare in una posizione qualsiasi un corpo assimi- 
labile (rispetto alla Terra) ad un punto materiale, ad es. di massa 1, 
abbiamo che ad ogni punto della regione considerata resta associata, 
come. peso che agirebbe sul nostro corpo qualora fosse ivi collocato, 
una ben determinata forza. Generalizzando, possiamo immaginare 
che in una certa regione C dello spazio sussistano condizioni fisiche 
tali che un punto materiale libero P, per es. di massa 1, collocato 
in ogni singola posizione di C, risenta una forza # ben determinata, 
la quale dipenda esclusivamente dalla posizione del punto. Potremo 
scrivere 


(7) F=F(P), 
ossia, indicando con X, Y, Z le componenti # rispetto a certi tre 
assi e con x, y, & le coordinate della posizione di P,’ 


X= X(a#,y,2), Y=Y(x,y,2), 2Z=Z(t,y,2). 


Ogni forza siffatta si dira posizionale; e naturalmente si riguar- 
dera data, quando sia assegnato il vettore funzione di P, che rap- 
presenta la forza stessa riferita alla unita di massa. 

Il concetto di forza posizionale é suscettibile di una immediata 
generalizzazione, cui si perviene immaginando che le condizioni fisi- 
che che in una certa regione spaziale C determinano una forza F 
su di un punto materiale ivi collocato in una posizione qualsiasi, 
varino nel tempo; in tal caso la forza F, riferita all’ unita di massa, 
sara funzione non solo del punto P di applicazione, ma anche di f, 
cioé 
(8) F= F(P\i) 
ossia 

X= X(u, y,2| t), Y= Y(a,y,2\|¢), Z=Z(x,y,2\t). 
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E generalizzando ancora, si pud avere che la forza F, nella 
regione C, dipenda non soltanto dal punto di applicazione e dal 
tempo, ma anche dalla velocitaé istantanea con cui il punto materiale 
di massa 1 viene a passare in quell’ istante per quella data posizione: 
cioé pud aversi . 
(9) F=F (P, P\®); . 
ossia 
\ X= X (a, y, 2; 4, Y, &| 0), 
(10) Y= Y (4, Y; 25, 4) 9,29) 

Z=Z (u, y, 2; &, Y, @| t). 


A priori sono concepibili leggi di forza di natura ancor pil ge- 
nerale, p. es. dipendenti dalla accelerazione, ed anche dalle succes- 
cessive derivate (vettoriali) di questa (come accade effettivamente 
nei cosidetti fenomeni ereditari); ma nella Meccanica razionale si suole 
limitarsi alla considerazione di forze del tipo (9), poiché tali si pos- 
sono ritenere, nella grande maggioranza dei casi, le forze che si pre- 
sentano in natura. 

Percid d’or innanzi noi diremo conosciuta la legge di una forza 
in una data regione spaziale C, quando il vettore #’, che rappresenta 
la forza come agente su di un punto materiale di massa unitaria, 
sia 0 possa considerarsi come determinabile in corrispondenza ad 
ogni atto di moto del punto, cioé in funzione della posizione P oc- 
cupata dal punto, della velocité da cui il punto é animato ed even- 
tualmente dell’ istante, cui si riferiscono codesta posizione e codesta 
velocita. 

In ogni caso noi supporremo che le componenti (10) della forza 
siano rispetto ai loro sette argomenti, funzioni uniformi, finite, con- 
tinue e derivabili quanto occorre (entro il campo C per le z, y, 2 ed 
entro un certo determinato campo di variabilita per «, y, 2 e ?). 

BE manifesto che le forze posizionali (7) e le forze di tipo (8) 
rientrano come casi particolari in quelle cosi caratterizzate. 


23. FORZE MOTRICI E RESISTENTI — RESISTENZE PASSIVE. — Convien 
qui fissare per le forze una distinzione qualitativa, Se un punto P 
si muove ed F é la forza, o una delle forze che lo sollecitano, si 
dira che F é€ forza motrice o forza resistente rispetto al moto con- 
siderato, in un dato istante, secondoché, in quell’ istante, la direzione 
del moto e quella della forza formano un angolo acuto od ottuso. 

Si vede subito che una forza posizionale pud essere, secondo ; 
casi, motrice o resistente. Infatti fissata una posizione generica, la 
forza é ivi sempre la stessa, qualunque sia la velocita, con cui il 
mobile vi transita; basta pertanto che cambi (p. es. che si inverta) 


CONCETTI E POST. FOND. DELLA MECC. | 
la direzione di questa velocita, perché la forza, da motrice divenga 
resistente 0 viceversa. Cosi, in particolare, la gravit& ha carattere di 
forza motrice quando il corpo discende, di forza resistente, quando 
il corpo sale. 

Vi sono invece alcune forze naturali che non si presentano mai 
come motrici. Tali forze assumono il nome di resistenze passive: for- 
me tipiche sono le varie resistenze di mezzo (p. es. aria ed acqua) 
o dattrito, dovute al contatto del mobile con altri corpi. Esse agi- 
scono sempre in una direzione che contrasta il moto, anzi in dire- 
zione opposta ad esso, quando si considerano soltanto punti mate- 
riali. z ; 

24, CAMPI DIFORZA. — Prima di proceder oltre, conviene aggiun- 
gere alcune considerazioni sulle forze posizionali. 

La regione spaziale C, in cui é definita una forza posizionale, di- 
cesi campo di forza, e chiamasi forza del campo, in un suo generico 
punto, la forza F# che ivi agirebbe sull unita di massa e che: percid 
si identifica colla corrispondente accelerazione. 

Un campo di forza si dice wniforme se la rispettiva forza @ co- 
stante (di direzione e di intensita) da punto a punto, come p. es. 
accade sensibilmente per la forza di gravita, quando si considera una 
regione terrestre abbastanza ristretta, perché siano trascurabili le va- 
riazioni della direzione verticale. 

In questo caso il vettore che rappresenta la forza del campo é il 
solito g, e su di un corpo (punto materiale) di massa m agisce, come 
sappiamo, il peso mg, prodotto della forza del campo per la massa. 

Ora si é constatato sperimentalmente che, nei campi di forza che 
effettivamente si presentano in natura, si verifica una circostanza 
analoga: cioé, se F’ é la forza del campo in un dato posto (vale a 
dire quella che agisce sulla unita di massa ivi collocata), la forza da 
cui risulta sollecitata una qualsiasi massa m nel medesimo posto é 
data da mF’. Questo fatto sperimentale! si esprime talvolta dicendo 
che la massa pesante (cioé quel coefficiente per cui bisogna moltipli- 
care la forza del campo per avere la forza agente sul corpo ;consi- 
derato) si identifica colla massa inerte (cioé [n. 16] col rapporto tra 
la forza e la conseguente accelerazione). 

Nel seguito, parlando di campi di forza, intenderemo riferirci 
sempre a quelli in cui si verifica la circostanza suindicata. 


95. LINEE DI FORZA DI UN CAMPO. — Per avere un’ immagine geo- 
metrica del modo in cui in un dato campo varia la direzione della 
corrispondente forza F’ convien considerare le cosidette linee di forza 
o linee del campo. 
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Considerata una porzione del campo di forza, in cui la forza F 
non si annulli mai, si parta da un punto generico Py e sulla linea 
d’azione della forza in Py, si prenda nel senso stesso della forza un 
punto P, vicino a fy. Sulla linea di azione della forza in P,, che in 
generale sara distinta da Py P,, si scelga un punto P,, vicino a P,, 
sempre nel senso della forza; e cosi si seguiti (finché il procedimento 
non faccia uscire dalla porzione considerata del campo o non riporti 
rin PANY ; 

Avremo cosi una poligonale Py P, P,..., tale che ogni suo lato, 
preso nel verso di successione dei vertici, da la direzione e il verso 
della forza nel suo primo estremo. Se i punti Py), P,, P.,... si fanno 
avvicinare infinitamente, al limite si otterra una linea (generalmente 
curva) A, che in ogni suo punto P(x, y, 2) risulta tangente alla forza 
F(X, Y, Z) in quel punto. I] verso di percorrenza, che rimane fissato 
sopra codesta linea, determina il senso, secondo cui agisce la forza. 

Ogni linea A cosi generata si chiama appunto linea di forza o del 
campo; e dallo stesso procedimento dianzi indicato discende che per 
ogni punto del campo passa una linea siffatta ed una sola. 

Per definire analiticamente le linee di forza basta osservare che 
esse sono caratterizzate dalla condizione che lo spostamento elemen- 
tare dP lungo una qualsiasi di esse, a partire da un suo punto P 
qualsivoglia, deve avere la stessa direzione e lo stesso senso della 
forza F in P, talché le linee di forza risultano definite, in ogni por- 
zione del campo in cui la forza non si annulli, come le x? curve 
integrali del sistema 

dx dy dz 

SOY 
equivalente ad un sistema di due equazioni del 1° ordine in due fun- 
zioni incognite di una sola variabile; p. es., se Z non é identicamente 
nulla, al sistema 
> ax x dy ae 

O25) 2 LOCO eZ 

nelle due funzioni incognite x, y dell’ unica variabile <. 

Per un campo uniforme e pit in generale per un campo, la cui 
forza sia di direzione costante da luogo a luogo, le linee di forza 
sono rette parallele; mentre, invece, se la forza del campo é costan- 
temente diretta ad un centro fisso -O, le linee di forza sono le rette 
della stella di centro 0. 


26. FORZE CONSERVATIVE. — Tra i campi di forza sono partico- 
larmente notevoli, per ragioni che chiariremo meglio nel prossimo 
Cap., quelli per cui il prodotto scalare #Xx<dP della forza F' del 
campo per un qualsiasi spostamento elementare dP del punto di appli- 
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cazione P é il differenziale esatto di una funzione U di P, ossia delle 
sue coordinate x, y, 2: 
(11) TOPO U 

Siffatti campi di forza diconsi conservativi; ela funzione U(a, y, 2), 
che noi supporremo uniforme, finita, continua e derivabile, almeno 
fino al second’ordine, in tutto il campo, dicesi potenziale del campo 0 
funzione delle orze (+). 

Notiamo subito che, se vi é una funzione U soddisfacente alla (11), 
vi soddisfano anche tutte le funzioni U-+-c, dove c designa una co- 
stante additiva arbitraria. Nei casi concreti si suol profittare di codesta 
costante per fare in modo che il potenziale assuma in una data posi- 
zione un prefissato valore, ad es. lo zero. 

La proprieta caratteristica (11) dei campi di forza conservativi é 
del tutto indipendente dal riferimento, talché si mantiene inalterata 
qualunque sia la terna di assi cui vien riferito il campo di forza. 
Infine, scrivendo la (11) in forma esplicita 


; oU -) oU 
(11’) Xda 4-Ydy + Zdz = — dx + ea Ae a dz 
ch cy cz 


e notando che questa identita deve sussistere per qualsiasi scelta dello 
spostamento elementare dx, dy, dz, si conclude (?) 


aU é au 
(12) <= poy pee 


ox oy’ oe 


Giova ritenere piu generalmente che la derivata del potenziale 
secondo una direzione qualsiasi non é altro che la componente della forza 
del campo secondo quella direzione. Cid si pud giustificare ricorrendo 
ad una qualsiasi, per es. alla prima, delle (12) (che valgono, come 
s’é detto, per qualunque terna di riferimento) e considerando che si 
pud sempre immaginare di far coincidere l’asse delle 7 con una di- 
rezione arbitrariamente prefissata. Ma si pud ricavarlo direttamente 
dalla (11) in base alla definizione di derivata di direzione: limite del 
rapporto fra l’ineremento della funzione U, quando ci si sposta in una 
direzione determinata, e la lunghezza dello spostamento. Infatti, se 7 
é il versore corrispondente allo spostamento dP, e ds la lunghezza_ 
(infinitesima) di tale spostamento, la (11) puod essere scritta 


S108 == 10, 
donde, dividendo per ds, ’eguaglianza annunciata, perche il rapporto 


(1) Aleuni autori designano la funzione U esclusivamente con quest’ultimo 
nome e chiamano potenziale la — U. 

(2) Basta applicare la (11') supponendo lo spostamento elementare paral- 
lelo ai singoli assi, cioe supponendo suceessivamente dy=dz—0 , dz = da =—0, 
ax — dy —0. 
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‘ dei due differenziali dU e ds é precisamente la derivata di U secondo 
la direzione , ed F< (I; n. 20) la componente di #' secondo la 
stessa direzione. 

Giova ancora rilevare che, siccome dalle (12) si risale senz’:altro 
alla (11’), ossia alla (11), i campi conservativi si possono anche carat- 
terizzare come quelli, la cui forza ha per componenti rispetto ad una 
(qualsivoglia) terna di assi (e quindi rispetto a tutte le altre) le tre 
derivate parziali di una funzione della posizione del punto di applica- 
zione (potenziale). | g 


27. Eliminando fra le (12) la U, si trovano le tre equazioni 


OV OS 8D NX sa gees 
e CE Ce pac 


da cui si rileva, come del resto si sa sotto altra forma dal Calcolo, 
che l’ esistenza di un potenziale (cioé il fatto che Xda 4+-Ydy + Zdz sia 
un differenziale esatto) implica condizioni restrittive per le tre fun- 
zioni X, Y, Z di x, y, 2: in altri termini una forza posizionale # non 
é in generale conservativa. 
A titolo @’ esempio si pud assumere: 
SY 5 Se a Oe 

la quale non @ certamente conservativa, dacche: 

aa 

CU See ied 
e non zero, come accade ogniqualvolta esiste un potenziale. 

Importa rilevare che, nel definire le forze conservative, abbiamo 
supposto, quale preliminare specificazione qualitativa, che la funzione 
U(P) ‘soddisfacente alle (11) sia wniforme, cioe, per ogni punto P, 
dotata di un solo valore, in futto il campo che si considera. Questa 
limitazione (circa la natura della funzione, 0, eventualmente, circa 
VY ampiezza del campo da considerare) @ conforme a cid che si suol 
fare negli elementi del Calcolo, e basta per la maggior parte delle 
applicazioni meccaniche. In certi casi per altro giova abbandonare 
Vipotesi restrittiva della uniformita in tutto il campo (si efr. in pro- 
posito lesempio d) del n. 29). 


28. In un campo di forza conservativo di potenziale U, diconsi 
superficie equipotenziali le x} superficie 


U= cost. 


cioé le superficie, di cui ciascuna é il luogo dei punti aventi un 
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dato potenziale. Per ogni punto 2, yo, 29, del campo passa una su- 
perficie equipotenziale ed una sola, cioé, quella di equazione 
U (a, Y; 2) = U (Xo, Yo 0) - 

Se al punto di applicazione della forza si fa subire uno sposta- 
mento elementare dP sulla superficie equipotenziale passante per la 
sua posizione iniziale, si ha per la (11), in quanto il potenziale U 
si mantiene costante sulla superficie equipotenziale, 

SIG a Oe 
onde Reais che la # € ortogonale al dP. Poiché cid vale qualunque 
sia lo spostamento elementare dP sulla superficie equipotenziale, si 
conclude che in ogni punto del campo la forza é normale alla su- 
perficie equipotenziale passante per esso. In altre parole, in un campo 
conservativo le linee di forza sono le traiettorie ortogonali delle super- 
ficie equipotenziali. 


29. ESEMPI DI CAMPI CONSERVATIVI. 

a) E conservativo ogni campo uniforme. 

Se invero é # la forza (costante di intensita, di direzione e di 
senso) basta scegliere |’ asse di riferimento z nella direzione e nel 
verso di F' per avere 

F< dP = Faz; 


e questo é un differenziale esatto. Integrando, si ha che il potenziale, 
a meno della solita costante additiva arbitraria, é dato da Fz, onde le 
superficie equipotenziali sono i piani 2 = cost., ortogonali alla dire- 
zione fissa della forza. 

In particolare, per la gravita (ove si assuma Il’ asse delle 2 verti- 
cale ed orientato verso il basso) il potenziale, riferito alla unita di 
massa, @ dato (a meno di una costante additiva arbitraria) da gz. 

b) Sia in secondo luogo un campo, in cui la forza sia di dire- 
zione fissa e di intensita dipendente esclusivamente dalla distanza del 
punto di applicazione da un certo piano fisso, ortogonale alla dire- 
zione della forza. Scelto questo piano come piano di riferimento z= 0, 
le componenti della forza secondo gli assi x ed y risulteranno nulle, 
mentre la terza sara una certa determinata funzione (2) della sola 
ecoordinata z, onde ayremo 

Fx dP = 

Integrando, si ottiene come potenziale, a meno della costante: 

additiva arbitraria, la funzione della sola 2 
&@ 


i s (2) dz; 


© (2) dz. 
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ed anche qui le superficie equipotenziali sono i piani ortogonali alla 
direzione fissa della forza. 

c) Si consideri infine un campo, in cui la forza #' sia, in ogni 
punto P, diretta ad un certo centro fisso O ed abbia una intensita 
dipendente esclusivamente dalla distanza 9 = OP, del punto di appli- 
cazione dal centro O (forza centrale). La F, nei singoli punti del 
campo, pud essere diretta dal centro O verso il punto di applica- 
zione (forza repulsiva) 0 nel senso contrario (forza attrattiva); noi 
rappresenteremo con ¢(9) la componente della # secondo la retta 
orientata OP, cosicché la ¢ risultera, in se stessa, 'positiva o nega- 
tiva secondo che la forza é repulsiva o attrattiva. In ogni caso il pro- 
dotto scalare #><dP si puod esprimere come prodotto delle compo- 
nenti di F e di dP secondo la stessa direzione orientata OP, talché 


abbiamo 
F< dP=£(6) do; 


onde, integrando questo differenziale esatto, si ottiene pel potenziale, 
a meno della costante additiva arbitraria, la funzione della sola 0 


e 
Ue) = leo ado. 
Po 
Le superficie equipotenziali 


U(e) = cost. 
0, cid che é lo stesso, 
6 = COSt., 
sono le sfere concentriche in 0; mentre, come gia si noto al n. 25, 
le linee di forza sono le rette della stella di centro 0. 
d) Diamo anche un esempio di potenziale non uniforme in tutto 
il campo di forza in cui sussiste la (11); dapprima in due dimensioni, 
considerando lintero piano Oxy. Immaginiamo introdotte anche le 
coordinate polari 9 e @ (di polo O, ossia legate alle cartesiane dalle 
relazioni x =o cos, y=osin 4) e sia la forza F’ del campo in un 
generico punto P, distinto dall origine O, cosi definita: direzione nor- 
male al raggio vettore OP; verso delle anomalie crescenti ; intensita 
k/o, con k costante. Abbiamo escluso V origine, perché ivi la defini- 
zione cadrebbe in difetto (direzione indeterminata, intensita infinita). 
Il prodotto scalare F< dP, valutato come prodotto dell’ intensita 
della forza k/o per la componente cd dello spostamento secondo F, 
(cfr. Cap. I, n. 19) si riduce manifestamente a kd), talché k) si pud 
considerare come potenziale del campo. Fissata per I’ anomalia 4), in un 
particolare punto Py, una delle sue determinazioni ad arbitrio, p. es. 
quella compresa fra 0 e 2m, il valore di #,e quindi di U=k), in 
un altro punto P qualsiasi pud immagininarsi dedotto per continuita 
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da 4), andando, lungo una linea qualsiasi, da P, a P. Con cid, in 
quanto si consideri lintero piano (pur eccettuando il punto 0), é 
chiaro che U=k) non @ funzione uniforme del posto, in quanto, se 
si parte da P con una certa determinazione e si gira attorno all’ ori- 
gine con continuita, sempre in uno stesso verso, si ritorna in P con 
successive determinazioni aumentate (0 diminuite secondo il senso) 
di 2rk ad ogni giro. Lo stesso potenziale U= k§ rimane invece fun- 
zione uniforme del posto, qualora si consideri come campo non I’in- 
tero piano, ma una regione limitata, che escluda l’origine e sia 
inoltre tale che non si possa (senza uscire dalla regione) girare attorno 
I’ origine (2). 

E facile trasportare l’esempio allo spazio Oxyz, considerando per 
ogni punto P, di coordinate x, y, z, la sua proiézione Q, di coordi- 
nate 0, 0, 2 sull’ asse 2 e il parallelo, cioé la circonferenza di centro 
Q@ passante per P. La forza F in P si definisce, come nel caso pre- 
cedente, considerando il piano del parallelo. [1 vettore F risulta 
quindi lo stesso in tutti i punti P situati sopra una stessa retta pa- 
rallela all’ asse 2. 

Immaginando sostituite alle coordinate x, y, 2 le cosi dette coor- 
dinate cilindriche 9, 0, 2, essendo ¢ e § nient’altro che coordinate 
polari rispetto ad x, y, cioe legate a queste dalle relazioni x = 0 cos 8, 
y =osin 4, si ha anche qui il potenziale U= kk), il quale é uniforme 
soltanto in campi limitati, ma non nell’ intero spazio, in quanto si 
aceresce di -— 2nk ogni qualvolta si gira, in un senso o nell’ altro, 
attorno all’ asse delle 2. 


§ 9. — Equazioni differenziali del moto di un punto. 


30. Chiarito il senso in cui deve intendersi data una forza, tor- 
niamo al problema 2° del n. 21. Se, per considerare il caso generale, 
supponiamo che la forza totale F, agente su di un punto materiale 
P di massa m, dipenda dalla posizione del punto, dalla sua velocita 
e dal tempo, il moto di P deve soddisfare per la relazione fonda- 
mentale della Dinamica, all’equazione differenziale vettoriale 


(13) mP= F(P, P\t), 
ossia, rispetto a tre assi fissi, alle tre equazioni differenziali del 2° 
ordine 


\ Me =X (X,Y, 2; &,Y,2|1), 
(13°) ( MY¥=Y(h,Y, 2; &,Y, 20), 
mei= Z(x,y,2; 4,9, 2| 0b); 


(1) Tale sarebbe ovviamente una regione qualsiasi appartenente al primo 
quadrante; non lo sarebbe invece una corona circolare di centro 0. 
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onde si rileva che il problema analitico di determinare il moto di 


un punto materiale sollecitato da una data forza totale non differisce 
dal problema gia considerato in Cinematica di determinare per un 
punto il moto di data accelerazione (II; n. 25). L’integrale gene- 
rale della (13) o delle (13’) dipende da sei costanti arbitrarie, co- 
sieché nelle date condizioni sono possibili pel punto c<® moti diversi, 
ciascuno dei quali si individuera prefissando opportunamente certe 
sei condizioni ulteriori, che consistono per lo pit nell’imporre che il 
punto, in un dato istante ¢, , occupi una assegnata posizione Pp (2, Yo; 20) 
ed abbia una assegnata velocita U(X, Yo, 2c). i 

In taluni casi intervengono semplificazioni immediatamente sug- 
gerite dai dati del problema. Se p. es. la data forza F é€ costante- 
mente parallela ad una giacitura fissa, basta scegliere il piano di rife- 
rimento z= 0 parallelo a codesta giacitura, perché la componente Z della 
F risulti identicamente nulla; e allora la terza delle (13’), riducendosi ad 


Ne == Ox 
da per integrazione immediata ~ 
(14) B= Bg 5). SS ot A S04 
dove 2), 2 designano due prime costanti arbitrarie, cioé la terza 
componente della velocita e la terza coordinata del punto nell’ istante 


t= 0; onde si rileva intanto, per la seconda delle (14), che ove la 


velocita iniziale si assuma parallela alla giacitura fissa (é,— 0), il 
moto risulta piano. 

In ogni caso eseguendo nelle due prime equazioni differenziali del 
moto (13’) le sostituzioni (14), si riduce il problema alla integrazione 


delle due equazioni differenziali nelle sole funzioni incognite x (t), y(#) 


( mi X (x, Y, Zot + 295 L,Y, &g |), 
( mY = Y (x,y, 29t + 293 x, Y,29|t), 


nel cui integrale generale compaiono le ulteriori quattro costanti 
arbitrarie. 

Analogamente, se la forza # ha direzione fissa, basta scegliere 
‘Passe di riferimento x parallelo alla # per ridurne identicamente 
nulle le componenti Ye Z, talché la seconda e la terza delle equa- 
zioni (13’) assumono la forma 

Wirifics A) = SAS mee 
Di qui, integrando, si deduce 
Y=Yo, F=2o3 Y=Yottyo, 2=—Kot+%, 
dove Yo, 20, Yo; “0 designano quattro costanti arbitrarie; onde risulta 
che, se la velocita iniziale @ parallela alla direzione fissa della forza, 
si ha un moto rettilineo. Ad ogni modo, sostituendo nella prima 
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delle (13’) le espressioni cos ottenute per y, 2 (ed y, 2), si! riduce il 
problema alla integrazione dell’ unica equazione 


mx = X (ax, Yot +Yo, Sot + 29} G, Yo) o | t), 


il cui integrale generale conterra due nuove costanti arbitrarie. 


31. Aggiungiamo qui da ultimo che talvolta convien proiettare 
-Tequazione fondamentale (13) non gia sugli assi cartesiani (fissi), 
bensi sui tre spigoli del triedro principale (mobile) della traiettoria, 
quali risultano determinati, punto per punto, in direzione e verso, 
secondo le convenzioni del n. 76 del Cap. I, dai tre versori é, n, 0 
(tangente, normale principale, binormale), Tenendo conto delle note 
espressioni delle componenti tangenziale e centripeta della accelera- 


zione (II; n. 26), si ottengono cosi le tre cosidette equazioni intrin- 


seche del moto 


: : 
(15) NS =a; m- = F,, 0=%, 


dove, al solito, s é l arco di traiettoria, r il raggio di curvatura, 
la velocita intensiva ed F;, F,, F, denotano le componenti della 
forza totale F secondo le direzioni orientate di ¢, m, 6 rispettiva- 
mente. 
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CONCETTI MECCANICI DERIVATL 
UNITA MECCANICHE E OMOGENEITA. 
SIMILITUDINE E MODELLI. 


1, Dai concetti di forza e di massa e dalle caratteristiche cinema- 
tiche del moto si deducono altri concetti meccanici, che diconsi per- 
cid derivati e che riflettono ciascuno un qualche aspetto o una qualche 
manifestazione fisica del fenomeno dinamico. Ci proponiamo qui di 
definirli, e di studiarne le vicendevoli relazioni. 


§ 1. - Lavoro. 


2. LAVORO DELLE FORZE COSTANTI. — Nel comune linguaggio si 
dice, in generale, che un uomo lavora quando esplica uno sforzo mu- 
scolare a produrre un qualche spostamento di oggetti materiali; onde 
anche volgarmente si riconnette |’ idea di lavoro a quelle di forza e 
di spostamento. 

In Meceanica, data una forza F’, che qui supporremo dapprima 
costante, e fissato uno spostamento P,— P, del suo punto d’ applica- 
zione, dicesi lavoro della forza, corrispondente al dato spostamento del 
punto di applicazione, il prodotto scalare dei due vettori che rappre- 
sentano la forza e lo spostamento; cioé, indicando con LZ il lavoro, 
si pone: 

(1) L=FX(P,— Fi). 

Per una nota proprieta del prodotto scalare si pud anche dire che 
il lavoro é dato dal prodotto delle componenti della forza e dello spo- 
stamento secondo la direzione dell’ uno o dell’altra (comunque orientati). 

Il lavoro L dicesi motore o resistente secondo che risulta positivo 
o negativo, cioé secondo che l’angolo della forza e dello spostamento 
é acuto od ottuso. 


’ 
1 
; 
4 
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Se poi lo spostamento € ortogonale alla forza, il lavoro é nullo; 
e, viceversa, se una forza (non nulla) per un dato spostamento da un 
lavoro nullo, codesto spostamento é ortogonale alla forza. 

Notiamo, infine, che se, rispetto ad una certa terna di assi, sono 
X, Y, Z le componenti di F, Aw, Ay, Az quelle dello spostamento, 
il lavoro é dato da 

L=XAxc+YVAy+Zhe; 
in particolare, per uno spostamento infinitesimo dP, si ha il lavoro 
infinitesimo o elementare 


‘aL= FXdP = Xda + Ydy + Zde. 


Sempre nel caso di forze costanti, dalle identita evidenti 


(— 2)X<(P,-P)=—-LEFX(Pa— P)] , 
EX (Fi — Ps) = — (FX? — P,)) ’ 

| F, 1+ By] >< (Ps ae Py hee, =P) + BX (23 Ts. P,) ) 

Beg oer Pe Ba) ed (By Piya) 

= FX (P,— Py) 
risulta che: 

a) Quando si inverte la forza o lo spostamento, il lavoro cambia 
segno (e conserva inalterato il valore assoluto). 

b) Il lavoro della risultante di pin forze applicate ad un mede- 
simo punto, per un dato spostamento di questo, é& eguale alla somma 
(algebrica) dei lavori, rispetto al medesimo spostamento, delle singole 
forze componenti. 

c) La somma (algebrica) dei lavori di una forza rispetto a pitt spo- 
stamenti consecutivi & eguale al lavoro della forza rispetto al risultante 
degli spostamenti considerati. 


3. LAVORO DELLE FORZE VARIABILI. — Sia F#' una forza variabile 
qualsiasi, cioeé, per considerare il caso pit. generale, dipendente dal 
tempo, dalla posizione del suo punto di applicazione P, e dalla rispet- 
tiva velocita P; e sia definito per codesto punto P un moto qualsiasi: 


(2) PzP(t) ossia cet), y=y(), 22 (0), 


che per ora supporremo affatto indipendente dal moto, che la forza F 
imprimerebbe a P, se esso fosse un punto materiale libero, soggetto 
all’ azione esclusiva della forza F’. 

Durante codesto moto del punto di applicazione, la forza FF, ove 
si tenga conto delle equazioni (2) e delle loro derivate, risulta definita 
come funzione esclusivamente del tempo; cosicché in un tempuscolo dt, 
compreso fra due istanti generici consecutivi ¢ e ¢+dt, la F' si pud 
riguardare, a meno di infinitesimi dell’ ordine di dt almeno, come 
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costante ed eguale ad una qualsiasi delle sue determinazioni in co- 
desto tempuscolo, p. es. a quella che le compete nell’istante ft. Percid 
si assume come lavoro elementare della forza variabile #, corrispon- 
dente allo spostamento infinitesimo da P(f) a P(t+dt), lo scalare 


jnfinitesimo 
LSP X<aP, 


che, ove si designi con wv la velocita del moto (2) e si tenga conto 
della espressione dP=1« dt dello spostamento elementare, si pud espri- 
mere nella forma 


(3) dL = FX v dt =(Xé+ Yy+ Zs) dt, 


dove, per quanto si é detto, le X, Y, Z si intendono espresse mediante 
le (2) e le loro derivate, come funzioni della sola variabile ¢. 

Cid posto, dicesi lavoro della #& corrispondente al moto (2) del 
punto di applicazione fra due istanti generici ¢, e ¢,, 0 dalla !posi- 
zione P(t,) alla posizione P(t,), la somma di tutti i lavori elementari 
(3) relativi ai successivi spostamenti elementari subiti da P, nel moto 
(2), fra le due posizioni estreme considerate. Cioé si pone 

ts ty 
(4) L=[Pxvat= | (xe+ Vy +722 at, 
i, é, 
dove, a secondo membro, compare un integrale definito ordinario. 

In base ad una elementare proprieta degli integrali definiti si ge- 
neralizza alle forze variabili il teorema c) stabilito al n. 2 per il lavoro 
delle forze costanti, cioé: Il lavoro totale di una forza lungo due cam- 
mini consecutivi del punto di applicazione é& eguale alla somma de 
lavori. della forza lungo i due cammini parziali. 


4. La precedente definizione di lavoro come integrale di ‘lavori 
elementari acquista un senso pil concreto, se, risalendo alla origine 
del concetto di integrale, si pensa Z come limite di una conveniente 
somma. 

Indicando con ¢ Varco di traiettoria descritto dal punto di appli- 
cazione P della forza # dallistante ¢, all’ istante f,, si immagini 
inscritta in esso una poligonale di lato generico AP, e, associata ad 
ogni Jatercolo AP una delle determinazioni di # sul corrispondente 
archetto di traiettoria, p. es. quella relativa al primo estremo (nelle 
condizioni di moto di P quando passa per codesta posizione), si con- 
sideri la somma 


(5) LFX<AP 


dei lavori di codeste forze, assimilate a costanti, per i corrispon- 


- denti spostamenti AP. Indicata con vw la velocita di P nel primo 
estremo del AP, abbiamo 


lim AP__, 
At—>0 Ato” 
~-e quindi 
AP 
Ie as 
ossia 


AP=vAt+eAt, 

dove ¢ é infinitesimo insieme con At; talché la somma (5) si pud 
scrivere 
ie ae LEFx<vAt+iRX<e At. 
Se si fanno tendere allo zero i singoli lati della poligonale, le se- 
conda parte della precedente somma tende allo zero, come risulta da 
note norme di Calcolo; e la prima tende all’ integrale 

ty 

/ Se at, 

bo 
cioé al lavoro Z; onde si conclude 

Ee MI SOAP’ 


Resta cos) giustificata pel lavoro, sotto l’aspetto concettuale, la nota- 
zione sintetica 


L=[(BXaP = |(Xay + YdyitZdz), 
c c 


che formalmente si pud dedurre dalla (4) sostituendovi ‘dP a wdt, 
ossia dx, dy, dz, a «dt, ydt, édt rispettivamente. 


5. LAVORO D&LLE FORZE POSIZIONALI. — In questo caso, per il 
caleolo del lavoro, non @ necessaria, come nel caso generale consi- 
derato dianzi, la conoscenza delle equazioni de] moto del punto di 


applicazione P, ma basta conoscere la traiettoria. Invero, se 


(6) oF -(S).) 08814. 0:2= 0(S8) eee PS) 2 == 2"(8) 


sono le equazioni parametriche di codesta traiettoria, dove supporremo © 


senz’ altro che s designi la lunghezza d’arco (misurata da una qual- 
siasi origine determinata), la data forza posizionale F'(P), mentre 
P descrive codesta curva, risulta definita come funzione della sola 
yariabile s: e d’altro canto lo spostamento elementare 
aP 
CR== as 
ds 
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non é@ altro che il}prodotto del ds per il versore dP/ds = t, tangenziale 
alla traiettoria, che é pur esso funzione della sola s. Il lavoro elemen- . 
tare si potra in questo caso esprimere sotto la forma 


EOE dy dz 
IL = FX tds = (K+ ee +25) as, 


ossia, indicando con F, la componente della forza secondo la tan- 
gente alla traiettoria di P nel verso delle s crescenti, 
aL = F,ds; 


e, poiché F, dipende esclusivamente da s, il lavoro compiuto dalla 
forza F' lungo la curva (6) fra due punti generici P(s,) e P(s,) sara 
dato, qualunque sia la legge temporale secondo cui il punto d’ appli- 
cazione descrive codesta curva, dall’ integrale definito ordinario 


a = 
Ls | F,.ds =| (x 


Sy Ss 


Ax dy (lz 
ae — ae tae ds . 


Risulta di qui (cfr. n. 2, @)) che se si inverte il senso del cammino 
del punlo di applicazione, il lavoro di una forza posizionale cambia 
segno (e conserva inalterato il suo valore assoluto). 

Non vi é luogo a fare una analoga osservazione per una forza 
dipendente dal tempo o dalla velocita, perché, in tal caso, interviene 
essenzialmente, oltre il cammino, la legge temporale, con cui si muove 
il punto di applicazione della forza; ed anche quando questa legge é 
data pel moto diretto (cioé da P (t,) a P (te)), resta a priori inde- 
terminata quella del moto inverso. 


6. LAVORO DELLE FORZE CONSERVATIVE. — Per questa particolare 
classe di forze posizionali si verifica la circostanza notevolissima che 
per il calcolo del lavoro non si richiede nemmeno pit la conoscenza 
della traiettoria del punto di applicazione della forza, ma basta ne 
siano assegnati gli estremi P, e P,. Infatti, per la identita caratte- 
ristica delle forze conservative 


HSS R= her 


dove la U(x, y, z) rappresenta il potenziale (VIL; n. 26), il lavoro. 
elementare é, in questo easo, dato da 


dh =U. 


talche, integrando, si ottiene pel lavoro Lp,p, lungo un qualsiasi cam- 
mino del punto di applicazione da P, a P, il valore 


(7) Lp,p, = U (Ley Yo, 22) — U(Hy, Yr, 21), 


— 


Fs 
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Ove CON iy, Yi, 21 © L, Ya, 2% Si designano le coordinate di Peek 
P, rispettivamente. Si ha dunque che: Qualunque sia il cammino de- ‘ 
scritto dal punto di applicazione di una forza conservativa entro il 
suo campo, il lavoro da essa compiuto & uguale alla differenza di po- . 
tenziale fra la posizione di partenza e quella di arrivo del punto di 
applicazione. 

Se profittando della costante additiva arbitraria faeciamo in modo 
che il potenziale si annulli in un certo punto Py del campo e desi- 
gnamo con P(x, y, 2) un punto generico, abbiamo per la (7) 


Lp,p = U (#, y, 2), 


cosicché il potenziale in P puod essere definito come il lavoro com- 

-piute dalla forza, quando il suo punto di applicazione si trasporta 
dalla posizione P, alla posizione P, lungo un cammino qualsiasi entro 3 
il campo di forza. Vien cosi resa fisicamente intuitiva la indipen- 
denza del concetto di potenziale dal sistema di riferimento, che ab- 

biamo gia rilevato in base alla identita caratteristica delle forze 
conservative (VIL; n. 26). 


7. La proprieta stabilita al n. prec. 6 caratteristica per le forze 
conservative, giacché se per una forza F il lavoro compiuto per un 
qualsiasi cammino del punto di applicazione, fra due punti generici P, 
e P, di una certa regione spaziale C, dipende esclusivamente dalle posi- 
zioni estreme P,, P, (e non dalla traiettoria), la # é@ conservativa. 
Infatti, se in C si fissa un punto P, il lavoro di # da Py, ad un 
generico punto P(x, y, 2) di Ce, per le ammesse ipotesi, una de- 
terminata funzione uniforme di 7, y, 2: 


(8) Lp,p = U (x, y, 2); 


ed é facile dimostrare che la # deriva appunto dal potenziale U. A 
tale scopo si osservi che, fissato un qualsiasi spostamento elemen- 
tare dP, che faccia passare da P a P; = P-+ dP, il corrispondente 
Javoro elementare 


Pep sel SOAP. 


per l’ ammessa indipendenza del lavoro dal cammino, si puo valu- 
tare, immaginando che il punto di applicazione passi prima da ti 
a Py, poi da Py a P,; onde si avra 

BOP = Upp, Ee eS 
od anche 
FS<aP = Ipp,—Lep,; 
cioe, per la (8), 


Fx dP = U(@ + du, y + dy, 2 + dz) — U(x, y, 2). 


USER eter ee 


Di qui risulta, a meno di infinitesimi di ordine superiore, 
F< dP =a: 

talché si conclude che la F' & veramente conservativa ed ammette il 

potenziale U. 


8. Notiamo infine che dalla (7) del n. 6 discende in particolare 
che, se il punto di applicazione di una forza conservativa ritorna 
alla sua posizione-di partenza dopo aver descritto entro il campo un 
cammino chiuso, il lavoro totale della forza @ nullo. 

In questo risultato risiede la giustificazione della qualifica di 
conservative attribuita alle forze, che ammettono un potenziale. Nei 
rispettivi campi, quando si fa descrivere al punto di applicazione un 
ciclo chiuso, non si guadagna né si perde lavoro. Considerando il la- 
voro di una forza come una forma di energia fisica, ceduta 0 eventual- 
mente sottratta al suo punto di applicazione, constatiamo che questa 
energia & complessivamente nulla in capo ad un generico ciclo; vi é 
dunque, nel senso accennato, conservazione di energia, 


§ 2. - Lavoro ed energia Cinetica. 


9. Tornando ad una forza variabile qualsiasi #, immaginiamola 
applicata, come forza totale, ad un punto materiale libero P di 
massa m e consideriamo il lavoro compiuto da # durante un tem- 
puscolo dt. In base alla equazione fondamentale della Dinamica 

F=ma, 

il lavoro elementare della # per lo spostamento dP—wdt, che P 

subisce nel considerato tempuscolo dt, si pud scrivere 
adL=marxvat. 


Ma l’accelerazione @ del punto non é che la derivata della velo- 
cita uv, cosicché avremo 


MOAXvVU=mNUrnx £0 = tte E mex<v| : 
Z at dt | 2 ; 
onde si conclude che, se si pone 
(9) ae nes Soa 
2 2 : 


il lavoro elementare della forza I per uno spostamento elementare da 
essa impresso al punto materiale libero cui & applicata é dato da 


(10) (oid Ohesn(0 fe) AR 
Qui é necessario fermarsi un momento su questo importante risul- 


tato e prima ancora sulla grandezza scalare mv?/2, che abbiamo indi- 
cato con T, 


oy etree 
Nes 


-CONCETTI MECCANICI DERIVATI 197 


Codesto semiprodotto della massa di un punto materiale per il qua- 
drato della vélocita (sca'iwre) istantanea dicesi forza viva o energia cine- 
tica (ossia di moto) del punto nell’ istante considerato. EB per dar anzi- 
tutto ragione, in via intuitiva, di codesto secondo nome, notiamo come 
a nessuno di noi possa essere sfuggito che i corpi materiali, quando 
sono animati da una certa velocita, acquistano un’ attitudine a pro- 
durre lavoro, che non hanno affatto in condizione di quiete: per es., un 
sasso, che pud senza danno esser sostenuto da una lastra di vetro, 
la infrange se vi é lanciato contro; il martello, cui la mano abbia. 
impresso una certa velocita, conficca in una tavola, per es. orizzontale, 
un chiodo, mentre non produrrebbe quasi nessun effetto se fosse 
semplicemente appoggiato sulla testa del chiodo; i proiettili producono 
i loro terribili effetti solo in quanto sono animatida elevate velocita, ece. 

Se teniamo conto che anche le pit comuni esperienze mostrano 
che codesta specie di energia, che i corpi materiali acquistano in di- 
pendenza del loro stato di moto, si manifesta con effetti tanto pit 
sensibili quanto é€ ,maggiore, a parita di massa, il valore assoluto 
della velocita, e, a parita di velocita, la massa, appariraé consentaneo 
alla nostra intuizione fisica il chiamare energia cinetica (+) il semi- 
prodotto (9). 


@) L’altru nome di forza viva appare in sé poco opportuno, in quanto Vener- 
gia cinetica dipende bensi da una forza, ma non @ essa stessa una forza. Ma il 
nome ha una ragione storica, in quanto il LeiBniz contrapponeva la forza morte 
0 come noi diremmo statica (come la pressione di un grave in quiete su di un 
piano d’appoggio) e la forza viva o forza con moto. E la scuola del LuIBNIz 
valutava appunto la forza agente su di un punto mobile mediante la energia 
cinetica impressa al punto, il che @ esatto, se, trattandosi di forze costanti, sé 
fanno agire le varie forze per un dato cammino del punto mobile. Invero, consi- 
derata una forza costante F', che, applicata ad un punto materiale libero di 
massa m inizialmente in quiete, gli imprime un moto rettilineo uniformemente 
aceelerato (II; n. 22), avremo fra forza FP, accelerazione a, velocita v, 6 spazio per- 
corso 3 le relazioni scalari: 


1 2 
F=ma, s= zat, v= at, 
e quindi 
1 1 
ios Py ph s ee 
= —- MA*t* = — MVU* 5 
Es en 3 : 


talchd, confrontando due forze costanti Fy, Fy per lo stesso cammino s del 


punto mobile, avremo 


qy 2 
I Vo 


Wl 


1 
Fys— 5m, Fes = 
e quindi 


? J 1 2 1 , 2 
By kg 5m *5 MV" . 
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Cio posto,  equazione (10) esprime il seguente teorema (della forza 
viva): Durante il moto determinato da una forza su di un punto ma- 
teriale libero, il lavoro elementare ‘della forza é, in ogni tempuscolo, 
eguale (in valore e segno) all’ineremento subito in quel tempuscolo 
dal energia cinetica del punto. , ; 

Pili espressivamente si puo dire che tutte le volte che la forza 
spende lavoro, di altrettanto si accresce |’ energia cinetica del punto; 
tutte le volte che la F assorbe lavoro, di altrettanto diminuisce  co- 
desta energia. 

Si consideri allora U lavoro 4 compiuto da F' nell intervallo di 
tempo da un istante fisso f) ad un istante variabile ¢, e si integri 
la (10) da f) a ¢; otterremo: 


(11) Tans lara iF 
dove 7, indica la energia cinetica del punto nell’ istante f): Cioe ta 
variazione che, in un qualsiasi intervallo di tempo, subisce V energia 


> 


cinetica di un punto libero sollecitato é@ eguale al lavoro compinuto i 


quell’ intervallo di tempo dalla forza totale sollecitante. 


10. Se (come gia nel precedente §) ci rappresentiamo il lavore L, 
compiuto dalla forza totale che sollecita un punto materiale, come 
energia somministratagli dalle circostanze esterne, che ne determi- 
nano il moto, — L misurera Il’ energia ceduta dal punto all esterno. 
Siccome la (11) si pud serivere 


(11) T' — L = costante, 


potremo dire che al moto di uv punto sollecitato da una data forza 
(totale) le leggi della Meccanica conferiscono un carattere conserva- 
tivo, in quanto v’é compenso tra energia 7, che il mobile possiede 
ad ogni istante sotto forma cinetica, e ’energia — L, che, da un 
istante generico f) in avanti, esso @ andato cedendo all’ esterno sotto 
forma «di lavoro: la loro somma. (energia totale) rimane costante. 


11. Questa conclusione diviene particolarmente espressiva nel caso 
delle forze consérvative. L’energia:— ZL non é altro che il potenziale 
U cambiato di segno (a meno di una inessenziale costante additiva). Si 
ha allora dalla (11’), designandosi con F£ una costante, 


(Ei T—-U=E8, 
relazione importantissima tra i due elementi 7 ed U (cioe in so- 
stanza tra la velocita e la posizione del mobile) soddisfatta durante 
tutto il movimento. 

La quantita — U, per il suo significato e per la circostanza che 


dipende soltanto dalla posizione del mobile, si chiama energia di po- 
sizione, od anche energia potenziale. 


we 
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La (11”), che si suol chiamare equazione 0 inteyrale delle forze 
vive, esprime percio il principio di conservazione dell’ energia sotto 
un aspetto pil ristretto, che assimila il punto materiale ad un si- 
stema isolato. | 

Ogni atto di moto del punto (caratterizzato dalla velocit’ e dalla 
posizione) si pud riguardare dotato di due forme intrinseche di ener- 
gia: cinetica e potenziale. Il moto si presenta cosi come un feno-— 
meno di trasformazione di energia cinetica in potenziale o viceversa; 
la quantita totale di energia rimane perd costantemente la stessa, 
senza che dall’esterno ne venga mai ceduta o sottratta. 

§$ 5 - Potenza 

12. manifesto come, sopratutto in vista delle applicazioni tecni- 
che, occorra valutare il lavoro non soltanto in se stesso, ma anche 
in rapporto al tempo richiesto per produrlo: percio si introduce il 
concetto di potenza. 

Se una forza F, di natura qualsiasi, e applicata ad un punto che 
comunque si sposti, dicesi potenza media della forza in un generico 
intervallo di tempo da ¢ a ¢ + At il rapporto del lavoro compiuto in 
quell’ intervallo di tempo alla durata di esso, cioé 

t+ At 


[ CaP. 
t 
At 
Dicesi poi potenza nelV istante t il limite, per At —>0, di codesta 
potenza media, cioe il rapporto del lavoro elementare al tempuscolo 


corrispondente 
a ye 
FX = FX v= Xé4+ Yy+ Zé. 

Risulta di qui che in ogni caso (anche quando la forza é posizio- 
nale e il lavoro non dipende dalla legge oraria del moto del punto 
di applicazione) il calcolo della potenza richiede la conoscenza della 
yelocita di codesto punto. 


$4. — Impulso di una forza e quantita di moto — Percosse. 
13. ImpuLso. — Supposto ancora una volta che il punto di appli- 


cazione di una forza variabile # sia animato di un moto qualsiasi, 


si dice impulso della F fra due istanti f, e ¢ I’ integrale 
t 


Y pees lr at , 
ts 


ay Vere e tp ae 
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cioé il vettore che ha per componenti 


t t t 
[ge XD 1y= | Yae I,g=| Zat. 
tp ‘te t 


Circa il calcolo effettivo dell integrale vettoriale Z, 0, cio che é lo 
stesso, delle sue tre componenti J,, J,, [,, si possono ripetere con- 
riderazioni analoghe e quelle del n. 3: cioé, quando sia assegnato il 
moto del punto di applicazione della forza, gli integrali definiti suin- 
dicati si riducono a integrali ordinari, relativi alla variabile di inte- 
grazione t. Ma @ manifesto che, a differenza di quanto accade pel la- 
voro, ’ impulso Z, anche quando la forza F' é posizionale o in par- 
ticolare conservativa, dipende non solo dalla natura geometrica della 
traiettoria del punto di applicazione, ma anche dalla legge temporale 
con cui esso la descrive. 

In ogni caso, se si tien fisso tf) e si lascia variare ¢,  impulso I 
é una funzione (vettoriale) di ¢, che si annulla per ¢—¢t e che ha 
per vettore derivato la forza: 


cioé la derivata dell’ impulso rispetto al tempo & eguale alla forza. 


14. QUANTITA DI MOTO E IMPULSO DI UNA FORZA NEL MOTO 
IMPRESSO. —— Applicata la F’, come forza totale, ad un punto mate- 
riale libero di massa m, consideriamo l’impulso di # da f) a 4, ri- 
spetto al moto impresso al punto dalla forza stessa. Avremo, per la 
equazione fondamentale della Dinamica, 


ty t; ty 
ete ered ey Oe 
f tees i 9 RE | ma dt= m | at dt 
ty ty ts 
ossia. 
(12) Fe Ninoy: 


ove si indichi con \ (mv) Vineremento che la grandezza vettoriale 
mv subisce dall’ istante fy all’istante ¢, . 

Codesto vettore me dicesi quantita di moto del punto di massa 1, 
animato della velocita v; onde la (12) pud esprimersi dicendo che: 

Se una forza agisce come forza totale su di un punto materiale 
libero, Vimpulso della forza in un dato intervallo di tempo é& eguale 
alla variazione di quantita di moto del punto nel medesimo intervallo 
di tempo (+). 


(*) La scuola del Des Carres sosteneva, in contrasto coi Leibniziani che le 
forze vanno valutate mediante le quantit& di moto, anzichd mediante le forze 
vive. La veduta cartesiana @ esatta se si conviene di considerare forze (co- 


= 


4S i soi or ec a ie rao A ea a a 
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15. PERCOSSE. — Sinora, nello studio del moto di un punto ma- 
teriale, abbiamo sempre ammesso che il fenomeno, negli intervalli di 
tempo considerati, si svolgesse con continuita (si ricordino le ipotesi 
poste una volta per tutte al n. 4 del Cap. Il). Ma pud anche acca- 
dere che un punto materiale, ad un dato istante, cambi bruscamente 
di velocita, senza che muti sensibilmente, in quell’ istante, la sua po- 
sizione. Cid si verifica quando il punto é sollecitato da certe spe- 
eiali forze, di cui ancora non abbiamo fatto cenno, e che prendono 
il nome di pyercosse. Alla considerazione di forze siffatte si é indotti, 
quando si osservi, per es., un colpo di martello su di un incudine, 
un colpo di stecca su di una palla da biliardo, l’urto di una patla 
di gomma lanciata contro un muro, ecc. 

Si osservi anzitutto che se la forza J’, durante tutto il tempo in 
cui la consideriamo, si mantiene d’intensita finita, cioeé minore di un 
numero assegnabile, il rispettivo impulso da #, a ¢, 

t 
“ 
a | F at 
4 
tende, per t, »?), allo zero; il che si pud anche esprimere, dicendo 
4 
che Pimpulso istantaneo Fdt, cui si riduce in tal caso | F at,e 
to 
evanescente (come prodotto di un vettore # di intensita finita per 
Jo scalare infinitesimo dt). 

Ma si puo invece immaginare che una forza #’, agendo per un 
brevissimo intervallo di tempo t compreso fra gli istanti f) e 4, 
assuma in esso intensita grandissime, per modo che limpulso della 
forza in quel pur brevissimo intervallo di tempo abbia un valore 
assoluto finito e determinato. 

Per schematizzare matematicamente su di un esempio tipico le 
aecennate circostanze fisiche, consideriamo una forza (costante) che in 
un dato intervallo di tempo, dall’ istante f, all’ istante ¢, sia espressa da 
— Lo 


5. 0fh 


(13) EF 


stanti) agenti per wn medesimo intervallo di tempo (anziche per un medesimo 
sammino, come si richiede per legittimare la valutazione Leibniziana). Invero, 
se si riprendono la notazioni della nota a pie della pag. 197, si ha, per una 
forza costante F, 

Ft = mat = mv; 
onde per due forze F,, Fy, agenti per un medesimo tempo t, visulta effettivamente 


fe cet) . % 
By: Fy == mvz? miro. 
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dove I, designa un vettore costante e 7 @ la durata 4, — fy dell’ in- 
tervallo di tempo considerato, L’ accelerazione, da cui sara animato 
un punto materiale libero di massa m, sollecitato da codesta forza, 
sara data da 

OU he 

Bie 
onde, integrando dall’ istante 4) ad un generico istante 7 del censi- 
derato intervallo di tempo, e designando con @, la velocita nell’ istante 


ty risulta 


Peele; 
O°. 


ee 


(pee 
ot mot 


Questa velocita @, poiche la frazione & propria, si mantiene 


minore, in valore assoluto, di v-+- Lp, ae es 
(14) 2 Uy iNet 1, 


nell’ istante 7,, assume ete ner determinazione @,, in- 

dipendente da +t. D’altra parte, caleolando l’impulso JZ della forza 

(13), dal’ istante ¢) all istante ¢,, si trova, in base alla t, —t—=vt, 
y ey Ap 

Percio, se si fa tendere z allo zero, la forza (13) tende, in valore 
assoluto, all infinito, ma il suo impulso, anche ridotto al primo tem- 
puscolo dt consecutivo all’ istante ¢, conserva il valore finito I). Cosi 
la velocita acquisita dal punto in capo a codesto tempuscolo é data 
ancora dalla (14), mentre lo spostamento subito dal punto e infinitesimo, 
come si verifica facendo tendere 7, a ¢ nella sua espressione generale 

aa 
AP =| wat 
fa 
e ricordando che v si mantiene finita. 

Concludendo, al limite per t tendente allo zero abbiamo la rap- 
presentazione matematica di una forza che agendo per un tempuscolo 
infinitesimo con intensita infinitamente grande, determina sul punto 
materiale sollecitato una brusca variazione finita di velocita, pur impri- 
mendogli uno spoestamento infinitesimo. 

Senza entrare in particolari, che riserbiamo alla teoria del moto 
impulsivo, notiamo che, sotto condizioni poco restrittive che a tempo 
Opportuno saranno precisate, sussistono conclusioni analoghe, anche 
per forze di natura pid generale della (13), subordinatamente alla 
eircostanza che esista e sia finito e ce da zero il vettore 


Eve / Fat. 


= to. 
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In ogni caso, codeste forze, che agendo con intensitd grandissima 
per un tempo brevissimo, imprimono ad un punto materiale uno spo- 
stamento trascurabile e una brusca variazione finita di velocita, diconsi 
percosse. Esse si valutano mediante il rispettivo impulso istantaneo, 
vale.a dire mediante la variazione di quantité di moto da esse de- 
terminata; e V equazione 

F=m Av 
compie nella teoria delle percorse un utticio analogo a quello che, 
nello studio delle forze ordinarie, spetta all’ equazione fondamentale 
della Dinamica. 


§ 5. - Unita meceaniche. 


16. GRANDEZZE PRIMITIVE E GRANDEZZE DERIVATE. — Nello studio 
della Meccanica siamo venuti man mano introducendo varie specie 
di grandezze, scalari o vettoriali. Alle grandezze geometriche: segymenti 
di-rette ed archi di curve, superficie, solidi, abbiamo aggiunto le gran- 
dezze cinematiche: tempi, velocita (di varie specie), accelerazioni, e poi, 
pit di recente, le grandezze che potremo dire dinamiche: forze (e, in parti- 
colare, percosse), masse, forze vive e lavori, potenze, impulsi e quantita 
di moto. 

Ora importa svolgere alcune considerazioni, del tutto elementari 
ma pur di importanza fondamentale, sulla misura di codeste varie 
specie di grandezze, che qui considereremo tutte sotto I’ aspetto sca- 
lare, cio fissando la nostra attenzione, anche per quelle che hanno 
carattere vettoriale, sul rispettivo valore assoluto. 

A priori, per ciascuna delle classi di grandezze dianzi enumerate, 
é lecito scegliere in modo del tutto arbitrario l wnita di misura, cioe 
la grandezza cui per convenzione si fa corrispondere la misura 1 ; 
dopo di che resta determinato i] numero che compete come misura 
ad ogni altra grandezza della classe considerata. Ma codesta scelta 
arbitraria e indipendente delle varie unita di misura, pur essendo 
logicamente lecita, non € opportuna, in quanto il non tener conto 
delle relazioni che intercedono fra le diverse classi di grandezze porta 
ad introdurre nelle formule certi fattori di proporzionalita che com- 
plicherebbero inutilmente i calcoli. 

E appunto per evitare questo inconveniente che in Geometria, 
fissata ’unita delle lunghezze (il metro), si assumono come unita 
delle aree e dei volumi rispettivamente il quadrato di lato 1 e il 
cubo di spigolo 1 (*). é 


(4) Per convincersene nel caso pitt banale possibile, si supponga di prendere 
come unita di misura delle aree il quadrato di lato k (anziché di lato 1): allora 
Varea del rettangolo di dimensioni a e b @ dato da ab/k? anzicie da ab. 
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Sotto questo rispetto, dicesi fondamentale o primitiva Vunita delle 
Junghezze, in quanto é scelta in modo del tutto arbitrario e conven- 
zionale; mentre diconsi derivate le unita delle aree e dei volumi, in 
quanto vengono definite per mezzo della unita delle lunghezze, e in 
base a determinate relazioni sussistenti fra superficie e solidi da una 
parte e segmenti dall’altra (proporzionalita dei rettangoli e dei paral- 
lelepipedi di data base alle rispettive altezze). Per la stessa ragione 
diconsi, pit in generale, grandezze primitive le lunghezze, grandezze 
derivate le superficie e i solidi. 

Analoga distinzione si puo stabilire, come tosto vedremo, nell’ain- 
bito delle grandezze cinematiche e di quelle dinamiche; ma non é 
superfluo il rilevare, fin dal caso delle grandezze geometriche, che 
una tale distinzione é, in ultima analisi, di natura convenzionale, in 
quanto dipende dalla particolare scelta dell’ unita per le superficie e 
pei volumi. 


17. UNITA CINEMATICHE. — Per la misura del tempo, come é noto- 
rio (cfr. Cap. II, n. 3) Punita si fissa direttamente in base ad osser- 
vazioni cosmografiche (anno, giorno, ora, minuto, secondo, a norma 
dei casi): cioé in Cinematica alle lwnghezze si aggiungono, come gran- 
dezze primitive, i tempi. Cid e per cosi dire imposto dal fatto che, 
fra codeste due specie di grandezze non sussiste alcuna relazione 
naturale, che possa permettere in base a criteri non artificiosi, di de- 
rivare Vunita dei tempi da quella delle lunghezze. 

Invece, quando siansi assunte come grandezze primitive le lun- 
ghezze e i tempi, si presenta come grandezza derivata, per la sua 
stessa definizione, ogni velocita: rapporto (o limite di rapporto) tra 
una lunghezza e un tempo. Fissate le unita di lunghezza e di tempo, 
la misura delle velocita é senz’altro individuata. Unita di velocita é 
a dirsi in particolare ogni velocita, che abbia 1 per misura: come 
rappresentante tipica (che fa riscontro al quadrato e al cubo di lato 1) 
pud assumersi la velocita di un mobile, che é animato di moto uni- 
forme e percorre |’ unita di spazio nell’ unita di tempo. 

Analogamente per le accelerazioni: rapporti o limiti di rapporti 
tra velocita e tempi. Rappresentante tipica dell’ unita di aeccelerazione 
é quella di un moto uniformemente accelerato, in cui la velocita 
aumenta di 1 nell’ unita di tempo. 

In conclusione, due sono le wnitd fondamentali della Cinematica, 
Vunita di lunghezza e quella di tempo. Fissati per es. metro e secondo, 
tutte le altre misure risultano individuate. E ben noto che alle due 
unita derivate della Geometria si d& un nome particolare (metro qua- 
drato e metro cubo), e cosi le misure si indicano abitualmente senza ri- 
chiamare in forma esplicita i prodotti di lunghezze da eui provengono, 


[VIE 17} 
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invece in Cinematica, non si € sentito il bisogno di dare un nome 
alle unita di velocita e di accelerazione, sembrando pit espressivi gli 
enunciati diretti: velocita o accelerazione di tanti metri per minuto 
secondo. 


18. Non sara male osservare esplicitamente che, come gia le aree 
e i volumi, cosi anche le velocita e le accelerazioni sono grandezze 
derivate solo per convenzione. 

Nulla vieterebbe a priori di riguardarle come grandezze primitive; 
basterebbe soltanto partire dai loro caratteri specifici e desumere la 
misura per confronto diretto. Eeco come si dovrebbe procedere. 

Consideriamo, per fissar le idee, le velocita, e riferiamoci al caso 
pit. semplice (da cui il generale scende per via di limite) dei moti 
rettilinei uniformi. Immaginiamo di avere delle velocita, come gran- 
dezze fisiche, l’intuizione fondamentale che esse rispecchiano IV atti- 
tudine a percorrere del cammino e desumiamo di qui il criterio di 
misura. 

Dati (con evidente significato delle lettere) due moti uniformi 
s=at+b, s,=ht-+k, le velocita (intese come attitudini) vanno raf- 
frontate, badando agli spazi percorsi in uno stesso tempo. 

La misura della prima rispetto alla seconda, assunta per unita, si 
trova eosi espressa dal rapporto 


Olig—G)o 2 e 
h (ty aa ty) ae i) 


degli spazi percorsi in uno stesso intervallo di tempo da 4, af, . 

Questa misura a/h differisce dall’ ordinaria (rapporto fra spazi e tempi) 
per il fattore numerico costante 1/h che dipende dalla scelta dell’unita. 

Conclusione ben ovvia, quando si pensi che Vintroduzione di un 
fattore di proporzionalita equivale appunto a lasciare indeterminata 
Punita di misura. 

In pratica @ apparso piu conveniente di prendere senz’altro h = 1, 
presentando la velocita (e cosi l’accelerazione) come una grandezza 
derivata per sua stessa definizione. 


19. UNITA DINAMICHE. — SISTEMA TECNICO. — In Dinamica abbiamo 
desunto direttamente dalla intuizione il concetto di forza, di cui si 
@ ravvisato il modello fisico nella forza-peso; mentre tutte le altre 
grandezze dinamiche successivamente introdotte si sono definite per 
mezzo della forza e delle grandezze geometriche e cinematiche. Percid, 
assunta l’unita diforza come primitiva, resteranno definite come derivate 
le unita di tutte le altre grandezze dinamiche da noi considerate; 


hn 
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onde intanto si vede che tutto il sistema delle unit meccaniche vesta 
definito quando siano fissate convenzionalmente le tre unit fonda- 
mentali di lunghezza, di tempo e di forza. 

Negli usi pratici, come si e gia accennato (VII; n. 13), si assume 
come uniti di forza il chilogrammo-peso, cioe la forza peso che agisce 
su di 1 dm* di acqua distillata, a 4°C e a 760 mm. di pressione atmo- 
sferica (o meglio il peso agente sul Chilogrammo-campione che @ un 
particolare cilindro di platino conservato al Bureau international des 
poids et mesures di Sévres). 

K allora, per la massa che fu definita da noi (VII; n. 14) quale 
rapporto di un peso ad una accelerazione 


p 
=a 


g 
si dovra assumere come unita (ove si voglia derivarla da quelle pre- 
cedentemente introdotte) la massa di un qualsiasi corpo per cui il 
rapporto teste indicato si riduca ad 1, cioe la massa di un corpo il 
cui peso sia approssimativamente di kg. 9.80. Codesta unita non ha 
un nome, 

Ha invece un nome /’ unite pratica di lavoro, cioe il Chilogram- 
metro (kgm.), che @ il lavoro compiuto da una forza costante di 1 ke.-peso 
per lo spostamento di 1 m. del suo punto di applicazione, nella dire- 
zione e nel senso della forza stessa. 

Infine la potenza si misura in pratica in cavalli-vapore o HP. (dal- 
Vinglese horse-power), pari a 7) kgm. per secondo, e talvolta anche 
in poncelet, cioe 100 kgm. per secondo. 


d 


20. SISTEMI ASSOLUTI DI UNITA. — Nel sistema tecnico considerato 
al n. prec. si @ assunta come uniti primitiva quella di peso e si & 
definita come derivata quella di massa in base alla relazione 


p : 
i 7 OSSLA JY =p, 


la quale non ¢ se non un caso particolare della equazione fondamen- 
tale della Dinamica 
ma= FF. 
Ma, come ben sappiamo, il peso ha un carattere loeale, cosicche, se 
si vuol essere precisi e avere per i pesi un’unita ben determinata, 6 
necessario indicare il luogo cui corrisponde quel peso, per es. Roma. 
Allora 1 litro di acqua distillata (a 4°C e a 760 mm. di pressione) a 
Parigi non pesa esattamente 1 kg., ma un po’ di pit e, precisa- 
mente, variando 1 pesi locali come le corrispondenti accelerazioni 
9, 8096 


della grayvita, 9.8038 


kos Gl; p22). 


[VHII; 20. 


eee ee ee 
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Questa correzione é manifestamente trascurabile nell’ industri 1a, @, 
da questo punto di vista, si capisce come, data la diretta accessibi- 
lita del peso, giovi far capo ad esso per la misura dele altre quan- 
tita meccaniche e fisiche. 

Ma non @ pit cosi dal punto di vista teorico. Il Gauss (2) osservo, 
per primo, che scientificamente é preferibile adottare come primitiva 
Yunita di massa in Iuogo di quella di forza. Infatti, atteso il carat- 
tere intrinseco della massa, si ha il vantaggio, che I’ unita scelta non 
esige (come per il peso) una specificazione locale. Il corpo che for- 
nisce l’unita di massa a Roma resta teoricamente unitario dovunque 
lo si trasporti. Per questa circostanza si da il nome di sistema asso- 
luto ad ogni sistema di misura che ha per wnite primitive quelle di 
lunghezza, di tempo e di massa. 

Come unita di massa si pud, per es., adottare quella del campione, 
che precedentemente si assumeva per unita di peso: la massa cioe 
di un dm. di acqua distillata, ecc. Tale unita si chiama Chilogrammo- 
massa, 0 semplicemente Chilogrammo, quando non vi sia pericolo di 
confusione coll’ordinario Chilogrammo-peso. 

Restando fissi il metro ed il secondo, da 


H=ma 


appare che una rappresentante dell’ unita di forza si ha in quella forza 
che, agendo (con intensita costante) per un secondo sopra un corpo 
di massa 1, @ capace di aumentare di 1 m/sec la sua velocita. 

Volendo materializzare mediante un peso bisogna rendere uguale 
ad uno p=mg, ossia prendere un corpo di massa m= 1/g. Un tale 
campione di peso 1 (in misura assoluta) @ variabile da luogo a luogo; 
all ingrosso 6 il peso di 1/10 di litro d’acqua, e corrisponde quindi 
press’a poco al peso (ordinario) di un ettogrammo. 


21. Il sistema C. G. S. (centimetro, grammo, secondo) ¢ un sistema 
assoluto, che differisce da quello or ora considerato, soltanto perche, 
come unita di lunghezza e di massa, si sostituiscono al metro ed al 
chilogramma il centimetro e il grammo (massa). 


(4) CarLo FepErico Gauss, n. a Braunschweig nel 1777, m. a Gottinga nel 
1855, fu, dal 1807 fino alla sua morte, professore all’ Universita di Gottinga o Di- 
rettore di quell’Osservatorio astronomico. Creatore della geonietria differenziale e 
del metodo dei minimi quadrati, sommo analista e fisico—matematico, astronomo e 
geodeta, fu detto dai contemporanei « princeps mathematicorum ». Ebbe per divisa 
di lavoro pauca sed matura. Effettivamente le sue opere furono e sono celebrate 


anche per perfezione di forma; il pauca riempie tuttavia undici grossi volumi.. 


a 
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La corrispondente unita di forza prende il nome di dine. Per deter- 
minare la relazione numerica tra la dine e il grammo (peso), ricor- 
diamo anzitutto che l’accelerazione di gravita g in unita C. G. 8S. 

a Roma 980.38; a Parigi 980.96, ece.; adotteremo il valore appros- 
simato 980, 0, in cifra tonda, 10°. 

D’altra parte un grammo (peso) é (per la solita p=mg) eguale 
a g volte un grammo (massa): ma il prodotto mg @ una forza, e il 
numero che la rappresenta (se m e g sono espressi in unita C. G.S.) 
risulta espresso in dine. Si ha dunque 


1 grammo (peso) =g dine = 980 dine 


ossia 
1 

1 dine = 980 grammo (peso). | 

Ne consegue: . 4 
(15) 1 kg. (peso) = 10%. 980 dine. | 
cioé, all’ingrosso, 1 kg. vale 10° dine, multiplo dell’ unita di forza, 


che ha ricevuto un nome speciale e si chiama megadine. Pit esatta- 


mente una megadine vale -, kg., ossia, approssimativamente 1.02 kg. 


10° 
1089 
L’ unita di lavoro nel sistema C. G. S. dicesi erg e corrisponde al 
lavoro eseguito da una forza (costante) di 7 dine per uno spostamento 
del suo punto di applicazione di 7 cm., nella direzione e nel senso 
della forza. Dalla (15) si deduce subito che la relazione tra chilo- 
grammetro (n. prec.) ed erg @ data da 


1 
1 erg = 10° < 980 kem. , 
ossia, ponendo 10%erg = 1 megaerg, 
iPmesaere 4 kem. ; 
cioe 1 megaerg @ poco pit di — kgm. 


oe 


In luogo dell’erg (o del megaerg) gli elettricisti usano come unita 
di lavoro il joule, che & uguale a 10" erg (ossia al lavoro di una me- 
gadine per lo spostamento di 1 dm.). Percid 


Late 1 
(16) bE joule, —— 9.9 sm 
Infine Punita di potenza nel sistema C. G. S., corrispondente alla 
potenza di una forza che compie 1 erg di lavoro per secondo, non 
ha un nome speciale: in luogo di essa gli elettrotecnici usano il 
watt, pari alla potenza di 1 joule per secondo, e il kilowatt eguale 


— et aM i Pe eh ee, tre Woe, Be eas are * BN 4 
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a 10* watt. Poiché 1 H.P. é dato da 75 kgm. per secondo, si deduce 
dalla (16) 

: 10° 
TSS 75 
cioé approssimativamente 1.36 H.P. 

Similmente 


1 kilowatt = Is eal re, 


‘ 1 
1 kilowatt = 0.98 poncelet . 


§ 6. - Dimensioni delle grandezze meccaniche 
e cambiamenti di unita. - Omogeneita. 


22. La misura A di una superficie € somma o limite di somme 
di prodotti di due lunghezze. Se tutti i numeri, che esprimono queste 
lunghezze, vengono moltiplicati per uno stesso fattore A (come accade 
per es., quando, restando inalterato lente geometrico, si cambi l’unita 
di lunghezza, assumendo come nuova unita la Aesima parte dell’unita 
primitiva) ’area A rimane moltiplicata per A?: in altre parole essa 
é una funzione omogenea di secondo grado delle varie lunghezze, da 
cui. dipende. * 

Con una notazione introdotta dal MAXWELL (4), si designa simbo- 
licamente tale circostanza, scrivendo 

[Ap 7s 

In generale, se, rispetto ad un certo sistema assoluto di unita, Q 
é la misura di una quantita, che dipende non solo da un numero 
qualsiasi di lunghezze, ma anche da quanti si vogliano tempi e da 
quante si vogliano masse, per mettere in evidenza che Il’ espressione 
di Q é omogenea di grado 7, rispetto alle lunghezze, omogenea di 
grado 7, rispetto ai tempi e omogenea di grado ”, rispetto alle masse, 
si scrive 

(Ol Pat™ ms, 

ed n,, 2, %, Si chiamano le dimensioni di Q; mentre lequazione simbo- 
lica testé scritta dicesi equazione delle dimensioni della grandezza Q. 

Se qualcuna delle dimensioni é nulla, le cose vanno come se Q 


(4) Jamus CLERK MaxwELL, n. a Edimburgo nel 1831, m. nel 1879 a Cam- 
bridge, dove era professore di fisica dal 1871, Illustre fisico-matematico diede 
espressione matematica alle vedute intuitive e sperimentali del Farapay nel 
classico « Treatise on electricity and magnetism» (Londra, 1873), dove sono 
previste le onde elettriche, realizzate pit tardi dal Hertz e applicate dal Mar- 
CONI, ed @ stabilita la teoria clettromagnetica della luce. A lui pure 6 dovuta 
la prima impostazione quantitativa della teoria cinetica dei gas, 


LEVI-CIivITA - AMALDI — Mece. raz. I 14 


eT 


Ls 


non dipendesse dal corrispondente gruppo di argomenti; cos, per es., 
il precedente simbolo [A] potrebbe anche scriversi /?¢°m°. Ma, di so- 
lito, nella indicazione delle dimensioni, si conviene di sopprimere quei 
fattori, cui competerebbe l’esponente zero. 

Dopo cid, é chiaro che si ha, per un generico volume V: 

[VI=P; 
per una velocita » (rapporto o limite di rapporto tra lunghezze e 
tempi): 
[oJ =li-?; 
per una accelerazione a: 
[aj=1te- 

Ne viene, in quanto si considerino le masse come grandezze pri- 
mitive e le forze come derivate a norma della relazione fondamen- 
tale #?—ma, che le dimensioni di una generica forza sono ordina- 
tamente ,=1, 7, =—2,7,—1; si ha cioé 

a eel ee / 

Un lavoro LZ (somma di prodotti di forze per lunghezze) sara 
un’ espressione omogenea del tipo: 

OY) ae Tasted ee ; 
e lo stesso dicasi per un potenziale, nei casi in cui esiste, in quanto 
non é altro che un certo lavoro (n. 6). 

Per una forza viva 7 (semiprodotto di una massa per il quadrato 

di una velocita) si ha ancora 

Pry SF tims 
cid che era a priori da aspettarsi, dato che le due quantita 7 ed L 
non sono che aspetti diversi (come, ad es., i cubi e le sfere rispetto 
ai volumi) di una stessa entita fisica: I energia. 

Per una potenza [I (rapporto tra lavoro e tempo) si ha 

(j= Pi 2m. 

Infine quantita di moto (velocita per massa) e impulso (prodotto 
o somma di prodotti di forze per intervalli di tempo) rispondono 
entrambi alla formula: 


ee ee eS ee ee ee 


[I]=lt-1m. 


Anche tale omogeneita era senz’ altro prevedibile, dacché, in virth 
della (12) del n. 14, ogni impulso si pud considerare come la diffe- 
renza di due quantita di moto. 


23. Se invece si adotta il sistema tecnico di unita e percid, colle 
lunghezze e coi tempi, si assumono come grandezze primitive le forze, 
anziché le masse, queste ultime, divenute oramai grandezze derivate, 


cafes tac a aie aa ee 
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ammettono, in base alla relazione fondamentale della Dinamica, lequa- 
zione delle dimensioni 


(17) Im] =I f, 
dove f é il simbolo generico di forza. Cosi per le altre grandezze 
dinamiche, tenendo conto delle rispettive definizioni, si ottengono le 
seguenti equazioni simboliche 

[J=lf, []=lt—-*f, W=7f, 
le quali si deducono dalle equazioni stabilite al n. prec., sostituendovi - 
al posto del simbolo m della massa Ja sua espressione (17). 


24, CAMBIAMENTI DI UNITA. — La considerazione delle dimensioni 
di una generica grandezza meccanica Q permette di valutare spedi- 
tamente come vari la misura q di codesta grandezza, quando si cam- 
biano le unita delle grandezze primitive. Infatti, se in un dato sistema 
assoluto, si riduce l’ unita delle lunghezze nel rapporto daladi/, 
quella dei tempi da 1 ad 1/7, quella delle masse da 1 ad 1/1 ,e si ha 

[Q] =m tm mrs , 
risulta dalla triplice omogeneita delle grandezze della specie consi- 
derata, rispetto a lunghezze, tempi e masse, che |’ unita derivata cor- 
rispondente si riduce nel rapporto da 1 a 
Lich = MN Ta 1" 
XM TMs pM = p 
e la misura g viene moltiplicata per 
Se AM TNe ts a 
Questo prodotto dicesi coefficiente di riduzione delle grandezze di 
dimensioni ”; , %), M2. . 

Cosi, designando con y, «, 9, €, 7, t i coefficienti di riduzione 
spettanti rispettivamente a velocita, accelerazione, forza, energia, po- 
tenza ed impulso, si deduce dalle rispettive equazioni delle dimen- 
sioni (n. 22) 

(18) Vie dae ; Gao Hi tre 
(19) Cae eee ea tS AT 

Se invece si adotta il sistema tecnico di unita, restano, natural- 
mente, inalterati i coefficienti di riduzione (18) della velocita e della 
accelerazione; ma quelli della massa e delle altre grandezze dinamiche 
derivate diventano 
(20) pA , eSAp, M=AT "YH , t=TH. 

I sistemi (18), (19) e (18), (20) sono fra loro algebricamente equi- 
valenti: il primo é@ risoluto in termini di A, 7, p, il secondo in ter- 
mini di i, 7, ¢. 
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Ora diconsi dimensionalmente indipendenti tre grandezze tali, che 
le espressioni monomie dei loro coefficienti di riduzione in termini 
di 4, t, p siano algebricamente indipendenti, nel qual caso risultano 
pur indipendenti, in virtt delle (20), le loro espressioni in termini di A, t, ‘p. 

Tale, ad esempio, é la terna lwnghezza, massa e forza (che diffe- 
risce da quella fondamentale del sistema pratico per la sola sostitu- 
zione della massa al tempo) come pure la terna velocita, accelerazione 
ed: energia, in quanto si ha v=’tT~s!, go At, e127“ n. Now 
sono, invece, dimensionalmente indipendenti tempo, energia e potenza, 
perché, in base alla (19), t=et—. 

Dalla definizione stessa risulta che, se si prefissano tre quali si 
vogliano grandezze dimensionalmente indipendenti, i coefficienti di 
riduzione di tutte le altre grandezze sono esprimibili per mezzo di 
quelli spettanti alle tre prefissate. Cosi se si fissa la terna velocitd, 
accelerazione ed energia si ha, in base alle (18), (19), 0 alle equiva- 
lenti (18), (20), 

Ra VE ay eae eee, 


Vey PVF a Me Ra VO 5 So oe 


Possiamo anche dire che le terne di grandezze dimensionalmente 
indipendenti sono quelle che si possono assumere come grandezze 
primitive e che permettono di definire tutte le altre come grandezze 
derivate. 

Queste osservazioni si applicano spesso nei calcoli numerici rela- 
tivi ai cambiamenti di unita, in quanto secondo i casi, torna oppor- 
tuno adottare l’una o l’altra delle varie possibili terne di grandezze 
dimensionalmente indipendenti. 


25. Se una certa entita, definita mediante lunghezze, tempi e masse, 
ha nulle le tre dimensioni (nel qual caso sono pur nulle le sue di- 
mensioni rispetto ad ogni altra terna di grandezze dimensionalmente 
indipendenti), la sua misura non cambia, comunque si mutino le unita 
primitive. Una siffatta entita dicesi un numero puro o, semplicemente, 
un numero. 

Tale é la misura (in radianti) di un angolo (rapporto della lun- 
ghezza di un arco circolare a quella del corrispondente raggio); onde 
si deduce che una velocita angolare (rapporto di un angolo ad un 


tempo) ha le dimensioni 
aan 


26. OMOGENEITA. — Supponiamo che fra le grandezze meccaniche 
rilevabili in un dato fenomeno sussista una certa relazione, la quale 
esprima una legge del fenomeno stesso. 


ee 


onl a 


St ee ee et hal a att - f : ets 
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Designata con q la misura, p. es. in un certo sistema assoluto, di 
una delle grandezze meccaniche legate dalla accennata relazione, ri- 
solviamo questa rispetto a gq ed esprimiamo le misure delle varie 
grandezze che restano a secondo membro per mezzo delle lunghezze 
, 4,..., dei tempi 4, ¢,,..., @ delle masse m,, m,,..., da cui 
Sieendcno. Con cid la legge considerata risulta espressa da un’ eau 
zione della forma 
(21) G=$(h, le,---5 yy ty, ---5 Mr, Me,...); 

e questa equazione, in quanto esprime una legge del fenomeno, deve 
restare valida, qualunque sia il sistema di unita adottato. 

Ma se riduciamo le unita di lunghezza, di tempo, di massa, nei 
rapporti da 1 ad 1/A, 1/t, 1/y rispettivamente, le singole misure 
1;,t;,m,; @=1, 2,...) risultano moltiplicate per A, tT, 1 e la g per A% 1% 11% , 
ove 7,, 2,3 Siano le dimensioni della corrispondente grandezza mec- 
canica. Percid, insieme con la (21), deve sussistere, comunque siansi 
scelti 4, tT, p, P equazione 
Remar a Wei UAT Algo noy Tay Taye equa 4... 3) 2 

Cid vuol dire che l’ equazione (21) deve essere omogenea di grado x, 
rispetto alle lunghezze, di grado v, rispetto ai tempi, di grado x, 
rispetto alle masse; cioe ogni equazione esprimente una legge meccanica 
di un qualsiasi fenomeno é dotata di una triplice omogeneita rispetto 
alle lunghezze, ai tempi e alle masse da cui essa dipende. 

Una analoga omogeneita sussiste rispetto ad ogni altra terna di 
grandezze dimensionalmente indipendenti, quando si pensino espresse 
per mezzo di queste tutte le grandezze che appaiono nella legge con- 
siderata. 

In ogni caso si verifica che sono in questo senso omogenee |’equa- 
zione fondamentale della Dinamica e le equazioni che esprimono il 
teorema delle forze vive e quello degli impulsi e delle quantita di 


moto: 
P=; LT — 1, f—A(ms): 


§ 7. - Similitudine e modelli. 


27. Alle considerazioni del § prec. sulle dimensioni delle gran- 
dezze meccaniche e sui cambiamenti di unita si riattacca la teoria 
della similitudine meccanica, di cui daremo qui un rapido cenno. 

Cominciamo col ricordare che due figure o sistemi di punti si 
dicono geometricamente simili, se @ possibile stabilire fra i loro punti 
una corrispondenza biunivoca tale che due segmenti omologhi quali 
si vogliono stiano fra loro in un rapporto costante 4, E di qui con- 
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seguono notoriamente la eguaglianza degli angoli corrispondenti e la 
proporzionalita delle aree e dei volumi omologhi, nei rapporti 4? e A° 
rispettivamente. 


28. SIMILITUDINE CINEMATICA. — Consideriamo due sistemi di punti 
x, »’ entrambi in moto rispetto ad uno stesso riferimente Q&yC, il 


primo in un certo intervallo di tempo ¢,“f,, il secondo in un inter* 


vallo di tempo, generalmente diverso, ty ¢’,, dove t), ¢,, ¢», t's; rappre- 
sentano valori della medesima variabile indipendente t, tempo assoluto 
di cui al n. 3 del Cap. II. 

Designato con t il rapporto (t,-f)/(t’,-#’)), conveniamo di chia- 
mare corrispondenti od omologhi due istanti t, t delle durate dei due 
moti, tali che sia 

t—t, =7(U—£,) ; 


con che i differenziali di ¢ e ¢ risultano legati dalla relazione di pro- 
porzionalita dt —tdt'; e supponiamo che sia possibile scegliere due 
terne ortogonali T e T’, entrambe in quiete rispetto ad QEn{ e tali 
che negli istanti corrispondenti le due figure (x, 7) , (d’, T’), pur 
deformandosi ciascuna, da istante ad istante, per effetto del moto 
di % e 2’, risultino sempre geometricamente simili, essendo A il rap- 
porto costante (cioé indipendente dal tempo) di ciascun segmento 
della prima all’omologo della seconda. 

In tal caso si dice che i due sistemi &, X’ sono cinematicamente 
simill. 

Qui ci proponiamo di dimostrare che per due sistemi siffatti: 

1°) Le traiettorie descritte dai vari punti di X% costituiscono nel 
loro insieme una figura geometricamente simile a quella costituita dalle 
traietiorie dei punti omologhi di dX’; 
2°) Le velocita e le accelerazioni di due punti omologhi di X, X 

hanno, in istanti corrispondenti, direzioni e versi omologhi nella simi- 
litudine geometrica tra le rispettive configurazioni delle traiettorie, ed 
intensita che stanno nel rapporto costante X\t— e X47t—2 rispettivamente. 

Infatti se P, P’ sono due generici punti omologhi di X, D’, le due 
figure (P, T) e (P’, T’) sono, in istanti corrispondenti te ¢’, geome- 
tricamente simili, talché, indicate con a, y, 2 le coordinate di P ri- 
spetto a 7’, con x’, y’, 2’ quelle di P’ rispetto a 7’ si ha necessa- 
riamente 


a(ij=Aa(f) , y(t)=Ay'(¥) , e(f)h=ae'(t); 
e queste equazioni, valendo per ogni coppia di punti omologhi e per 
ogni coppia di istanti corrispondenti, dimostrano l’affermazione rela- 
tiva alle traiettorie. 


ta) 
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Se poi codeste equazioni si derivano rapporto a ¢, tenendo conto 
che dt=7tdt’, si ottengono le 


ax ax’ dy dy’ dz dz’ 
——i oh  —_— =e SS oe =) 
Vieeteed, ade af) de a 
OP a O20 Ory Oy G2 OZ, 
at? at? at? at? at? Okie 
le quali provano appunto l’asserto relativo alle velocit& e alle acce- 
lerazioni. : 
29. CRITERIO DI SIMILITUDINE CINEMATICA. — Dalla definizione di 


similitudine cinematica data al n. prec. si pud dedurre un criterio, 
che, permettendo di riconoscere siffatta similitudine in base al con- 
fronto degli atti di moto iniziali e delle sole accelerazioni negli 
istanti generici corrispondenti, conduce a notevoli conseguenze. 
Consideriamo due sistemi di punti X, X’ in moto rispetto ad uno 
stesso riferimento Q&y¢, e supponiamo che sia possibile fissare due 
terne Te T’ in quiete rispetto ad Qiyf e stabilire una corrispon- 
denza biunivoca fra i punti di & e quelli di &’, in modo che: 

a) la configurazione assunta da (X,T) in un istante ty sia simile 
(geometricamente) a quella che (x’, T’) assume in un determinato istante, 
generalmente diverso, U5 ; 

b) le velociti, da cui si trovano animati in codesti due istanti 
iniziali 1 punti di % e gli omologhi di xX’ , siano egualmente orientate 
rispetto ai corrispondenti triedri T e T’ ed abbiano intensita propor- 
zionalt. 

Se X e v sono i rapporti di proporzionalita iniziale fra le lunghezze 
e le velocita di X e quelle di ’, poniamo y=At—, cio t=Ay—; 
e, considerando i moti di X e &’ a partire dai corrispondenti istanti 
iniziali ¢, e ¢’), fissiamo fra gli istanti ¢, successivi a ft, e i t’, suc- 
cessivi a t’,, la corrispondenza definita da 


(23) t=t +7 (t'-t). 


In queste condizioni diciamo che ad assicurare la similitudine cine- 
matica fra i due sistemi in moto basta che: 

c) negli istanti corrispondenti t, t le accelerazioni det punti omo- 
loghi di 3, &' siano egualmente orientate rispetto a T, T’ ed abbiano 
intensita proporzionali nel rapporto a=)t—. 

Infatti, usando le stesse notazioni del n. prec., si ha, in base 
alla c),_ 


dw. dia ty ty te ata 
Cg ie ee a a ae 


adic. 
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onde, integrando rapporto a t e ricordando che per la (23) si ha 
dt=vrdt' , si ottengono le 


t 


dx alaes dy dy’ dz dz 
ae ee co) lg eee a Se ec ees = roi MS 
=At 5 +G, , at ==}7 ag + C2 di NG av 1°35 


e basta tener conto della proporzionalita iniziale delle velocita e della 
v==At—! per riconoscere che le tre costanti di integrazione ¢,, C2, Cs 
sono tutte nulle. 

Dopo di cid una ulteriore integrazione, associata alla condizione b) 
di similitudine geometrica iniziale (di rapporto i), porta alle 


a(ty=ha'(t) , yO=ay'@) 5) 2) =de'(@), 


le quali mettono appunto in luce la similitudine cinematica dei due 
sistemi. 


30. SIMILITUDINE MATERIALE E SIMILITUDINE MECCANIUA. — Si dice 
che due sistemi di punti materiali 2, &’, fra loro in corrispondenza 
biunivoca sono simili materialmente, se le masse di elementi corrispon- 
denti quali si vogliono stanno fra loro in un rapporto costante p. 

E convien notare subito che, nel caso di sistemi geometricamente 
simili, questa similitudine materiale si realizza nel modo pit oyvio, 
costruendo gli elementi omologhi con lo stesso materiale. 

Cid premesso, supponiamo che, dati due sistemi %, &’ in moto, sia 
possibile stabilire una corrispondenza biunivoca fra i punti dei due 
sistemi e una corrispondenza biunivoca fra gli istanti delle durate 
dei due moti, in guisa che i due sistemi presentino insieme simili- 
tudine materiale e similitudine cinematica. In tal caso i due sistemi 
si dicono meccanicamente simili. 

Se m @ la massa di un punto ¥, @ la sua accelerazione ed F' la 
forza totale che lo sollecita, e d’ altro canto, sono m’, @’, F” gli 
analoghi elementi relativi al punto corrispondente di »’, avremo 


B= 0, Fama’. 


Di qui, in quanto @ ed @, in istanti corrispondenti, hanno dire- 
zioni omologhe nella similitudine geometrica, risulta che la stessa 
circostanza si verifichera per le forze # ed F’; e di pit, avendosi 


NWI R= et a, 


sussistera tra le forze omologhe, in istanti corrispondenti, la rela- 


zione 
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cioé le forze agenti su X stanno alle forze omologhe, agenti su »’, 


dis 5:3 


on y 
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nel rapporto costante At—?. In altre parole, indicando con ¢ il rap- 
porto di similitudine delle forze, sussiste tra i quattro rapporti 1, 7, 
u, ~ P equazione 
(24) poat*p, 
per cui prefissati tre degli indicati rapporti resta determinato il quarto; 
e risultano altresi determinati, in base alle rispettive dimensioni (n. 24), 
i rapporti di similitudine di tutte le altre grandezze meccaniche, cor- 
rispondentisi nei due sistemi. 

La relazione (24) risale in sostanza al NEWTON, cui si deve il 
concetto di similitudine meccanica. 


31. TEOREMA DEL NEwTon. — Le considerazioni precedenti sono 
essenzialmente subordinate all’ipotesi che pei due sistemi ¥, D’ sus- 
sista effettivamente la similitudine meccanica, la quale implica insieme 
la similitudine geometrica, quella cinematica e quella materiale. 

Ora, mentre, anche se si tratta di sistemi deformabili, la simili- 
tudine materiale e, almeno in un determinato istante, quella geome- 
trica sono realizzabili, come gia si 6 accennato, con ovvie modalita 
costruttive (parti omologhe simili e dello stesso materiale), ben di- 
verso é il caso per la similitudine cinematica, perché due sistemi mate- 
riali, quando anche gli atti di moto iniziali presentino la voluta simili- 
tudine, si muovono poi nel modo imposto dalle circostanze fisiche (vin- 
coli e sollecitazioni) cui sono, soggetti,e non v’é, in generale, ragione 
che risulti da loro realizzata la similitudine meccanica. 

In quest’ ordine di_idee sussiste una importante proposizione che 
risale al NEWTON. Supponiamo che due sistemi materiali 4, &’, fra 
loro in corrispondenza biunivoca, verifichino le condizioni di simili- 
tudine iniziale a) e b) del n. 29 e, in luogo della c), queste altre due: 

c') i due sistemi 3%, &', siano materialmente simili, intercedendo fra 
masse omologhe la relazione m= \.m’ (con p costante); 
ce”) negli istanti corrispondenti t, U, legati dalla (23), le forze total 
omologhe I’, EF” siano egualmente orientate rispetto ai relativi triedri 
T, T’, e fra le loro intensita interceda la relazione di proporzionalita 
il COND = Ah =? 

Sotto questa ipotesi si riconosce immediatamente che i due sistemi 
sono meccanicamente simili. Invero, tenendo conto che per ogni coppia 
di punti omologhi le accelerazioni sono date daa = F/m,@ = F'/m’, 
basta combinare le c’), c’’) per dedurne la ¢) del n. 29. Vale dunque 
la similitudine cinematica; e poiché, per ipotesi, sussiste anche quella 
materiale, i due sistemi sono meccanicamente simili. 

Questo risultato acquista nelle applicazioni concrete una parti- 
colare importanza, in quanto seguita a sussistere (almeno nel caso 
ideale di sistemi privi di attrito; cfr. Cap. XIV) anche se la ipotesi 


218 CAPITOLO OTTAVO Bra id eS 
fondamentale c’) si riferisce alle sole forze direttamente applicate, che 
a differenza delle reazioni provenienti dai vincoli fanno parte dei 
dati del problema. 

Ci limitiamo ad affermarlo, accontentandoci di rilevare che questa 
notevole estensione del risultato del Newron (#) € una conseguenza 
del principio dei lavori virtuali, di cui ci occuperemo al Cap. XIV. 


32. MopELLI. — La similitudine meccanica trova un’ importante 
applicazione nello studio di una macchina su di un modello ridotto. 

L’inventore di una macchina, il quale, prima di realizzare in vera 
grandezza la sua invenzione, desideri procurarsi qualche dato sul suo 
funzionamento, pud ricorrere allo studio di un modello in piccolo 
opportunatamente costruito: se questo modello, in azione, e@ mecca- 
nicamente simile alla macchina progettata, l’inventore ricavera, da 
ogni grandezza meccanica misurata direttamente sul modello, il va- 
lore della corrispondente grandezza meccanica sulla macchina (va- 
Jendosi del rispettivo rapporto di similitudine meccanica). 

Ma la possibilita di costruire un modello che pcossa riguardarsi, 
anche solo in via approssimata, meccanicamente simile alla macchina 
progettata, dipende da un insieme di condizioni e di circostanze, che 
é necessario valutare e discutere caso per caso, e che talvolta ren- 
dono addirittura insuperabili le difficolta pratiche del problema. 

Dal punto di vista storico, si pud ricordare che gia il GALILEI 
ebbe a chiedersi come accada che talvolta il modello in piccolo di 
una macchina funzioni in modo perfetto, mentre poi la macchina co- 
struita in grande non dia risulitati soddisfacenti; e con ‘geniale in- 
tuito attribul questo fatto al diverso comportamento delle resistenze 
passive nel modello e nella macchina. 

Noi qui per chiarire l’accennata difficolta e, d’ altro canto, per 
ilustrare I’ utilita del metodo nei casi favorevoli, prenderemo in con- 
siderazione alcune questioni concrete. 

33. Supponiamo che di una macchina Q siasi costruito un mo- 
dello w, simile ad @ non soltanto sotto Vaspetto geometrico, ma 
anche nei riguardi della struttura delle singole parti omologhe, che 
immaginiamo costruite in Q e in w con materiale identico; e sia A 
il rapporto di similitudine geometrica tra Q ed w. 

Codesti organi corrispondenti di Q ed w, come geometricamente 
simili e aventi la stessa struttura materiale, hanno pesi proporzionali 
ai rispettivi volumi, che stanno fra loro nel rapporto 4%; e poiché 
Vaccelerazione g della gravita non varia da 2 ad w (in quanto pos- 


(4) Essa 8 dovuta a J. Barrrann, Note sur la similtiude en Mécanique; Journ. 
do Ec. Polytechnique, Cahier XXXII, 1848. 
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siamo immaginare di eseguir le prove in una regione terrestre abba- 
stanza ristretta) € pur eguale a 2° il rapporto uw di similitudine fra 
le masse. Se, come accade nella maggior parte dei casi concreti, non 
si puo prescindere, nei riguardi del funzionamento della macchina e 
del suo modello, dall’ influenza del peso delle singole loro parti, bi- 
sogna FE ieldorate codesti pesi fra le forze agenti su Q ed Ws; 
poiche per i pesi omologhi le ipotesi poste impongono gia il aes 
porto 23, non si potra avere similitudine meccanica tra Q ed w se 
non a condizione che anche tutte le altre forze omologhe, che entrano 
in giuoco, stiano fra loro nel medesimo rapporto 13. 

Ora intervengono spesso forze speciali (come attriti e resistenze 
di mezzo) che per la stessa loro natura non possono, a parita di altre 
condizioni, variare dalla macchina al modello nel rapporto i*. In questi 
casi si pud, caso per caso, tentar di superare la difficolta, rinunciando 
alla similitudine materiale e cercando di modificare opportunamente la 
struttura materiale dei singoli organi del modello, le condizioni fisiche, 
in cui questo si fa funzionare, ecc.; ma non é qui il luogo di insistere 
‘su siffatti problemi che appartengono al dominio della Tecnica. 

Piuttosto procediamo oltre nell’ipotesi favorevole, che tutte le 
forze omologhe agenti su @ ed wu stiano fra loro nel rapporto i? dei 
pesi; onde, ponendo nella equazione (24) 
(25) ah 
si conclude subito che, per la possibilita della similitudine meccanica, 
il rapporto dei tempi dev’ essere uguale a 

1 

(26) RES 

Si riconosce cosi che, quando fra le forze intervengono in modo 
essenziale i pesi, la similitudine meccanica, nella piu favorevole delle 
ipotesi, dipende dal solo rapporto i delle lunghezze omologhe. 

In queste condizioni, un generico coefficiente di riduzione 


X= Am TMs ins 


diventa, in base alle (25), (26), 
ee + + each 

onde si pud enunciare la seguente regola del Newton: Se di wna 
macchina Q si é costruito un modello ow, geometricamente e material- 
mente simile, e se di pitt é soddisfatta la condizione essenziale che le 
forze omologhe agenti su Q e su w stiano fra loro nel rapporto Nees Sh 
puo prevedere il valore Q di una qualsiast grandezza meccanica rela- 
tiva ad Q e avente le dimensioni Ny, Nz, N3, determinando sul modello 
w la misura q della considerata grandezza e applicando la formula 


ny + =m. + 8n, 
(27) (akon * Ghee 


by ecto 
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34. Come applicazione semplicissima del teorema precedente, con- 
sideriamo due pendoli, comunque complicati, ma simili fra loro sia 
geometricamente che materialmente, e cerchiamo il rapporto delle 
rispettive durate Te 7’ delle oscillazioni. 

Se, come @ lecito in una prima approssimazione, si prescinde dalla 
resistenza dell’aria e dall’attrito sui coltelli di sospensione, le sole 
forze direttamente applicate ai pendoli sono i rispettivi pesi, il cui 
rapporto é 42, se A é il rapporto di similitudine geometrica; talché 
risulta applicabile il teorema del n. prec., e si ha senz’altro dalla (27) 


YMRS eles Th 


Tl rapporto di similitudine 4 (di due generici segmenti omologhi) 
si puo in particolare interpretare come il rapporto delle lunghezze dei 
due pendoli. Donde sotto forma espressiva: Le durate di oscillazione 

di due pendoli simili stanno tra loro come le radici quadrate delle 
rispettive lunghezze. 


35. Giova notare, che, quando si tenga conto della resistenza del- 
l’aria, i due pendoli non si possono considerare come meccanicamente 
simili e, pit precisamente, non é pit soddisfatta la condizione essen- 
ziale per l’applicabilita del teorema del n. 33. Invero I’ esperienza 
permette di assodare che per moti lenti (quali sono ordinariamente 
le oscillazioni di un pendolo) la resistenza incontrata nell aria da 
ciascun elemento superficiale 6, a parita di tutte le altre condizioni, 
direttamente proporzionale all’area dell’elemento e alla velocita. Poi- 
ché il rapporto di similitudine delle aree é ?, e quello delle velocita, 
in base alla (27), applicata per n,=1, n.= —1,”; =0,€ A’, si con- 
clude che le resistenze incontrate dai due pendoli stanno fra loro 
nel rapporto 


12 .e= dh, 


anziché )°, come si richiederebbe perché si potesse applicare il teo- 
rema del n. 33. 


36. Il rapporio i*2 vale, nel caso di sistemi geometricamente e 
materialmente simili, per resistenze di qualsiasi specie, purché diret- 
tamente proporzionali all’ area investita e alla velocita, cioé per quelle 
resistenze, che, come vedremo in Dinamica, si dicono viscose. 

Se invece si tratta di resistenze cosidette idrauliche, cioé diretta- 
mente proporzionali, oltreché all’area investita, al quadrato della velo- 
cita, il rapporto corrispondente é dato, sempre nell’ ipotesi della simi- 
litudine geometrica e materiale, da 


22 (A7/2)2 = )8 ; 
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cosicché in questo caso le resistenze soddisfano alla condizione ri- 
chiesta perché sia lecito applicare il teorema del n. 31. 

Al tipo idraulico or ora definito si pud assegnare, almeno in prima 
approssimazione, la resistenza che incontra una nave, per es. tratta 
a rimorchio. Se allora consideriamo una nave Q e un suo modello w, 
geometricamente e materialmente simile, le resistenze R ed 7 che Q 
ed w incontrano, in condizioni di moto omologhe nella similitudine, 
sono legate, per quanto si é dianzi notato, dalla relazione 

Deen Ag 
€ se, per precisare le condizioni di corrispondenza nella similitudine, 
ricorriamo alla velocita, che é il carattere cinematico pit facilmente 
valutabile, abbiamo che la relazione teste determinata per le resi- 
stenze sussistera per velocita che stiano fra loro nel rapporto A’, cioé 
per velocita legate dalla equazione 

V=Nhev, 


Si perviene cosi alla Regola del FROUDE: Se di una nave si & co- 
struito un modello geometricamente e materialmente simile, tale che il 
rapporto fra le lunghezze omologhe della nave e del suo modello sia i, 
e@ se per una velocita v il modello incontra una resistenza r, la nave 
per ‘una velocite vd’ incontreri una resistenza ri. 

Analogamente, fra le potenze II e z necessarie per la propulsione 
o per il rimorchio della nave e del modello, nelle condizioni di velo- 
cita or ora indicate, si trova, in base alla (27) e tenendo conto delle 
dimensioni ”,= 2, 7, =— 3, 7;=1 della potenza (n. 22), la relazione 


a are. 


37. Sin qui abbiamo ragionato nella ipotesi che fra le forze appli- 
eate figurassero i pesi; ma vi son dei casi, in cui l’azione della gra- 
vita si pud riguardare o per se stessa trascurabile 0, quanto meno, 
neutralizzata da altre forze, esplicantisi esclusivamente in questo effetto. 

Torniamo per es. al caso di una nave; é senz’altro manifesto che 
sul comportamento della nave in navigazione influisce il peso; ma 
appare del tutto ragionevole ? ammettere in prima approssimazione, 
che in acque tranquille codesto peso si esplichi esclusivamente nel re- 
golare le condizioni di immersione, e che, una volta stabilitesi codeste 
condizioni, l’azione del peso sia sotto ogni rapporto compensata dal- 
Pazione antagonista della spinta. dell’acqua, talché si possa senz’altro 
prescindere da entrambe. E notiamo, incidentalmente, che altrettanto 
potra dirsi pei sottomarini e, nell’aria, per gli aerostati e i dirigibili. 

Cid posto, consideriamo, come al n. prec., una nave Q e un suo 
modello w, geometricamente e materialmente simile, e sia ancora A 
il rapporto di similitudine geometrica. Anche qui la similitudine ma- 
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teriale di Q ed w impone per le masse il rapporto », =A*; ma poiché,. 
nel senso testé chiarito, possiamo trascurare i pesi, non resta a priori 
determinato il rapporto delle forze omologhe. In altre parole si pre~— 
senta qui una similitudine meccanica dipendente non pit da wn solo 
rapporto arbitrario (quello delle lunghezze) come nei nn. prec., ma 
da due rapporti arbitrari: il rapporto geometrico 4 e un altro rap- 
porto di tipo meccanico. Per determinare la similitudine possiamo 
prefissare oltre A, il rapporto ¢ delle forze o quello +t dei tempi 0, 
infine, il rapporto di una qualsiasi altra specie di grandezze mecca- 
niche (non dipendenti esclusivamente da lunghezze e masse). Noi qui 
supporremo prefissato il rapporto v delle velocita, in quanto queste 
hanno per, se stesse, nel caso di cui ci occupiamo, un significato par- 
ticolarmente espressivo in ordine agli scopi pratici del problema. I 
rapporto y delle velocita é@ legato ai rapporti A e t delle lunghezze 
e dei tempi dalla relazione 
(28) 9a A= SSG Mee hoa 
cosicché per grandezze meccaniche, le quali abbiano rispetto a lun- 
ghezze, tempi e masse le dimensioni ”,, ”,, m;, il rapporto 
Mm TNs uns 

assume nel nostro caso, ove, in base alla =A rispecchiante la simi- 
litudine materiale e alla (28), si esprima mediante d e y, il valore 

NG (Ayv- 1) R8s — JM + Ne + 375 yrs , 


Se percid indichiamo con Q e g le misure (in uno stesso sistema 
di unita) di una grandezza di dimensioni ,, ”,, ”,, valutata rispetto 
alla nave e al modello, avremo 


(= AM: + Ne + 823 y—Ns q. 


Cosi ad es. fra le potenze [1 e , necessarie ad imprimere alla 
nave e al modello velocita che stiano fra loro nel rapporto y, sussi- 
stera la relazione (7, =2, %.=—3, nm; =1) 


(29) W=22y8n. 


38. Per indicare una interessante applicazione della formula (29), 
mostriamo come essa renda ragione della tendenza, che domina le 
moderne costruzioni navali, ad aumentare le dimensioni dei piroscafi 
da carico, anche indipendentemente da ogni perfezionamento di tipo. 

Per non mutar notazioni, indichiamo con Q ed w due piroscafi, 
simili fra loro geometricamente e materialmente in tutti i loro par- 
ticolari e quindi anche nelle macchine, nelle eliche, ece.; e proponia- 
moci anzitutto di vedere in quale rapporto stiano fra loro le velocita 
dei due piroscafi, quando le rispettive macchine funzionano nello 
stesso modo. 


: “'Naturalmente perché la questione abbia un senso, bisogna anzi- 
tutto fissar bene che cosa debba intendersi per questa eguaglianza 
di funzionamento. Attesa Ja ammessa identita di tipo fra le macchine 
di Q e di w, appare ragionevole il dire ‘che esse funzionano nello 
stesso modo quando consumano, a parita di tempo, quantita di car- 
bone proporzionali alle capacita dei rispettivi forni, cioé aventi il 
rapporto 23. 

D’altra parte osserviamo che, in periodo di regime, il lavoro for- 
nito da una macchina termica in un dato tempo sta alla quantita di 
carbone consumato in un rapporto costante e caratteristico per il tipo 
della macchina, cosicché nel nostro caso codesto rapporto sara lo stesso 
_ per le macchine di @ e di w. Ne consegue che il rapporto delle 
“quantita di carbone consumato sui due piroscafi nell’unita di tempo 
non puo differire dal rapporto delle potenze delle rispettive macchine, 
cioé, per la (29), da 2y% Tenendo conto della duplice valutazione 
cos) ottenuta per il rapporto fra le quantit&’ di carbone consumate 
sulle due navi, in condizioni di egual funzionamento, concludiamo 
che dovra essere - ; 

8 = 22.3 : 
onde risulta 


Oe st 
v=VA 


e la cercata relazione tra le velocita V e v dei due piroscafi sara 


Shea 
V=Vi0; 


cioe, in condizioni di egual funzionamento delle macchine, la velocité 
eresce come la radice cubica del rapporto di similitudine geometrica. 
Se si nota che in w e in Q, i volumi e quindi i tonnellaggi stanno, 
come le spese di combustibile, nel rapporto 2°, si vede che, a pees 
di tempo, il prezzo di trasporto per tonnellata @ lo stesso nei due 
casi. Ma a parita di percorso si ha evidentemente vantaggio per la 
nave pill veloce, perché i prezzi di trasporto (ragguagliati, per es., 
alla tonnellata-chilometro) riescono inversamente proporzionali alle 
velocita. Il costo della tonnellata-chilometro, a bordo di Q, é dunque 


1 
3 ——— 
VA 
dell’analogo costo a bordo di w. 


Cosi, per es., se w € una nave lunga 100 m., che fila normal- 
mente 20 nodi all’ora (1 nodo = 1 miglio marino = 1852 metri), 


Piebad i PIE Aye hg 
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costruendo una nave simile di 130 metri di lunghezza, si raggiunge- | 
rebbe una velocita di 


ge tn 
130 
EES ame) O09 2-82 
20\/ 500 = 20 X< 1.0 : 


cioé quasi 22 nodi, ed il costo della tonnellata-chilometro si ridurrebbe a 
1/1.091 = 0.916 di quello relativo ad w: vi sarebbe dunque un risparmio 
superiore all’8°/,, oltre al vantaggio di far piu presto. 


39. Se in secondo luogo, ci accontentiamo di mantenere la stessa 
velocitaé per o e Q (v=—1), la (29) mostra che il rapporto delle potenze, 
che debbono essere fornite dai due macchinari, é 22. 

Supponendo qui ancora, a titolo almeno di apprezzamento grosso- 
lanamente plausibile, che il rapporto delle potenze sia quello del 
combustibile, consumato in uno stesso tempo, cioé quello delle corri- 
spondenti spese S ed s, potremo porre 


Dates 
: 
D’ altra parte il rapporto dei tonnellaggi K gs é sempre quello dei 
volumi, cioé 4%. Ne consegue 
Ss. 8 if 
eee ae 
S ed s rappresentano spese a parita di tempo; riferendole in par- 
ticolare al tempo (identico, attesa la eguale velocita) che Q ed w im- 
piegano a percorrere un chilometro, i due rapporti S/K, s/k non sono 
altro che i costi delle tonnellate-chilometro. Quello relativo ad Q é 
dunque appena 1/) dell’analogo costo a bordo di w. 
Nell’esempio precedente 1/i = 100/130 = 0.769: il risparmio ascende 
percid al 23°/,, senza guadagno né perdita nella velocita. 
Queste riflessioni, pur non avendo un esatto valore quantitativo, 
sono tuttavia espressive come norme di tendenza ed illustrano suffi- 
cientemente i vantaggi dei colossi navali. 


CAPITOLO IX. 


L’ ATTRITO E LA STATICA DEL PUNTO. 


ee § 1. - Equilibrio di un punto 
appoggiato su di una superiicie. 


1. Sié visto al n. 11 del Cap. VII che, affinché un punto mate- 
riale, durante un certo intervallo di tempo, si mantenga in equilibrio, 
é necessario e sufficiente che, ad ogni istante, si annulli la risultante 


di tutte le forze agenti sul punto, vale a dire di tutte le forze attive 


se si tratta di un punto libero, delle forze attive e delle reazioni se 
si tratta di un punto vincolato. | 

In quest’ ultimo caso, non si potra desumere dalla enunciata con- 
dizione di equilibrio alcuna effettiva indicazione sul comportamento, 
in condizioni statiche, della risultante delle forze attive, se non quando 


si riesca a riconoscere direttamente in qual modo si comportino le 


reazioni; al che manifestamente non si potra pervenire se non inda- 


-gando sperimentalmente, caso per caso, gli effetti dei vincoli. 


Ora i tipi pit semplici di vincoli possibili per un punto sono i 
tre seguenti: : 
a) Punto vincolato a muoversi su di una curva (un grado di 
liberta). : 
b) Punto vincolato a muoversi su di una superficie (due gradi 
di liberta). 
c) Punto vincolato a non attraversare una data superficie (vin- 
colo unilaterale: tre gradi di liberta). 
Ci proponiamo di renderci conto del comportamento della reazione 
in questi vari casi, cominciando dal terzo. 


2. PUNTO SU PIANO ORIZZONTALE. — E3PERIENZE DEL COULOMB. — 
Per metterci nelle condizioni piu semplici possibili, consideriamo anzi- 
tutto un grave, assimilabile ad un punto materiale P, appoggiato su 
di un suolo rigido, piano ed orizzontale. Se su P non agisce, oltre il 
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peso, nessun’ altra forza direttamente applicata, constatiamo sperimen- 
talmente che P rimane in quiete, vale a dire é in equilibrio. Poichée 
P & in questo caso soggetto esclusivamente all’ azione del peso e della 
reazione di sostentamento del suolo, concludiamo, in base alla con- 
dizione di equilibrio, che la reazione é direttamente opposta al peso. 
cioé si esplica normalmente al piano di appoggio. 

Ma non é sempre cosi. Se si cerca di spostare il grave P sul piano, 
sottoponendolo ad una trazione orizzontale in una data direzione, 
yediamo che per sforzi di trazione abbastanza piccoli il punto continua 
a mantenersi in quiete; soltanto quando la trazione orizzontale abbia 
superato una certa intensita, P comincia a muoversi. Dicesi trazione 
(orizzontale) limite la massima intensita +, di una forza orizzontale 
che, applicata in P, lo lascia in quiete; mentre ogni forza di intensita 
maggiore di t,, anche di pochissimo, lo mette in moto. 

L’esperienza quotidiana mette in evidenza come la trazione limite 
dipenda dal peso del grave Pe dalla natura materiale del grave stesso 
e del suolo di appoggio. Per riconoscere le leggi di codesta dipen- 
denza i] COULOMB (2) ha istituito la seguente esperienza. Una scatola 

senza coperchio, avente la forma 
di un parallelepido, é collocata 
sopra una tavola orizzontale e 
puo strisciare su essa. Ad un 
punto A della scatola é attac- 
cata una cordicella recante al- 
\ Valtra estremita B un piattino 
con pesi. La corda si fa passare per la gola di una carrucola C in 
modo che il tratto AC sia orizzontale. Per quanto abbiamo gia avuto 
occasione di rilevare (cfr. Cap. VII, n. 13) si potra in prima appros- 
simazione ritenere che la corda eserciti in A una trazione orizzontale 
eguale al peso (anzi all’importo complessivo dei pesi, compreso quello. 
del piatto) di cui é caricata in B. 

Con questo dispositivo si pud variare a piacere il peso p del corpo, 
su cui si esperimenta (la scatola con laggiunta dei pesi), e si pud 
pure regolare la trazione t della corda, variando i pesi del piattino. 

Cosi, il CoULOMB, sperimentando su scatole e piani di appoggio di 


(‘) CHARLES AUGUSTIN CoULoMB, n. ad Angouléme nel 1736, m. a Parigi 
nel 1806. Dopo aver esercitata per alcuni anni la professione d’ ingegnere, 
entro nel corpo del Genio; fu membro dell’ Istituto di Francia, e, negli ultimi 
anni della sua vita, ispettore generale dell’ Universita di Parigi. Gli si devono 
importanti ricerche sull’attrito e sulle altre forme di resistenze passive, non- 
ché di elettromagnetismo. A quest’ ultimo proposito bastera rammentare che 
la celebre legge delle azioni elementari elettrostatiche e magnetostatiche porta 
appunto il suo nome. 
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materiali diversi e determinando le trazioni limiti corrispondenti a 
pesi differenti, € stato condotto alle conclusioni seguenti: La trazione 
limite per un corpo pesante, appoggiato su di un suolo piano orizzon- 
tale: 1°) ¢, a parité di altre condizioni, proporzionale al peso del grave ; 
2°) dipende dalla natura fisica delle superficie a contatto del grave e 
del suolo, non dalla loro forma e dalla loro estensione. 

Se dunque é p il peso del grave, t, la corrispondente trazione limite, 
il rapporto t)/pnon dipende dal peso considerato o dalla forma od esten- 
sione della superficie di appoggio, ma solo dalla natura fisica del 
grave e del suolo e in particolare dalla loro maggiore o minore levi- 
gatezza e durezza. Codesto rapporto t)/p si chiama coefficiente di attrito 
(relativo alle sostanze materiali del grave e del suolo) e si suole in- 
dicare con f (iniziale delle parole “ frottement , e ‘ friction , con cui 
si denomina |’ “ attrito,, in Francese e in Inglese); talché fra peso, 
trazione limite e coefficiente di attrito sussiste la relazione 


== fo 


Il coefticiente di attrito e sempre minore di 1; ma puo  elevarsi 
fino a circa 0.75 tra pietre rugose calcari; varia da 0.15 a 0.20 pel 
legno e pei metalli pit comuni in quelle condizioni di levigatezza che 
generalmente si raggiungono nella costruzione delle macchine e degli 
apparecchi industriali; e puo anche ridursi a 0.07, se si ha cura di 
evitare l immediato contatto a secco delle superficie solide coll’ im- 
piego di lubrificanti. 

Notiamo infine che, quanto alle dimensioni, il coefficiente di attrito, 
come rapporto di due forze, 6 un numero puro. 


3. PUNTO APPOGGIATO AD UNA SUPERFICIE QUALSIASI. — Dal n. prec. 
risulta che per l’equilibrio di un punto materiale P di peso p, appog- 
giato su di un suolo orizzontale e sollecitato da una trazione orizzon- 
tale di intensita t, occorre e basta che t non superi la trazione limite, 
ossia che, indicando con f il coefficiente di attrito fra le sostanze 
costitutive del punto e del suolo, si abbia 


Cz 0) f.. 


Questa conclusione ci mette in grado di discutere pit in generale 
il problema dell’ equilibrio di un punto P, appoggiato su di una super- 
ficie qualsiasi o, che esso non possa attraversare. 

Immaginando che, ad un dato istante, P sia a contatto con la o 
sotto la sollecitazione di certe forze attive, di cui sia # la risultante 
(inclusovi il peso, se P 6 un punto materiale pesante), indichiamo 
con n la normale interna in P alla superficie, cioé la normale orien- 
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tata nel verso, in cui al punto é vietato il moto dal vincolo. Se la 
risultante J’ delle forze attive é diretta verso I’ esterno, cioé, pil pre- 
cisamente, forma con la normale interna 7 un angolo ottuso, talché 
sia F,,<0, il vincolo, per la sua stessa natura unilaterale, non é atto 
a limitare in alcun modo la liberté del punto, il quale percid obbe- 
disce alla sollecitazione di #’, come se fosse libero. Segue di qui come 
condizione necessaria per Vequilibrio di P la relazione 
(1) Hews 

Suppposta verificata questa condizione, consideriamo, accanto alla 
componente F,, della F' secondo la normale interna 7, il suo compo- 
nente #” secondo il piano tangente a o (ortogonale ad 7) e, unifor- 
mandoci all’uso corrente, denotiamo con N e T rispettivamente i 
valori assoluti di F,, e di F”’, rilevando che sotto la condizione (1), 
la WN coincide (anche in segno) con la F,,. I] punto P si puod allora 
considerare soggetto a due forze attive: una forza di intensita N se- 
condo la normale interna, e una forza di intensit& 7’, parallela al 
piano tangente a o in P. D’altra parte, qua- 
lunque sia la risultante # delle forze attive 
sollecitanti il punto, la superficie di appoggio o 
non é atta a contrastare la liberta di movi- 
mento di P se non con la sua aréola immedia- 
tamente contigua ad esso, la quale si puod iden- 
tificare con l’elemento di piano tangente a so 
nella posizione occupata da P. Consegue di 
qui che le condizioni di equilibrio saranno 
quelle stesse che varrebbero se si realizzasse codesto piano tangente 
con la medesima sostanza materiale di cui @ costituito il corpo limi- 
tato da co. Insomma si é condotti a riconoscere che il punto P si trova 
in Gondizioni perfettamente analoghe a quelle, studiate pocanzi, di 
un punto di peso p, appoggiato su di un suolo orizzontale e soggetto 
ad una trazione t parallela al piano di appoggio: I’ ufficio del peso p 
e della trazione t é qui assunto rispettivamente dalle due forze dianzi 
indicate di intensita N e 7. Ora per quella stessa veduta di indipen- 
denza degli effetti delle forze dalle modalita, secondo cui la solleci- 
tazione é realizzata, che gia abbiamo applicato nel caso del punto 
libero, siamo condotti a ritenere che il comportamento del punto P 
sia quello stesso che si avrebbe se, essendo orizzontale V elemento 
piano di appoggio, il punto fosse soggetto esclusivamente ad un peso 
Ne ad una trazione orizzontale di intensita 7. Concludiamo di qui 
che, ove si indichi con f il coefficiente di attrito del punto P rispetto 
alla superficie so, la condizione necessaria e sufficiente per l’equilibrio 
é data, beninteso sotto V ipotesi (1), dalla relazione 
(2) =, T<fN. 
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In particolare I’ equilibrio sussistera anche per T=fN, nel qual 
caso si dice che si ha uno stato di equilibrio limite, in quanto basta 
anche un piccolissimo aumento della componente tangenziale della 
risultante attiva per determinare la rottura dell’ equilibrio. 


_ 4 ANGOLO E CONO DI aTTRITO. — Alle condizioni (1), (2) si pud 
dare una forma espressiva e comoda per le applicazioni. Considerato 
Pangolo che la risultante attiva # forma colla normale interna n, 
abbiamo (in valore e segno, poiché si tratta di un angolo non ottuso) 

te Fr= WV 
sicché la (2) si pud scrivere 
tg Pn<f, 


ossia, indicando con » langolo (minore di z/4, perché f<1) la cui 
tangente é@ f, 
Fn< om 

Chiamando angolo di attrito codesto angolo ¢ e falda interna del 
cono di attrito il luogo delle semirette uscenti da P che formano Il’an- 


golo » colla normale interna, concludiamo che per l’equilibrio di un 
punto materiale appoggiato ad una superficie é necessario e sufficiente 


che la forza attiva totale non sia esterna alla falda interna del cono~ 


di attrito. 

Si ha dunque che per la forza totale attiva la massima deviazione 
dalla normale interna, compatibile con l’equilibrio, é data dall’angolo 
di attrito; e questo massimo caratterizza gli stati di equilibrio limite. 

Insomma le condizioni di equilibrio (1), (2) impongono delle limita- 
zioni alla direzione e al verso della forza attiva risultante F,, non alla 
sua intensita; ma @ ovvio che cid pud incondizionatamente valere 
soltanto nella ipotesi puramente ideale che il vincolo possegga una so- 
lidita assoluta, cosi da resistere, senza infrangersi, al cimento di solle- 
citazioni normali di intensita arbitrariamente grande. Praticamente le 
(1), (2) risultano applicabili soltanto sino a quando la intensita N della 
 sollecitazione normale non supera il limite di rottura del vincolo. 
ual 


5. La nozione di angolo d’attrito interviene in modo particolar- 


mente semplice nel caso dell’ equilibrio di es 

un punto pesante sopra un piano inclinato. jim 

Detta « Vinclinazione del piano sull’ oriz- 1 Ss es 
zonte, si riconosce immediatamente che la pre p 


condizione di equilibrio si riduce a questo: i 
V inclinazione « non dev’essere superiore all angolo dattrito 9. 
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§. SUPERFICIE PRIVE DI ATTRITO. — I coefficiente di attrito i 
sempre minore di 1, é tanto pit piccolo quanto meglio levigate sono 
le superficie a contatto; ed anzi si ¢ notato (n. 2) che, ricorrendo 
all’uso di lubrificanti, si pud ridurre f a pochi centesimi. L’ipotesi 
limite f= 0, pur non essendo realizzabile con alcun dispositivo speri- 
mentale, merita tuttavia di essere considerata a parte, perche da luogo 
(nella Statica e pid ancora in Dinamica, come vedremo a suo tempo) 
a teorie generali notevolmente semplici e comprensive, le quali non 
sono troppo discoste da certi casi reali (che, a rigore, sarebbero tal- 
volta molto complicati) e possono quindi, almeno in prima approssi- 
mazione, essere applicate a questi casi. Quando f= 0, si dice che 
VY appoggio o il contatto sono realizzati senza attrito, o anche che la 
superficie o @ priva d’attrito. [1 cono d’attrito si rinserra, per cosi 
dire, attorno alla normale e la (2) si riduce allora a 
(2) LPSS0%. 

Si esige dunque per Il equilibrio che la forza attiva # sia pura- 
mente normale; é poi necessario in virtu della (1) (ed é@ d’altra 
parte sufficiente) che questa sollecitazione normale sia rivolta verso 
V’interno del corpo che realizza l appoggio, o il contatto con P. 

Cosi, ad es., per un punto pesante, appoggiato su di una super- 
ficie materiale priva di attrito, saranno posizioni di equilibrio tutte 
e solo quelle, in cui la normale interna é verticale e diretta verso 
il basso. 


7. REAZIONE ED ATTRITO. — In base alle condizioni (1), (2) si puod 
oramai caratterizzare il comportamento della reazione #, che, in 
condizioni statiche, la superficie di appoggio c esercita sul punto 
sollecitato dalla forza attiva totale F’. Sappiamo che, in condizioni 
di equilibrio, dev’ essere (VIT; n. 11) 

F+ R=0 ossia f fee 
cosicché debbono equilibrarsi separatamente i componenti normali e 
i componenti tangenziali di R ed F, e, in particolare, debbono coin- 
cidere le rispettive intensita. 

Percid, tenende conto dei nn. prec. e chiamando falda esterna 
del cono di attrito la opposta al vertice della falda interna, possiamo 
senz’ altro affermare che: La reazione BR, che una superficie mate- 
riale o esplica su di un punto materiale P in contatto con essa, dipende 
dalla sollecitazione totale attiva BF di P. In condizioni statiche, la R 
& sempre rivolta verso V esternoe non esterna alla falda esterna del cono 
adi attrito. In altre parole, si esplica secondo la direzione normale a a 
con una intensita N, eguale a quella della componente normale di F, e 
secondo la giacitura tangenziale a 3s con una intensiti che non pud 
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superare fN, se f @ il coefficiente di attrito frail punto ¢ la super- 
ficie. 

Nel caso ideale di una superficie priva di attrito, la componente 
tangenziale della reazione é nulla 0, in altre parole, la reazione si esplica 
tutta secondo la normale interna. 

La componente tangenziale della reazione R, in condizioni sta- 
tiche, dicesi attrito radente o statico (nel caso limite in cui T=/fN, 
anche di primo distacco) od anche semplicemente attrito, fintantoché 
non siavi Juogo ad equivoco con |’ attrito volvente, di cui parleremo 
pil innanzi (XII; § 6). 


8. SIMULTANEITA DI PIU VINCOLI UNILATERALI. — I principi stabi- 
liti nei nn. prec. permettono di discutere le condizioni di equilibrio 
di un punto materiale P, il quale sia simultaneamente a contatto con 
due o pit: superficie materiali (si pensi, p. es., ad una pallina, che riposi 
sul suolo e sia addossata ad una o due pareti). A ciascun punto di 
econtatto corrisponde una reazione: in realta si tratta di forze appli- 
cate a punti geometrici diversi, ma, poiché P si considera come un 
punto materiale, codesti vari punti di applicazione si possono riguar- 
dare come tutti coincidenti in un solo. 

Per l’ equilibrio sara necessario e sufficiente che la somma geome- 
trica di tutte le reazioni sia direttamente opposta alla forza attiva F’. 

Bastera dunque indagare, caso per caso, se sia o no possibile che 
vettori, appartenenti alle falde esterne dei vari coni d’attrito, abbiano 
per somma — F’. Ma qui si presenta come essenziale la seguente av- 
vertenza: bisogna preventivamente esaminare, per ogni singola super- 
ficie « in contatto con P, se la rispettiva componente fF’, (secondo la 
normale a so, volta all’interno) € positiva o negativa. Nel primo caso 
si pud effettivamente avere una reazione (appartenente, beninteso, alla 
falda esterna del cono @’ attrito); nel secondo caso la c non é atta ad 
opporre alcuna resistenza, e le cose vanno come se essa non esistesse. 

In conclusione, per lV equilibrio si richiede che sia —F la somma 
di tutte le reazioni, offerte da quelle superficie, che sono effettivamente 
atte ad offrirne (il che accade ogni qual volta la forza F forma un 
angolo acuto con la normale interna). 


9g. Un esempio semplice si ha immaginando un punto materiale P 
vincolato a non oltrepassare due piani ortogonali, quali sarebbero il 
pavimento e una parete verticale di una stanza, che in figura rap- 
presenteremo mediante le loro sezioni Ov, Oy con un piano di profilo. 

Il punto P potra assumere ogni possibile posizione entro il diedro 
di sezione normale xOy, o sulle facce di esso, ma non attraversare 
le facce stesse. E allora manifesto come l’azione simultanea dei due 


vincoli possa esplicarsi solo quando il punto P sia a contatto di en- — 

4trambe le pareti; giacché in tutti gli altri casi o non agira nessuno 
dei due vincoli (se P nou é a contatto né dell’una, né dell’altra pa- 
rete) o ne agira uno solo (se P appoggia 


I 
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su una sola parete). Supposto dunque P 
appoggiato a tutte e due le pareti, per es. 
in O, sottoponiamolo ad una forza F (to- 
tale e percid includente il peso, se questo 
é da tenere in considerazione) che sup- 
porremo agente nel piano xOy. Se la F 
risulta interna all’ angolo xOYy, nessuna 
delle due pareti si oppone al moto di P, 
il quale obbedira, come punto libero, alle 
sollecitazioni, ondel’equilibrio sara impos- 


sibile (se non ¢ #0). Se, indicati con Ox’, Oy’ i prolungamenti di 
Ox e Oy rispettivamente, la Fé é diretta nel an ool roy (0 yOu’ ), entra 
in azione solo un vincolo, quello del piano Ox (0, rispettivamente, Oy) 
e ricadiamo nel caso gia esaurito nei nn. prec. Se infine la # é diretta 
nell’angolo «’Oy’, agiscono entrambi i vincoli e lV’ equilibrio é in ogni 
caso assicurato, come risulta decomponendo F' nei suo componenti 
Fy, Fy, e notando che, qualunque sia il coefficiente di attrito delle 
due singole pareti, codeste due forze yz, My , come normali alle 
due pareti stesse, sono equilibrate ciascuna dalla corrispondente 


reazione di appoggio. 


Notiamo che, se le due pareti sono prive di attrito, ciascuna di 
esse @ atta ad eapiieare una reazione di appoggio soltanto in dire- 


zione normale (n. prec.), talcheé le reazioni 
esercitate sul punto nel caso testé consi- 
derato risultano determinate univocamente 
come direttamente opposte ai compo- 
nenti Fy, Fy della forza attiva. Ma 
se le due pareti hanno un coefficiente 
di attrito (anche diverso l una dall’altra) 
e se fissiamo per O, nel piano O2’y’, 
due direzioni quali si vogliano 7 ed s 
non esterne rispettivamente ai conti di at- 
trito delle due pareti in O, possiamo 
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considerare la #” decomposta nei suoi due componenti F’, e PS 

le due pareti sono atte ad esplicare due reazioni direttamente oppo- 
ste a codesti due componenti. Insomma, data Varbitrarieta di scelta 
delle direzioni r ed s nei due coni di attrito, nulla possiamo dire circa 
l intensita e la direzione delle reazioni esplicate dalle due singole pareti, 
ma solo affermare che la loro azione simultanea assicura l’equilibrio. 


10. Codesta indeterminatezza delle due reazioni appare ‘paradossale 
in confronto con quella veduta, insita nel nostro modo di rappresen- 
tarci i fatti naturali, per cui ammettiamo che, in ogni fenomeno ben 
determinato, ogni singola circostanza debba pur risultare univoca- 
mente determinata. 

Della insufficienza delle conclusioni, cui or ora pervenimmo nella 
discussione del problema particolare considerato, possiamo renderci 
ragione riflettendo che, nel costruire la nostra rappresentazione teo- 
rica dei fenomeni meccanici, abbiamo proceduto per successive idea- 
lizzazioni dei dati sperimentali, prescindendo mano mano da quelle 
circostanze di fatto, che apparivano trascurabili in una prima appros- 
simazione. 

Cosi nel caso conereto presente, noi abbiamo considerato le super- 
ficie di appoggio come assolutamente rigide e indeformabili: si riusci- 
rebbe appunto a caratterizzare univocamente il comportamento delle 


due reazioni, se si tenesse conto di quelle deformazioni, pur lievis- 


sime, che le due pareti, supposte solo fisicamente rigide, subiscono 
sotto la presstone del punto materiale sollecitato. 


§ 2. — Indipendenza delle condizioni di equilibrio 


dai modo in cui sono realizzati i vineoli. 


if. Nel § prec. abbiamo sempre supposto che il vincolo unilate- 


rale (o ciascuno dei vincoli unilaterali) a cui si immaginava soggetto- 
un punto materiale P, fosse determinato dall’appoggio alla superficie 
di un corpo fisicamente dato; ma in pratica un vincolo unilaterale 
di codesto tipo puod essere realizzato anche in altri modi: p. es. un 
punto P, collegato ad un punto fisso O mediante un filo flessibile e 
inestensibile di data lunghezza J, pud muoversi soltanto all’ interno 
o sulla superficie della sfera di centro O e di raggio / (per quanto 
questa non abbia una esistenza materiale). 

Ora @ bensi vero che Je condizioni di equilibrio del punto mate- 
riale P sono state da noi determinate sotto la esplicita condizione 
che il vincolo unilaterale fosse realizzato nel primo modo; ma si pud 


ritenere che le condizioni di equilibrio cosi trovate abbiano una por-. 


tata molto pi comprensiva. Infatti, quando studieremo in generale 
la Statica di un sistema materiale qualsivoglia, vedremo (cfr. Cap. XIV, 
§ 1) che, almeno nell’ ipotesi ideale in cui sia lecito prescindere dagli 
attriti e da ogni forma di resistenza passiva, lV azione meccanica dei 
vincoli é del tutto indipendente dal modo in cui essi sono realizzati. 
Questa conseguenza di un principio fondamentale della Meccanica 


razionale che sara stabilito pit innanzi (principio dei lavori virtualt) 
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va in verita accolta soltanto come una legge limite; ma serye util- 
mente, almeno come norma direttiva, anche nei casi reali in cui si 
deve tener conto delle resistenze passive, purché si abbia cura di 
controllarla caso per caso con l’indagine diretta delle condizioni fisi- 
che del problema ed, ove se ne presenti il bisogno, di modificarla 
in qualche dettaglio. 

In questo senso e con le accennate riserve, potremo ritenere che 


per un punto materiale vincolato, in un modo qualsiasi, a non oltre-. 


passare una superficie o le condizioni dell’equilibrio in una posizione 
di o siano sempre date dalle 


(1) (2) DP Pah AIMEE Gin 


In parole, per Il’ equilibrio di P occorre e basta che la forza attiva 
totale # non sia interna ad una certa falda di cono, avente per asse 
la normale interna a co, cioé la normale orientata nel verso vietato 
a P dal vincolo. 

Nel caso limite dell’assenza d’attrito (fisicamente irragiungibile, 
ma rispondente spesso ad un’utile ipotesi di approssimazione) occorre 
e basta che la # agisca secondo codesta normale interna a oc. 


12. Applichiamo il principio di indipendenza del n. prec. ad un 
problema particolare. 

Si consideri un anello pesante P, scorrevole lungo un filo, flessi- 
bile e inestendibile, fissato agli estremi in due punti A a B; e si 
supponga che la lunghezza J del filo sia ~ AB. 
Ci proponiamo di determinare le posizioni di 
equilibrio dell’anello. 

In un piano qualsiasi per A, B il luogo 
delle posizioni possibili per Vanello P a filo 
teso @, in quanto jdev’essere in ciascuna di 
esse AP-++BP=1, Vellisse di fuochi A e B e 
di asse maggiore /; mentre le posizioni possi- 
bili per P su codesto stesso piano a@ filo lento 
sono tutte e sole quelle interne all’ellisse or ora indicata. Percid, im- 
maginando di far ruotare intorno ad AB il piano considerato, si pud 
assimilare lanello P ad un punto vincolato a muoversi all’ interno o 
sulla superficie dell’ellissoide di rotazione allungato EH di fuochi A, B 
e di asse maggiore /. 

Ora manifestamente entro EZ non possono aversi per I’ anello P 
posizioni di equilibrio, giacché quando il filo é lento, l’anello si pud 
assimilare ad un punto pesante e libero. Percid le posizioni di equi- 
librio vanno cercate sulla superficie di ZF. 

Se ammettiamo che il filo sia flessibilissimo e che lV anello possa 
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scorrere lungo di esso senza incontrare una resistenza sensibile, si é 
molto vicini al caso di un vincolo privo di attrito. Mettendoci addi- 


rittura nell’ ipotesi limite, siamo condotti a cercare quei punti di E, . 


in eui il peso risulta diretto normalmente ad E nel verso non consen- 
tito dal vincolo, 0, in altre parole, i punti di E in cui la normale 
orientata verso |’ esterno é diretta verticalmente verso il basso. Poiché 
su di una superficie di rotazione la normale in ogni suo punto giace 
nel piano meridiano passante per esso, le eventuali posizioni di equi- 

librio di P si troveranno sull’ellisse in cui F vien segato dal piano 
verticale passante per AB. Ora su questa ellisse esistono due punti, 
in cui la normale risulta verticale, cioé i punti di contatto delle due 
tangenti orizzontali (punto pil alto e punto pit basso dell’ ellisse) ; 
e di questi due punti soltanto l’inferiore é posizione di equilibrio 
dell’ anello, giacché soltanto in esso la normale orientata verso 
Vesterno di # risulta diretta all’ ingit. 


$ 3. — Punto vincolato a muoversi su di una superficie 
o su di una curva. 


13. Consideriamo un punto materiale P costretto a muoversi su 
di una data superficie o (vincolo bilaterale). [1 modello fisico tipico 
di una tale specie di vincolo si ha per la massa oscillante di un pen- 
dolo ad asta rigida (di peso trascurabile) e a 
sospensione sferica; ma lo stesso legame si 
pud immaginare realizzato anche in altri modi, 
p. es. mediante due superficie materiali a’, 0”, 
vicinissime a o dall’una e dall’altra parte di 
essa, e tali da rinserrare fra loro, con piccolissimo gioco, il punto P; 
con cid si realizza appunto il vincolo geometrico che il punto non 
possa mai abbandonare la superficie o. 

In ogni caso si perviene agevolmente a determinare le condizioni 
di equilibrio, prendendo come norma direttiva il principio di indipen- 
denza del n. 11. Cosi il nostro vincolo bilaterale si potra considerare 
come realizzato dall’azione simultanea dei due vincoli unilaterali, de- 
terminati dalle due superficie materiali di appoggio o’ e o”, vietanti 
ciascuno a P la liberta di abbandonare co da una delle due bande. Di 
codesti due vincoli unilaterali entra in azione l’uno o Valtro, secondo 
che la forza attiva (totale) J sollecitante P é diretta da una parte 
0 dall’altra, rispetto al piano tangente a co nella posizione occupata da P. 
Considerando allora, anche in questo caso, il coefficiente di attrito 
(che riterremo senz’ altro eguale su o’ e su 9’) e chiamando cono di 
attrito V'insieme delle due falde di cono relative ai due vincoli uni- 


1 oe 


i6terali costituenti il vincolo bilaterale, potremo senz’altro ritenere 
che: Condizione necessaria e sufficiente, affinché un punto materiale, 
vincolato a muoversi su una superficie, resti in equilibrio sotto la solle- 
citazione di una forza, & che questa forza non sia esterna al cono dr 
attrito. 

In particolare, se la superficie é priva di attrito, sara necessario € 
sufficiente che la forza sia diretta secondo la normale alla super ficie 
(nel? uno o nell’ altro senso indifferentemente). 

In ogni caso, la reazione. #, in condizioni statiche, risulta wnivo- 
camenta determinata, come direttamente opposta alla forza sollecitante. 


14. Proponiamoci da ultimo di determinare le condizioni di equi- 
librio di un punto vincolato a restare su di una data curva c. 

A tal fine, approfittiamo ancora una volta del postulato di indi- 
pendenza del n. 11 e fissiamo la nostra attenzione sul caso di una 
pallina scorrevole entro un tubo. Con questa realizzazione del vincolo, 
notiamo da un lato che, qualunque sia la sollecitazicne attiva F’, la 
pallina non pud trovare appoggio se non su di wn solo elemento su- | 
perficiale (o faccetta) della parete del tubo, come se fra pallinae tubo, 
vi fosse un piccolissimo giuoco; e d’altra parte ogni faccetta della pa- 
rete del tubo in condizioni opportune di sollecitazione, é atta ad offrire 
appoggio alla pallina. Percid, da questo punto di vista, le cose vanno 
come se il punto potesse essere ritenuto da tutte le superficie o pas- 
santi per c, intervenendo l’una o l’altra secondo la sollecitazione. 

Cid premesso, proiettiamo la forza attiva # sulla tangente a ce 
sul piano normale e diciamo J ed Ni valori assoluti dei due com- 
ponenti cosi ottenuti, » la linea d’azione del componente normale. 

Tra le superficie passanti per c, fissiamone una, avente per 
normale, e osserviamo che, se sono soddisfatte le condizioni di equi- 
librio per P, in quanto sia costretto a restare sopra tale superficie a, 
lo saranno a fortiori per il caso reale, in cui P e ulteriormente sog- 
getto ad altri vincoli. 

Ne consegue, essendo / un certo coefficiente, il quale pud a priori 
dipendere dalla speciale superficie s considerata, che 
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e condizione sufficiente per VY equilibrio di P. 

Il signifieato geometrico € ovvio. Essendo, al solito, » l angolu 
dattrito (tg 2—f), la condizione <7 N esprime che la linea d’azione 
di # forma colla tangente ac un angolo non inferiore a 7/2 —~*; cioé 
la forza deve essere esterna o non interna al cono [, che ha per asse la 
tangente e per semiapertura il complemento dell’ angolo @’attrito (cono 
delle rette per Pche col piano normale della curva formano Vangolo ¢). 
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15. Invertiamo il precedente risultato, limitandoci al caso, in cui f 
sia 0 -possa ritenersi lo stesso per tutte le ipotetiche superficie pas- 
santi per la curvac. _ 

Si tratta di dimostrare che, se il punto P, sotto una data forza 
attiva F’, é in equilibrio sulla curva, si ha 


T <fN, 


0, in altre parole, la # é esterna o non interna al cono [. 


é 


_Infatti, riferendoci ancora all’ immagine della pallina scorrevole— 


entro un tubo, l equilibrio non pud sussistere se non in quanto il 
punto sia ritenuto da una determinata faccetta della parete del tubo. 

Ora, se fosse T >fN, cioé la F# fosse interna al cono I’, essa for- 
merebbe colla tangente un angolo pil piccolo di z/2 — 4, e percid si 
scosterebbe per pil di » dal piano normale. In tal caso nessuna delle 
superficie passanti per ¢ sarebbe atta ad impedire il moto di P, per- 
ché tutte le normali a tali superficie formerebbero con #' un angolo 
superiore all’angolo d’attrito ». 

Riassumendo, si ha la regola: Condizione necessaria e sufficiente 
per Vequilibrio di un punto materiale P costretto a restare sopra una, 
curva c é che il valore assoluto della componente tangenziale T della 
‘forza attiva non superi una certa frazione f del valore assoluto N della 
componente normale, o, pit concisamente, che la forza attiva non sia 
interna ad un certo cono rotondo che ha la tangente per asse. 

Il caso di un vincolo privo di attrito implica 70, cioé una 
sollecitazione puramente normale alla curva. é 


CAPITOLO X. 


GEOMETRIA DELLE MASSE. 


1. Nei precedenti Cap. VII-IX ci siamo occupati esclusivamente 
del punto materiale. Per estendere i risultati cosi ottenuti a corpi 
materiali quali si vogliono é anzitutto necessario precisare anche per 
siffatti corpi la nozione di massa, alla quale si riconnette direttamente, 
come premessa necessaria alle future deduzioni meccaniche propria- 
mente dette, una serie di considerazioni indipendenti dai concetti di 
tempo e di forza, che si sogliono raccogliere sotto il nome di (Geo- 
metria delle masse. 


S 1. — Massa di un corpo. 


2. Pel punto materiale la nozione di massa é stata stabilita come 
rapporto P/g fra il peso del punto e l’accelerazione della gravita 
(VIL; n. 16). Questo rapporto ha un senso fisicamente determinato 
anche per un corpo C qualsiasi, purché le dimensioni del corpo 
siano tali che entro la regione spaziale da esso occupata I accelera- 
zione g risulti sensibilmente costante; e, come nel caso del punto 
materiale, codesto rapporto del peso di Calla accelerazione della gravita 
va assunto come un carattere intrinseco del corpo, invariante per ogni 
possibile movimento ed ogni possibile deformazione di C. 

FE questa la definizione pratica di massa di un corpo. 


3. Sperimentalmente si riconosce che il peso di un corpo @, 
comunque suddiviso, @ sempre eguale alla somma dei pesi delle sin- 
gole parti; cosicché in base alla definizione del n. prec., si 6 condotti 
ad attribuire anche alla massa la proprieta additiva, per cui la massa 
di un corpo & eguale alla somma delle masse delle sue parti, qualunque 
sia tl modo in cui esso si immagina suddiviso. 

Percio, in particolare, se un dato corpo C si immagina suddiviso 
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in parti assimilabili a punti materiali, la somma delle masse di tutti 
questi punti non dipende dalla speciale suddivisione considerata. 

Viceversa, se, in base alle constatazioni sperimentali testé accen- 
nate, si ammette come postulato che, comunque si immagini suddiviso 
un corpo in punti materiali, si ottiene sempre, come somma delle 
masse di codesti punti, un medesimo numero, si é condotti a definire 
come massa di un corpo la somma delle masse dei punti materiali, 
in cui esso, con una legge qualsiasi, pud immaginarsi suddiviso. 

Questa nuova definizione, in quanto si fonda sul concetto di massa 
del punto materiale, (e pud quindi, per ogni punto siffatto, essere deter- 
minata, nei modi pit svariati, quale rapporto fra forza totalee accelera- 
zione corrispondente) conferisce alla massa di un corpo qualsiasi quel 
carattere di universalita (o indipendenza da ogni considerazione rela- 
tiva al campo terrestre) che gia le riconoscemmo, per astrazione, 
limitatamente al caso del punto (VIT; n. 16). 


S$ 2. — Densita. 


4, Per precisare analiticamente la legge di distribuzione della 
massa entro un corpo, occorre introdurre il concetto di densita. 

I corpi fisicamente omogenei (acqua, ferro oligisto, ecc.) sono carat- 
terizzati dalla proprieta: che i pesi (misurati localmente) delle loro 
parti sono proporzionali ai rispettivi volumi. Si ha quindi proporzio- 
nalita (e questa volta in senso universale, cioé indipendentemente da 
ogni considerazione locale rispetto alla Terra) fra le masse delle 
varie parti di un corpo omogeneo e i corrispondenti volumi. 

Percio, se indichiamo con S il volume di un qualsiasi corpo omo- 
geneo C, con m la sua massa e con AS e Am il volume e la massa 
di una qualsiasi sua parte, avremo 

Am m_ 

RTOS 
e questo rapporto non sara altro che la massa dell’ unita di volume 
della considerata sostanza materiale. Esso dicesi densita (0 massa 
specifica) del corpo C, o della sua sostanza materiale. Indicandolo 
con j, avremo 

Am 

emrik ) 
e questa eguaglianza sussistera qualunque sia il volume della parte 
di C considerata, purché sia Am la massa rispettiva. Percid, immagi- 
nando che codesta parte di C rimpicciolisca intorno ad un punto, ip 
modo che il suo volume tenda allo zero, avremo, al limite, 


__ adm 
(1) b= ao) 
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onde, usando quel linguaggio espressivo che il Calcolo legittima rigo- 
rosamente, possiamo dire che » fornisce il rapporto tra la massa di 
una particella infinitesima del nostro SOEDe al corrispondente vo- 
lume. Scriveremo 

(2) dm == wad 


e la massa m del corpo C si potra rappresentare con I’ titapeate 


[am 
Ss 


esteso a tutta la regione S di spazio, occupata da C. Esso in aap 
alla. (2) non differisce da 

[ nas 

8 
ossia da 


».fas=ps, 
3 


in accordo con la definizione da noi data di n= m/S, 

Queste ovvie osservazioni suggeriscono una generalizzazione che 
risponde nello stesso tempo alla nostra intuizione fisica e allo spirito 
del Calcolo infinitesimale. 

Noi possiamo immaginare che un corpo naturale C sia costituito, 
anzicheé di una sostanza omogenea, di un miscuglio di sostanze diverse; 
e, idealizzando, possiamo addirittura supporre che la struttura mate- 
riale di C vari da punto a punto con continuita. Allora il rapporto 


(3) Stee 

della massa di una particella di C al rispettivo volume (densita media 
del corpo C nel volume AS) variera al variare della particella stessa. 
Supponiamo che quando il volume AS si fa tendere allo zero, intorno 
ad un dato suo punto P, il rapporto (3) tenda ad un limite determi- 
nato e finito 


} Am 
(4) Te eee: 
"AS >P AS * 


Questo limite dicesi densita del corpo nel punto P e varia da 
punto a punto con una legge che, in accordo colle proprieta rileva- 


bili neicorpi naturali, supporremo generalmente dotata di continuita (*), 
Cioe ammetteremo come caratteristica di un generico corpo naturale C 


(1) Infattiicorpi che interessa considerare sono quasi sempre (sensibilmente} 
omogenei o costituiti da un numero finito di parti (sensibilmente) omogenee. 


_ Vesistenza della densita locale 1, funzione finita e generalmente con- 
tinua (1) e quindi, in particolare, integrabile dei punti P del campo S 
occupato dal corpo. 

A partire da questa funzione », si ritrova la massa m come V inte- 
grale di  esteso ad S. Basta a tale scopo riflettere che, se si designa 
con ¢ una quantita convergente a zero con AS, la (4) pud essere scritta 


Am 

AS eae 
od anche 
(5) Am=vAS-+- AS; 


e di qui-si deduce 
m= X(uAs+<¢AS), 


ove la sommatoria va estesa a tutto il volume S occupato da C. 
Poiché questa relazione vale qualunque sia la divisione in parti del 
corpo, basta far tendere allo zero, con una legge qualsiasi, il volume 
AS di ogni singola particella per ottenere in base a note considera- 
zioni di calcolo 


(6) m= | pla, y, 2)d8, 
8 


dove dS denota l’elemento di spazio. 

L’elemento dell’integrale di campo a tre dimensioni (6) si pud 
rappresentare, in base alla (5) (e a meno di infinitesimi di ordine 
superiore), con 
(7) dm =11(x, y,2)dS. 


Questo elemento materiale (massa infinitesima localizzata in un 
«ampo infinitesimo) @ una pura finzione matematica; ma, poiché nel 
porre i principi della Meccanica del punto materiale e nel ricavarne 
le successive deduzioni, si 6€ sempre fatto astrazione della grandezza 
_ assoluta del corpuscolo che chiamammo punto, in guisa che siffatti 
postulati e siffatti teoremi sussistono per corpuscoli di dimensioni 
quanto piccole si vogliano, essi possono ritenersi validi al limite, 
anche per gli elementi materiali or ora considerati, pur avvertendo 
una volta per tutte che in ogni singolo caso sarebbe possibile di 
sostituire a codesta veduta intuitiva un rigoroso passaggio al limite. 

Osserviamo che la (6) per » costante (cioé indipendente da a, y, 2) da 


m=p|dS=n8, 
Ss 


(4) Si vuol dire con cid che yv’é al pit. un numero finito di superficie attra- 
verso le quali la funzione presenta variazioni brusche (discontinuita). 
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con che si trova la definizione di densita dei corpi omogenei da cui 
siamo partiti. 


5. SUPERFICIE E LINEE MATERIALI. — Consideriamo in particolare 
un corpo, di cui una dimensione sia trascurabile, per es. una piastra 
© una membrana o le pareti di un recipiente di spessore cosi piccolo 
(rispetto alle altre dimensioni del corpo) che lo spazio occupato si 
possa sensibilmente individuare mediante un pezzo di superficie (piana 
o curva). Un tale corpo si chiama una superficie materiale. 

Analogamente si chiama linea materiale un corpo assimilabile 
(quanto allo spazio occupato) ad una linea geometrica, p. es. un filo 
un’ asticciuola, un anello (di apertura tale che non sia lecito trattarlo 
come un unico punto materiale). 

Denotiamo ancora con S il campo geometrico (che sara a due 
dimensioni 0 ad una soltanto) che si fa corrispondere ad una super- 
ficie o ad una linea materiale. Introduciamo poi una qualche conven- 
zione, mediante la quale ogni porzione AS del campo individui una 
porzione AC del corpo. Il criterio piu semplice, che si suole spesso 
sottintendere, tanto appare spontaneo, é: 

1. (nel caso delle superficie) far corrispondere a AS la porzione 
di corpo interna al cilindroide, che é costituito dalle 
normali alla superficie S, spiccate dai singoli punti 
del contorno di AS. 

Quando la superficie S é un piano, il cilindroide é 
un vero cilindro; pud sempre conside- 
rarsi un cilindro per AS infinitesimo. 

2. (nel caso delle linee) far corri- 
spondere a AS la porzione di corpo 
compresa tra i due piani normali alla 
linea S negli estremi di AS. 

Poiche tutti i punti dello spazio occupato dal corpo si possono 
confondere con punti di S,si pud manifestamente considerare il corpo 
come aggregato di punti materiali localizzati su  S. Diviso S in 
parti AS abbastanza piccole, ad ognuna fa riscontro un punto mate- 
riale, secondo le regole teste convenute. 


6. Conformemente a quanto abbiam fatto per i campi a tre dimen- 
sioni, giova introdurre la densita media m/S, e la locale 


on Nb 

lim AS 

riferendo il limite al rimpicciolimento indefinito di AS attorno ad un 
determinato punto P di S. 
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Circa I’ esistenza di questo limite e circa il suo comportamento, 
eome funzione dei punti del campo S, valgono considerazioni analoghe 
a quelle del n. 4. 

In ultima analisi bastera ritenere le formule (6) e (7) coll’ ovvia 
avvertenza che, se 1 seguita a designare una funzione (integrabile) 
dei punti del campo S, é perd diversa la sua natura fisica, secondo 
le dimensioni del campo; nel caso generale del n. 4, uw era il rap- 
porto (o limite di rapporto) di una massa ad un volume, e quindi di 
dimensioni /—*m; per le superficie materiali, si tratta del rapporto di 
una massa ad un’area colle dimensioni /—8m; per le linee materiali, 
del rapporto tra una massa e una lunghezza colle dimensioni /—m. 

Quando vi sia pericolo di ambiguité, si distinguono queste tre 
specie di densita coi nomi rispettivi di densiti cubica o densiti di 
volume (concetto valido per qualsiasi corpo), densita superficiale (che 
ha interesse per le superficie materiali), densitd lineare (che ha inte- 
resse per le linee materiali). 


7. Una superficie materiale si dice omogenea quando é costante la 
sua densita superficiale. Si noti che una superficie materiale omogenea 
come corpo a tre dimensioni, cioé dotata di densita cubica costante, 
pud benissimo non essere omogenea come superficie, cioé non avere 
densita superficiale costante. Basta pensare ad una piastra di sostanza 
omogenea, con spessore variabile da punto a punto; giacché in tal 
caso la densita superficiale varia proporzionalmente allo spessore. 

Analogamente per le linee materiali. 


§ 3. — Baricentro di un sistema discreto 
di punti materiali. 


8. Dato un sistema S costituito da un numero finito qualsiasi di 
punti materiali 2’; di masse m, (i= 1, 2, 3,...), si consideri per ognuno 
di essi il rispettivo peso m,g. Questi pesi sono rappresentati da altret- 
tanti vettori paralleli e di egual verso, il cui sistema ammette, come 
sappiamo (I; n. 56), un ben determinato centro G, che ove si denoti 
con O un qualsiasi punto (geometrico) di riferimento e con m la massa 
totale 5, m, del sistema, é individuato dall’ equazione vettoriale 


x, m, (P; — O) 


(8) G—-O0= a 


4 


Questo punto G chiamasi baricentro 0 centro di gravita del sistema. 
Esso dipende esclusivamente dalla configurazione del sistema e dalle 
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masse dei suoi singoli punti, onde si dice anche centro di massa del 
sistema. Si pud anzi osservare che G dipende soltanto dai rapporti 
delle masse; e in verita, se le masse dei punti del sistema si fanno 
variare tutte in un medesimo rapporto, il secondo membro della (8) 
non cambia. 

Rispetto ad un generico sistema di coordinate coll’ origine in O, si ha 
(8’) Lp == Xs ms a; : — ait a Ys 5 = oe 7 
se %;, Y;, 2; designano le. coordinate dei punti P; del sistema e 
Xo, Ye, 2o Quelle del baricentro G. 


%. Risulta dalla (8) che, se tutte le masse appartengono ad un me- 
desimo piano 0 ad una medesima retta, lo stesso avviene del loro ccn- 
tro di gravita. 

Infatti, nel caso del piano, ove si assuma su di esso il punto 0, 
vi giacciono manifestamente tutti i vettori P;—.O e quindi per ia (8) 
anche il vettore G— Oe il baricentro G stesso. Nel caso della retta, 
basta analogamente prendere O sulla retta e aver riguardo alla (8). 


10. REGOLA DEI MOMENTI STATICI. — Della (8’) si puo dare una 
interpretazione geometrica che in qualche applicazione risulta van- 
taggiosa, in quanto permette di evitare la scelta preventiva di un 
qualsiasi sistema coordinato. 

A tale scopo si definisca come momento statico di una massa m, 
localizzata in un punto, rispetto ad un piano x, il prodotto di m per 
la sua distanza dal piano, preso col segno +, se la massa é situata 
in uno (arbitrariamente scelto) dei due semispazi determinati da mr, 
col segno —, se la massa @ situata nell’ altro semispazio. 

Facendo coincidere con = uno dei piani coordinati, per es. z—0, 
si deduce dalla terza delle (8’) che: La somma det momenti staticé 
delle masse di un sistema, rispetto ad un generico piano =, coincide col 
momento statico della massa totale, supposta localizzata nel baricentro. 

BE questa l annunciata regola equivalente alle (8): da essa si ri- 
passa alle (8), applicandola ai tre piani coordinati. 

Per masse situate in un medesimo piano si ha un enunciato ana- 
logo cui si perviene definendo in modo ovvio, per una massa, localiz- 
zata in un punto, il momento statico rispetto ad una retta. 


11. Dalla definizione di baricentro discendono per esso alcune no- 
tevoli proprieta: dimostriamone in primo luogo una che, pil in ge- 
nerale, sussiste per il centro di ogni sistema di vettori applicati, 
paralleli e diretti nello stesso verso (cfr. Cap. I, n. 55). 

Il centro di gravita di un sistema é interno ad ogni superficie con- 
vessa 5, che racchiuda tutte le masse del sistema. 
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nm tangente 
alla superficie o, il centro di gravita G giace dalla stessa banda di 
3, giacché allora esso deve appartenere alla regione inviluppata dai 
vari piani tangenti, cioc, appunto, deve essere interno a os. 
Ora, fissato un generico piano tangente 7, immaginiamo di assu- 
merlo come piano coordinato xy, prendendo l’asse z orientato verso 
la parte in cui giace o. Le 2 dei singoli punti P, sono allora positive, 


2s 52; 


e per conseguenza anche 2 —= risulta >> 0. 


Con analogo ragionamento si prova che: 

Ll baricentro di un sistema di masse, situate in un medesimo piano, 
@ interno ad ogni linea chiusa, convessa, la quale racchiuda tutte le 
masse del sistema. 
Il baricentro di masse situate sopra una medesima retta é@ interno 
al segmento determinato dalle due masse estreme. 


12. PROPRIETA DISTRIBUTIVA DEL BARICENTRO. — Se un sistema S 


di punti materiali si considera scisso in due sistemi parziali S’ ed S” . 


€ sono m’,m” le masse totali di S’, S’e G’, G’ i rispettivi baricentri, 


il baricenlro G di S coincide con quello delle masse m’, m” supposte 


localizzate in G’, G” rispettivamente. 


Invero, se si denotano con P., P’’ i punti di S’, S”’, con m’, m’’ 
2 4? j ? ? 4? 4 


le rispettive masse, si ha, per un qualsiasi punto 0, 
pg LT Ee I hy oa ad BR 
= ; ; = 


”y 


m m 
e quindi 
m' (G — 0) +m’ (G" — 0) = xm, CE oe Oy ote: xm (P, — 0). 
Poiché nella somma a secondo membro compaiono tutti i punti 
del dato sistema, si conclude, in base alla (8), 


m’ (G! — 0) +m” (@” — 0) = m(G— 0); 
ciod, appunto, G é il baricentro delle masse m’, m” localizzate in G’, 
G’’ rispettivamente. 


13. PIANI DIAMETRALI E DI SIMMETRIA. — Si dice che un sistema 
8 di punti materiali possiede un piano diametrale = coniugato ad 
un’ assegnata direzione + (non parallela al piano), quando ad ogni 
punto di S ne fa riscontro un altro di egual massa situato sulla pa- 
rallela ad 7+ passante pel primo, alla stessa distanza dal piano 7 e 
dalla banda opposta. 

I punti, che cosi si corrispondono, si chiamano coniugati. 

Un piano diametrale x si chiama in particolare piano di simme- 
tria quando @ perpendicolare alla direzione coniugata r, talché i punti 


£ 
Fu 
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coniugati risultano simmetrici rispetto a m. Poiché il centro di gra- 
vita di due punti di egual massa é il loro punto medio, ogni coppia 
di punti coniugati ha il baricentro sul piano diametrale z. 

Immaginando scisso il sistema S in tante parti, quante sono le 
coppie di punti coniugati, e applicando Ja proprieta distributiva, si 
conclude che: ; 

Se un sistema possiede un piano diametrale, od in particolare un 
piano di simmetria, il centro di gravita giace in questo piano. 

Ne viene che, se vi sono due piani diametrali, il centro di gravita 
é situato sulla loro intersezione; e ancora: Se un sistema ammette pie 
piani diametrali, questi hanno necessariamente almeno un punto co- 
mune, cioe il centro di gravita del sistema. 

Nel caso particolare di sistemi, i cui punti sono tutti situati in un 
medesimo piano, si possono manifestamente considerare rette diame- 
trali (coniugate ad un’ assegnata direzione), in particolare assi di sim- 
metria; e valgono conclusioni analoghe a quelle ora enunciate. 


§ 4. —- Baricentro di un corpo, 
di una superficie e di una linea materiale. 


14, Per definire il baricentro di un corpo qualsiasi C, lo si imma 
gini comunque decomposto in parti AC assimilabili a punti materiali, 
e si consideri il baricentro G’ di codesti punti materiali costituenti 
il corpo C. Al variare della suddivisione di C varia, in generale, anche 
codesto baricentro G’; ma, come tosto mostreremo, il punto G’, quando 
si facciano tendere simultaneamente a zero i volumi di tutte le sin- 
gole particelle di C, tende sempre ad una ben determinata posizione 
limite G, indipendente dalla legge con cui si son fatti tendere a zero 
i volumi delle particelle di C. Quando sara assodata questa circo- 
stanza, risultera giustificato il chiamare baricentio del corpo il punto 
G cos definito. 

Ora per dimostrare l’esistenza e la unicita di G, si ricordi che 
se (x,y, 2) & la densita (cubica, locale) di C, la massa Am di una 
generica particella AC di C, in una qualsiasi suddivisione, @ data 
(n. 4) da 

Am=pAS+ AS, 
dove » si intende calcolata in un punto della particella AC, di vo- 
lume AS, ed < ¢ convergente a zero insieme con AS; cosicché detta m 
la massa totale di C, il baricentro G’ del sistema di punti materiali 
AC costituenti il corpo C, @ definito, rispetto alla origine O delle 
coordinate, dalla equazione vettoriale 


{9) m(G’ — O)=X(P— O)pAS+ D(P— Oe aS. 
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Ora si immagini di variare la decomposizione di C in modo che il 
volume AS di ogni singola sua particella tenda allo zero: poiche per 
ipotesi (n. 4) la 1 (a, y,z) é integrabile e quindi son tali altres) le funzioni 
£, Yu, 2 e il vettore (P—O),, la prima sommatoria del secondo 
membro di (10) tende ad 


| (P—0)pas, 


8 


esteso al volume S di C. D’altra parte, per note considerazioni di 
Calcolo, la seconda sommatoria, in cui < é infinitesimo con AS, tende 
allo zero qualunque sia la legge con cui tendono a zero i volumi 
delle singole particelle di C; onde si conclude che G’ ammette in 
ogni caso, come posizione limite, il punto G definito dall’ equazione 
vettoriale 

m(G—0)=| (P —0)pas, 


Ss 


la quale, ove si tenga conto della (6) del n. 4, si pud scrivere 
[@—onas 
g 


(10) G— 0= ————— 
lp as 


Ss 


e proiettata sugli assi da, per le coordinate x, Yo, 20 di G, le espres- 
sioni 


| apas | yd | 2.08 
{10’) a ee 
[pas | was [ras 
8 Ss S 


Resta cosi definito il baricentro di un corpo qualsiasi; ed é mani- 
festo che le considerazioni precedenti e le formule finali (10), (10’) 
valgono ‘anche per una qualsiasi superficie o linea materiale, quando 
si sostituiscano alla densita cubica la densita superficiale o lineare 
e al campo d’integrazione a tre dimensioni la superficie 0, rispetti- 
vamente, la linea. 

In forma rapida, ma non meno precisa per chi tenga presente il 
- eompleto contenuto (espresso o sottinteso) delle abituali locuzioni del 
Calcolo, il risultato ottenuto si pud enunciare dicendo che, anche nel 
caso di sistemi continui, il baricentro & sempre definito dall’equazione 
vettoriale (8) del n. 8. Solo basta sostituire ad ogni massa parziale una 
massa elementare (cioé il prodotto della densita locale per il corrispon- 
dente elemento di campo) e, di conseguenza, alla somma un integrale. 


ert in 
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‘Notiamo infine che per i sistemi omogenei (1 = cost.) le (10), (10’) 
diventano 


[P-oas 
(11) | GO = es 
| eas | vas , / eas 
ee te, SB Ee 


Il baricentro dipende allora esclusivamente dalla natura geome- 
trica del campo S. 

Percid si pud parlare di centro di gravita di una figura solida, di 
una superficie, di una linea come di un puro elemento geometrico, 
ad esse coordinato merce la (11) o le (11); ma V’interesse precipuo 
di un tale punto é quello che proviene dal suo significato meccanico, 
quando si pensa il campo S quale sede di materia omogeneamente 
distribuita. 


15. DETERMINAZIONE DEL BARICENTRO DI ALCUNE FIGURE. — Per 
le figure che posseggono un centro (intersezione di tre piani diame- 
trali non coassiali, se si tratta di figure solide, di due rette diame- 
trali, se si tratta di figure piane) il centro di gravit&a coincide col 
centro di figura (n. 13). 

Per un parallelepipedo, i piani mediani di ogni coppia di facce 
parallele sono manifestamente diametrali (coniugati alla direzione dei 
quattro spigoli che congiungono tali facce); di qua segue facilmente 
- che il centro di gravita coincide col punto di incontro dei piani dia- 
gonali; per un parallelogramma col punto di incontro delle due dia- 
gonali; per un ellissoide o per un ellisse col rispettivo centro, ece. 

Risulta poi manifesto, ragionando in una dimensione come ai n. 13, 
che il centro di gravita di un segmento é@ il suo punto di mezzo. 

a) Triangolo. Ciascuna mediana é linea 
diametralmente coniugata alla direzione del 
lato, che essa dimezza. I] punto di incontro 
delle mediane @ dunque centro di figura e 
centro di gravita. 

Semplici considerazioni di geometria ele- 
mentare (cfr. la figura) mostrano che su cia- 
scuna mediana, il centro di gravité si trova 
ad un terzo, a partire dal piede. Si pud anche 
dire, fissato un lato come base, che il centro di gravita si trova sulla 
corrispondente mediana, ad un terzo dell’altezza a partire dalla base. 


eT ee eT ee, Se ee Se ee eT 


ho ee ee eee ee 


Py a ee ee ee yee ee re wee” 


j b) Quadrangoli e poligoni. Sia dato un quadrangolo semplice (cioé 
non intrecciato) ABCD. Le diagonali AC, BD lo decompongono cia- 
scuna in due triangoli ABC, ADC, e BAD, 
BCD. : 

Per quanto precede, siamo in grado di as- 
segnare i baricentri G’, G’, G,, @’, di cia- 
scuno di questi quattro triangoli. 

Per la proprieta distributiva [§ 2, b)] il ba- 
ricentro G del quadrangolo é anche baricentro 
dei due punti G’, G’, in quanto si attribuisca a ciascuno una con- 
veniente massa (quella del triangolo corrispondente). Ne viene che G 
appartiene al segmento G’G”’. Per la stessa ragione esso deve appar- 
tenere al segmento G’,G’”,, talché il baricentro G del quadrangolo 
si ha senz’altro come intersezione di G’G’ con G',G”,. 

Per un poligono di » lati si puo adottare un procedimento di 
successiva riduzione a poligoni di minor numero di lati e quindi, da 
ultimo, a triangoli. Basta, per es., decomporlo in due modi in un po- 
ligono di m—1 lati e in un triangolo. Designando con G’, G’; i bari- 
centri dei due poligoni, con G’, G’, quelli dei rispettivi. triangoli 
(rispettivi nel senso che completano l’assegnato poligono), si ha, come 
sopra, il baricentro G nell’ intersezione di G’G” con G’, Gy. 

c) Arco di circonferenza. Sia AB Y arco, O il centro della cir- 


conferenza, M il punto medio dell’arco. La retta OM é manifestamente 


un asse di simmetria, talché il baricentro G va cercato sopra di essa. 
Si pud anche aggiungere, designando con NI’ intersezione di OM colla 
corda AB, che G deve appartenere al segmento MN. 

Infatti G é anche centro di gravita 
di punti appartenenti tutti al segmento 
MN (i baricentri parziali delle coppie 
di punti simmetrici); esso é dunque 
interno, o almeno non esterno, al me- 
desimo segmento (n. 11). 

Per precisare la posizione di G@ 
sulla MN, giova ricorrere alle formule, 
adottando un sistema di assi coll’ori- 


asse delle y, la direzione positiva essendo quella rivolta verso l’arco. 
‘ 


La seconda delle (11’) da allora, per yo, che nel caso attuale e OG. 


| yds 


Ss 


0G= 


oy 4 
S 


il] eampo di integrazione S essendo Varco 4B. L’integrale che sta a 


gine in O, e coll’asse di simmetria per 


wy 
$ 
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numeratore si valuta nel modo pitsemplice, adottando come varia- 
bile corrente d’integrazione l’angolo 6 che un generico raggio OP 
forma con l’asse y contato positivamente nel verso da y verso @. 
Per i punti P dell’arco, 6 varia da — « a 4-%, ove si designi con 2x 
apertura dell’arco, cioé ’angolo al centro AOB. Si ha manifestamente 


designando con 7 il raggio, 
y = reosé, as=rd0. 
L’ integrale da valutare diviene cos): 


a 
| racos bdo ; 
—a 
yr essendo costante, si trova immediatamente 27*singw. Se si osserva 
che 2r sine @ la lunghezza della corda AB, si ha da ultimo l’equazione 


AB 
OG =r- ed 
la quale esprime che la distanza OG del baricentro dell’arco dal cen- 
tro del cerchio sta al raggio come la corda all arco. 
Per il caso particolare «= 7 (semicirconferenza) AB =2r, S== nr 
e risulta 


d) Prisma e cilindro. Consideriamo quante si vogliano sezioni 
parallele alla base; esse sono tutte eguali. I rispettivi centri di gravita 
sono punti omologhi e appartengono tutti ad una medesima retta g, 
parallela agli spigoli (o rispettivamente alle generatrici). 

Il centro di gravita G é il punto medio del segmento, tagliato 
dal solido sopra questa retta g. Si pud anche dire: il centro di gra- 
vita del solido coincide con quello della sezione parallelazalle basi, 
praticata a meta dell’altezza. 

Per constatarlo, basta immaginare diviso il prisma (o cilindro) in 
strati infinitesimi mediante piani equidistanti, paralleli alla base. Cia- 
scuno strato é assimilabile ad una superficie materiale omogenea ed 
ha il suo centro di gravita G’ su g. Per la proprieta distributiva, G 
é baricentro di tutti questi G’, cui siano attribuite le masse dei rispet- 
tivi strati. Ma questi sono tutti eguali tra loro. I punti G’ costi- 
tuiscono dunque un segmento omogeneo, e il centro di gravita é di 
conseguenza il loro punto medio. 

e) Tetraedro. Diremo mediani i piani determinati da uno spigolo 
e dal punto di mezzo dello spigolo opposto. Ogni tetraedro possiede 
manifestamente sei piani mediani. 
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Essi sono, come tosto si riconosce, altrettanti piani diametrali 
{coniugati alla direzione dello spigolo da essi dimezzato) e non passano 
tutti sei per una medesima retta (poiché ne seguirebbe che i quattro 
vertici del tetraedro si trovano su questa 
retta); essi determinano pertanto il centro 
di gravita G, come loro comune interse- 
zione (n. 13). 

Per ciascun vertice, per es. per 4, pas- 
sano tre piani mediani. Essi intersecano la 

_faeccia opposta BCD nelle tre mediane, 
quindi contengono tutti il baricentro H 
del triangolo BCD, e per conseguenza la 
retta AH. 

Possiamo cosi individuare il baricentro G del tetraedro anche come 
il punto di incontro delle rette che congiungono ciascun vertice col 
centro di gravita della faccia opposta. 

Importa osservare che il baricentro divide queste ‘congiungenti 
ne] rapporto di 1 a 3, si trova cioé ad un quarto, a partire dalla 
faccia. Per dimostrarlo, diciamo FH il punto medio del lato BC, e 
guidiamo DE e AE. I baricentri H, K dei due triangoli BCD e ABC 
si trovano su queste due mediane ad un terzo dal piede LE, ossia KH 
ed HK sono la terza parte di HD e di EA rispettivamente. Ne con- 
segue che i due triangoli HKHK ed EDA sono simili, avendo uno 
stesso angolo compreso tra lati proporzionali; percio anche HK é la 
terza parte di AD. Cid posto, congiungiamo He K coi vertici opposti 
Ae D, e badiamo che la loro intersezione G é precisamente il ba- 
ricentro del tetraedro. Dalla simiglianza dei triangoli GHK, GAD 
scende precisamente che GH e GK sono rispettivamente la terza parte 
di GA e di GD. 

Fissata una generica faccia del tetraedro come base, si pud anche 
enunciare la regola seguente: Il baricentro di un_ tetraedro coincide 
col centro di gravita della sezione parallela alla base, praticata ad un 
quarto dell’ altezza, a partire dalla base. 

Infatti G appartiene ad una tale sezione, per quanto si é visto or 
ora, e ne é il centro di gravita perché giace sui tre piani mediani 
passanti per A, i quali segnano Je mediane in ciascuna sezione pa- 
rallela alla base. 

f) Piramide. ll centro di gravita di una piramide (e, come caso 
limite, di un cono) appartiene al segmento, luogo dei baricentri delle 
sezioni piane parallele alla base, e divide questo segmento (a partire 
dal vertice) nel rapporto 3/1. Si pud anche dire che esso coincide col 
centro di gravita della sezione parallela alla base praticata a un quarto 
dell’ altezza a partire dalla base. 


ie 


rispondenti, che hanno cio quei triangoli per base, e per vertice il 
vertice della piramide. 

Si consideri ancora la sezione 3s, praticata a un quarto dell’ altezza. 
Essa taglia i tetraedri S’, S”,..., secondo triangoli 7’;, T7;,..., che 
sono similia 7", T”,... (i lati omologhi stando tra loro nel rapporto 
di 3 a 4 e quindi le aree nel rapporto di 9 a 16). Dicendo G’, G”,... 
i baricentri dei tetraedri S’, S”,..., possiamo intanto affermare, per 
quanto precede, che essi coincidono coi centri di gravita di 7’), T’4,...- 
D’ altra parte, per la proprieta distributiva (n. 12), il baricentro G della 


piramide si puo riguardare come il baricentro dei punti G’, G’,..., _ 


cui sieno attribuite le masse di S’, S”,.... Queste sono proporzionali 
ai volumi, quindi, trattandosi di tetraedri della stessa altezza, alle 
aree delle basi 7’, 7”’,..., ossia infine alle aree di 7’;, T"y,.... Ora 
il centro di gravita della sezione o, praticata ad un quarto dell’ altezza, 
coincide anch’ esso, per la proprieta distributiva, col baricentro dei 
punti G’, @’,..., (centri di gravita dei triangoli 7’,, T”;,..., che in- 
sieme costituiscono c), in quanto a tali punti sieno attribuite per masse 
quelle dei triangoli. Siccome un comune fattore di proporzionalita, ap- 
plicato alle masse dei punti di un sistema, non ne altera il baricentro, 
(n. 8) cosi rimane provato che il baricentro G della piramide non dif- 
ferisce da quello della sezione oa. 


§ 5. - Momenti di inerzia. 


16. DEFINIZIONI. — Siano P un punto materiale di massa m,7 una 
retta generica, 5 la distanza di P da ~. 

Per momento di merzia di P (0, come si suol dire, della sua massa 
m) rispetto all’ asse r, si intende il prodotte mz* della massa di P per 
il quadrato della sua distanza dalV asse. 

Pin generalmente, se @ dato un sistema S, costituito da un nu- 
mero (finito) quaisiasi di punti materiali P,; (i = 1, 2,...) si chiamerd 
momento di inerzia del sistema rispetto all’ asse r, la somma dei mo- 
menti di inerzia det singoli suoi punti. 

Indicando con J tale momento d’inerzia, con m,; la massa del 
punto generico P; del sistema, con 5; la sua distanza da 7, avremo 
per definizione 


(12) SF = Dy Mm; oF, 


dove la somma va manifestamente estesa a tutti i punti del sistema. 


La constatazione @ assai semplice. Si immagini la base della pira- 
; * ° . 1, . . " 
mide divisa in triangoli 7”, T”,..., e siano S’, S”,..., i tetraedri cor- 


co 


\y 
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i 


Designata al solito con m la massa totale ¥;m, del sistema e posto 
(13) ee T= m3, 


i] numero (positivo) 5 cos) definito, ciod 


vien detto giratore 0 raggio di girazione di S rispetto alla retta r. 


Il significato apparisee senz’ altro dalla (13); 3 6 la distanza dal- 
Passe rv, per cui una unica massa, eguale alla massa totale del si- 
stema, possiede lo stesso momento d’inerzia J dell’intero sistema. 

Le dimensioni di un momento @’ inerzia sono (come risulta dalla 
definizione) ml?; quelle di un giratore /, cid che 6 messo direttamente 
in evidenza dall’ interpretazione indicata. 


i 


17. Analogamente al momento di inerzia di un sistema materiale 
S, rispetto ad un asse, si pud definire: 
1.° 11 momento di inerzia rispetto ad un punto P, cioé la somma 
dei prodotti delle masse dei punti del sistema S per i quadrati delle 
loro distanze da P (i cosidetti momenti polari). 
2.° Il momento d’inerzia rispetto ad un piano ~, cioé la somma 
dei prodotti delle masse dei punti di S per i quadrati delle loro di- 
stanze dal piano -. _ 
Nelle applicazioni hanno precipuo interesse i momenti di inerzia 
rispetto a rette; onde a questi limiteremo il nostro studio. 


18. MODO DI VARIARE AL VARIARE DELL’ ASSE. — Per un dato si- 
stema materiale S si hanno infiniti momenti d’inerzia 7, corrispon- 
dendone uno ad ogni retta r, arbitrariamente prescelta. Ci proponiamo 
di riconoscere come varia J al variare di 7, 

L’ indagine si semplifica coll’ osservazione preliminare, che si pud 
limitarsi a discutere due casi particolari, e precisamente: 

a) come variano i momenti d’inerzia rispetto ad assi paralleli; 
b) come variano i momenti d’inerzia rispetto ad assi concor- 


. renti. 


Suppongasi infatti di aver riconosciuta la legge di variazione dei 
momenti di inerzia nei due casi a) e b). Saremo subito in grado di 
mettere in relazione i momenti di inerzia relativi a due assi 7, 8 po-. 
sti comunque nello spazio. Baster’ guidare per un punto, scelfo a 
piacere su s, una retta 7’ parallela ad *, Mediante a) si passa dal 
momento di inerzia rispetto ad r a quello relativo ad 7 e da questo, 
mediante b), al momento di inerzia relativo ad s. _ 
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19. MOMENTI DI INERZIA RISPETTO AD ASSI PARALLELI. ~ Ditno- 
striamo in primo luogo il teorema che risale all’ HuyGEns (1) (e fu 
enunciato da EULERO, cui 6 dovuta la nozione e la teoria sistematica 
dei momenti di inerzia): 

Il momento di inerzia di un sistema rispetto ad un asser é eguale 
al momento di inerzia J, rispetto alVasse paradllelo 7), passante. per U 
centro di gravita, aumentato del prodotto della massa totale m per i 
quadrato della distanza d di questi due assi. 

Prendiamo per asse delle z l’asse 7, parallelo ad 7, passante per 
il baricentro G. La retta r avra per equazioni: 

COG Oe 
Lek 


Designando quindi con a, yi, 2: le 
coordinate di un punto generico P; del 
sistema S, quelle della sua proiezione Q; 
sulla retta 7 (intersezione di questa retta 
col piano parallelo ad Oxy condotto per P;) 
saranno a, b, 2;. La distanza di P; dal- 
asse 7 non é altro che la lunghezza del 
---- + segmento P; Q;; avremo quindi 


6? = (x;— a)? + (y; — b)?, 
e per conseguenza, dalla definizione del momento d’inerzia 7. 
SF = Xm, [(x;— a)? + (y; — 6] = 
= 2;m, (@2-+ y?) — 2ad,;m,", —2b3,m,y;-+ (a + Bb) dm, . 


Se si nota che l’asse delle z si @ fatto passare peril centro di gravita 
G e che per conseguenza le coordinate a, y) di questo punto deb- 
bono essere nulle, si vede (n. 8) che le somme Y;m,x,;, 4,7; y; SONO zero: 
@’ altra parte X;m,;(v2-+-y,?) @ cid che diviene J per a=b =—0, ossia 
il momento di inerzia rispetto all’asse z, che é il nostro JZ); 4; m,; 
la massa totale m del sistema; a?+4-b* é il quadrato della distanza d 


(*) Cristtano HuyGens, patrizio olandese, n. all’ Aia nel 1629, m, ivi nel 
1695, fu tra i primi soci stranieri dell’ Accademia delle Scienze di Parigi e 
della Societ& Reale di Londra. I suoi maggiori titoli di gloria sono: la scoperta 
dell anello di Saturno; la prima teoria endulatoria della propagazione luminosa, 


che gli permise di spiegare, oltre ai fenomeni noti, quello della doppia rifra- 


zione da@ lui stesso scoperto nello spato d’Islanda; infine i suoi notevoli con- 
tributi alla meccanica, tra cui vi limiteremo a ricordare le leggi del moto- 
pendolare, con applicazioni pratiche alla costruzione degli orologi. E appunte 
nelle sue ricerche sul pendolo composto che interviene sostanzialmente la no- 
zione di momento di inerziae i] teorema del testo. Cfr. Horologinm oscillatoriun: 
(Parigi, 1673). 
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tra r ed 7. Si ha quindi 
(14) JF=F,+mi?, 
secondo l enunciato. 

Questa formula mostra che, tra tutti gli assi paralleli a una dire- 
zione data, quello, per cui il momento di inerzia é minimo, passa per 
il centro di gravita. Inoltre se di un dato sistema si conosce il mo- 
mento di inerzia J, rispetto all’asse 7, e la posizione del centro di 
gravita, la (14) permette di calcolare il valore J’ del momento di 
inerzia, relativo ad un’altra retta qualsiasi 7’, parallela ad 7. Si hanno 
infatti le due relazioni: 

JI=I,+me’, SJ’ =JI,+ md'?, 
rappresentandosi con d’ la distanza del baricentro dalla retta r’ ossia 
la distanza dei due assi 7’ ed 7. L’eliminazione di J, porge 


- J'’=IJI+ m(d?—a’). 
Date le ipotesi, le quantita del secondo membro sono tutte co- 
nosciute. 


20. MOMENTI DI INERZIA RISPETTO AD ASSI CONCORRENTI. — Determi- 
nato cosi come variano i momenti d’inurzia, quando eli assi, a cui si rife- 
riscono, cambiano di posizione, ma non £| 
di direzione, esaminiamo il modo di com- 
portarsi dei momenti stessi, rispetto ad 

ees 


assi passanti per un medesimo punto 0. a 
Poniamo in O Vorigine delle coordi- oe ae =e 

nate e siano a, B, y, i coseni direttori DE SEP 

di 7 (comunque orientata). Dal triangolo I 

rettangolo OP;Q; si desume che la di- 

stanza 6 di un generico punto P; di S 

dall’asse 7, e data da 


67= OP? — 00; 
e poiché OP? =7,?+ y+2, e OY; (componente di P; — O secondo r) 
vale 4%,2+Y;8+2;7, avremo 
62 = aF +9? +22 —(waty8s+2,7%= 
= (1—al)o* + (1— fp) 92+ (1-7?) 2 
— 23, y;2; —2ya2,u,; —2apa,y,. 

Scrivendo a?-+(?-+ y? al posto dell’unita, verra, ove si ordini ri- 

spetto ad a?, 67, y?: 5; 
BOA) ees) ee 0) he ee eg) 
— 28y yi2%; — 2yae,n; — 208 a,y;, (*) 


(4) Questa espressione di 8; si potrebbe anche ricavare considerando il mo- 
mento, rispetto a] punto P;, del versore dell’ asse 7, che penseremo applicato 


oe eee in re ea ie 5 he ; 


A 
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onde risulta < : 
TF = 2, mM, 52 = 22m, YF +28) + Bd, m, (27 + x7) 
+ 2D; m, (x? +y,") — 2ByY l,m yi2 — 2yaU,m,2,%, 

F — 2482,;m,%,Y;, 
ossia ; 

(15) FreAe+ B+ Cy?—-2A' sy —2B' ya —2C’aB, 

ove si é posto: 

A =%,m, (YZ +27), B=X,mM, (22 +27), C=U,m,; (77 +4); 
A’ =X MY 5,2, B =X; M,2,4;,, C= UzM, L,Y: . 

La (15) determina il momento di inerzia, rispetto ad ogni dire- 
zione «,'B, y, passante per O, in funzione delle sei costanti A, B, Ce, 
A’, ZB’, C’, che dipendono, come é evidente, dalla natura del sistema, 
ma non del particolare asse 7. A secondo membro delle (15) si pre. 
senta una funzione quadratica omogenea di «, 8, y, che percid rimane 
inalterata, se si cambiano simultaneamente a, 8, y in — a, —8, —y. 
Cid era ben prevedibile, perché collo scambio di a, 8, y in —a, —8, 
—y si muta soltanto il verso da attribuirsi ad 7, non la retta stessa, 
e il momento di inerzia Z, per sua definizione, non ha alcun rap- 
porto con il verso. 

I coefficienti 7, B,C hanno un significato ovvio. Essi (come appa- 
risce direttamentc dalla (15) ponendovi ordinatamente a, 6, y eguali 
ad 1, 0,0; 0, 1,0; 0,0, 1) sono i momenti di inerzia rispetto agli assi 
coordinati. Gli altri tre coefficienti Z’ =X;m,y,2;, B’=2,m;2;2,, 
C’=d,m x,y; si sogliono chiamare prodotti di inerzia, ovvero anche 
(per ragione che si rende manifesta-nella dinamica dei solidi) mo- 
menti di deviazione. 

A norma delle (16), la valutazione dei tre momenti d’inerzia %, 
ZB, C, si riconduce subito a quella delle tre somme 


(16) 


(17) SARE =a ars te Ss = Lm yi, S3 = 2, m,27, 
che possono interpretarsi come i momenti d’inerzia del sistema ri- 
spetto ai piani coordinati. Si ha infatti identicamente 


(18) A = 8. +53, PB = S, +S; C= 8-85. 


in 0. Le componenti di questo momento sono date (I; n. 28) dai minori della 
US a De aa 
of 8 v 


matrice 
© quindi il quadrato della lunghezza da 
(B2i — yy: + (yri — ae,)? + (ays — Ba,)?. 
Tale lunghezza (prodotto dell’unit& per la distauza dal polo P; dalla linea 
d’ azione 7) coincide manifestamente con 8; . 


«ar 
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_ § 6. - Ellissoide @ inerzia. — Assi principali. 
Casi particolari notevoli. 


21. La legge di variazione dei momenti d’inerzia attorno ad un 
medesimo punto, espressa analiticamente dalla (16), é suscettibile di 
una comoda interpretazione geometrica. 

Immaginiamo di portare su ciascun raggio, di coseni direttori «, 8, y, 


uscente da O, il segmento 
1 

~ (19) 0L= > 
Vo’ 


essendo J la funzione quadratica di x, 3, y definita dalla (16). 

Se si esclude il caso particolare che tutti i punti P; di S appar- 
tengano ad una medesima retta, passante per O, il momento qd’ inerzia 
J =X, m, 6} non pud essere nullo per nessuna direzione x, 3, 7, 
spiccata da O; 1 /V J & percid, in corrispondenza ad ogni raggio, un 
numero finito, e il luogo E dei punti ZL costituisce una superficie 
chiusa, attorno ad O, anzi simmetrica rispetto al punto O, perché su 
due raggi opposti i punti Z cadono alla stessa distanza da O come 
risulta dalla (19), ricordando (n. prec.) che Z non cambia quando si 
cambia segno ad a, 3, y. Ora si pud assegnare facilmente la equa- 
zione della superficie #. Avremo- infatti, designando con 2, y, 2 le 
coordinate di un generico punto L, 


2=0L a= =, y=O0L.3= ee, e= OL y= —E. 


8 
VI Va Yr 
ans! Tey — Vo = a 
eta 8 VI, Eels, 
e quando si portano nella (15) questi valori di «, 3, y scompare anche 


J, @ si ottiene 
(20) Avt+ By?+ C2?—-2A' yz—-ABzx—2C’xy=1. 


ossia 


BE questa l’equazione della superficie #; onde si conclude che si 
tratta di una superficie del secondo ordine e, pil precisamente (poiché 
sappiamo che F dey’essere chiusa), di un ellissoide il cui centro é O, 
come risulta dalla simmetria di F rispetto ad O. 


22. L’ellissoide H si chiama ellissoide d’ inerzia relativo al punto O. 
Quando esso sia dato, si ha subito il momento d’inerzia rispetto ad 
ogni retta r passante per O. Infatti, detto LZ uno dei due punti, in 
cui r incontra I’ ellissoide, sara, per la (19), 

1 
=— OL? ‘ 


GLevi-CivirTa - AMALDI — Mecce. raz., I 17 


(19) F 


Ft By gh nee me OO, OPN toe Le 
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Di qui risulta che, tra tutti gli assi condotti per 0, quello che da 
il pi’ piccolo momento d’inerzia é I’asse maggiore, quello che da il 
pi. grande momento d’inerzia é l’asse minore dell ellissoide. 

Gli assi dell’ellissoide d’ inerzia si chiamano assi principali d’inerzia 
relativi al punto considerato. 

Assumendoli come assi coordinati, la (20) si riduce, come é noto, 
alla forma particolare 
(20’) AvtBy+e2=1; 
cioé vanno a zero i prodotti di inerzia %’, ZB’, C’, ossia, in base alle 
(16), le somme: 

Li Mi Ys Zi ; D2 (Peo Di MN; Ui Yi . 

A, 3, C conservano manifestamente il loro significato e sono per 
conseguenza 7 momenti d’inerzia relativi agli assi principali, 0, come 
si suol dire brevemente, i momenti principali d’ inerzia. I giratori cor- 
rispondenti ¥%/m , VB/m , VC /m si dicono giratori principali. 

Giova notare che, affinché l’asse Oz sia asse principale d’ inerzia 
rispetto ad O, occorre e basta che si annullino i prodotti di inerzia 
A’, Zi, cioe sussistano le due condizioni 


Dis Ye, = 0 he 27s = 

23. L’ ellissoide d’ inerzia relativo al centro di gravita di un sistema 
si chiama ellissoide centrale d’ inerzia. 

In generale, quando si vuol caratterizzare in modo completo la 
distribuzione dei momenti d’inerzia di un dato sistema, si assegnano 
(oltre alla massa totale) gli elementi determinativi dell’ellissoide cen- 
trale, cioé gli assi e i momenti (o i giratori) principali relativi al 
centro di gravita. Sono allora individuati in modo comprensivo i mo- 
menti d’ inerzia relativi ad un generico asse baricentrale; quelli rela- 
tivi ad un asse non baricentrale si hanno poi subito dalla (14). 

In parecchi casi, la speciale configurazione del sistema (n. 13) mo- 
stra ovviamente dove sta il baricentro e come sono diretti i relativi 
assi principali. Assumendoli allora come assi coordinati, si pud dire 
(n. 20) che tutto si riduce ad assegnare le tre somme 


ef. ye Syren Bets Nin POS 
= Lm 5 yy SKY, 8g = se ee 


ossia i momenti di inerzia del sistema rispetto ai piani principali del- 
lV’ ellissoide centrale. 

Importa rilevare in modo esplicito, per usarne senz’ altro a suo 
tempo, che quando si riferisce un sistema S agli assi principali d’i- 
nerzia, passanti per il centro di gravita, le sei somme 


Lm; 2, Lym; Y;, X;,M;2;, Lye Yi 2s, Uy M; 2, %,, Lz, mM; U; Y; 


sono tutte zero: le prime tre, perché l’ origine cade nel centro di gra- 


niy 


> GEOMETRIA DELLE MASSE 259 


vita, le seconde tre (n. prec.), perché gli assi coordinati sono gli assi 
principali d’ inerzia. 


24. Ogni asse principale d’inerzia, rispetto al baricentro, & asse prin- 
ceupale dinerzia anche rispetto ad ogni altro suo punto. 

Infatti sia O il baricentro ed Oz un suo asse principale di inerzia. 
Avremo 


A == on NG Yi ai = 0) BO Die 23.0% = 0. 


Preso su Oz un qualsiasi punto 0, diverso da O, poniamo 00,—«a 
e consideriamo la terna 0,7, ¥Y,z2, i cui assi x, y, siano paralleli e 
di verso concorde ad x,y rispettivamente. Le nuove coordinate del 
punto P; (i , yi , 21) sono date da %, yi, 2i — a; cosicché i nuovi pro- 
dotti di inerzia valgono 


A’ = Xi mi Yi (i — @) = Dim yi ei — adi Mi Yi 5 


oe B = di mi (%i — @) oe = Dim & i — adi me vu ; 


e si annullano entrambi, perche, per le ipotesi, sono nulli i prodotti 
@Vinerzia A’, Bije i momenti statici Li mi xi , Di mi yi. Cid vuol dire 
appunto che la Oz é asse principale di inerzia anche rispetto al suo 
generico punto 0,. 

Viceversa, se si suppone che O sia un punto generico del sistema 
e che un suo asse principale d’inerzia Oz passi pel baricentro 0Q,, le 
(21), che restano valide anche in questa nuova interpretazione, mo- 
strano che, essendo qui ancora, per le ipotesi, 


A Ds i Mh BS MEY, = 0, 
si annullano anche 4%, e &,. Cioé: Se una retta é asse principale 
ad’ inerzia rispetto ad un suo punto e passa per il baricentro, é pur 
asse principale d’inerzia rispetto al baricentro (e quindi rispetto ad 
ogni altro suo punto). 


25. Osserviamo ancora che, se il sistema considerato S possiede 
un piano di simmetria (n. 13), basta assumerlo come piano coordinato, 
perché due dei prodotti d’inerzia si annullino. 

Infatti, ove il piano di simmetria si prenda per piano z=0, si ha 

De le Bi eee Les Yi. =O 5 
in quanto, per due masse simmetriche rispetto al piano 2—0, le mi, 
Xi, yi, sono le stesse, mentre le 2; hanno valore eguale e segno op- 
posto. Percid i termini delle sommatorie si elidono due a due. 

Abbiamo dunque che: Se wn sistema ammette un piano di simmetria, 
ogni perpendicolare a questo piano é asse principale d’inerzia rispetto 
al suo piede. 


ae Se ee Saker en ake Me OL Sees a ats 
260 CAPITOLO DECIMO * ; (; 26-27] 


Inoltre: Se un sistema possiede due piani ortogonali di simmetria, 
questi sono necessariamente piani principali dell’ellissoide d’inerzia re- 
lativo ad un punto quaisiasi della loro intersezione. 

Infatti, assunti questi piani come coordinati, si annullano eviden- 
temente tutti i prodotti d’inerzia. 

Cid trova una notevole applicazione nel caso di corpi rotondi. Ogni 
piano meridiano é manifestamente piano di simmetria, sicché I’ asse 
di rotazione é asse principale di inerzia per ogni suo punto, e i rela- 
tivi ellissoidi di inerzia sono essi pure tutti rotondi (attorno a que- 
st’ asse). 


26. SISTEMI PIANI. — Se tutte le masse del sistema appartengono 
ad un medesimo piano, il momento d’inerzia, rispetto ad un asse 
qualsiasi perpendicolare al piano, € la somma dei momenti relativi 
ad una qualsivoglia coppia di assi perpendicolari, situati nel piano, 
condotti per l’intersezione del piano stesso col primo asse. 

La dimostrazione ¢ immediata. Basta assumere il piano del sistema 
come piano z= 0, I’ asse perpendicolare come asse delle 2,e gli altri 
due assi, tra loro ortogonali, per assi delle w e delle y. Si ha allora, 
per ogni massa m; del sistema, 2; — 0, e quindi dalle (17) s, 0, con 
che le (18) danno 


A= S, B= 8, C=3-F3, =A, 
il che dimostra l’asserto. 


27. ELLISSE D’INERZIA. — In alcuni casi interessa lo studio della 
distribuzione dei momenti d’inerzia rispetto ad assi concorrenti in un 
punto O e giacenti in un piano zw passante per O. Un esempio tipico 
é quello dei sistemi piani, appartenenti al piano considerato (n. prec.). 
In ogni caso la variazione dei momenti di inerzia intorno ad OQ, se- 
coudo la interpretazione geometrica chiarita al n. 23, é caratterizzata 
dall’ ellisse d’inerzia e, che si ottiene segando con 7 J’ellissoide di 
inerzia E relativo ad O. Se questa ellisse e si riferisce ai suoi assi 
principali 0€, Oy e si denotano con # e & i rispettivi momenti di 
inerzia, la rispettiva equazione é data da 


(22) HE 4+ KHy2=1; 


e il momento d’inerzia J, relativo ad una qualsiasi retta 7 per O in nm, 
i cui coseni direttori rispetto ad OZy siano a e 8 vale (n. 22) 


(23) 


Cid premesso, dimostriamo per J’ellisse d’inerzia e la seguente 
notevole proprieta: La distanza dal centro O di una qualsiasi tangente 
all’ ellisse d’ imerzia & proporzionale al momento d’ inerzia J, relativo 


ti ~ 
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alla parallela per O alla tangente considerata ed &@ data precisamente 


(in valore assoluto) da 


a 
24 2 / ents 
(24) vy HK ° 

Infatti, se si indicano con &,, 7, le coordinate del punto di con- 


tatto della tangente ad ¢, si rileva dalla rispettiva equazione 


HEE+tK ys y=1 


che i coseni direttori della normale a codesta tangente (orientata da O 


verso la tangente) e la distanza p di questa da O sono dati da 
Hey : Hy ae 1 
V2 52 Be V2 =,2 2 ‘ see r 
EP Hy? VIPER deny VRE? Ht? 


Di qui risulta che i coseni direttori della parallela 7 (per 0) alla 
tangente (orientata nell’uno o nell’altro verso) valgono 


EK; ; FHS 


eS =e Hy = —— 
1D, 6 Vu2E2 4 Hay ,* ie a2 12 


Vier E24 Ky? 


=—HED, 


Ip = HH (HEP + H 71?) V? , 
e poiche, in virtu della (22), essa si riduce a 


I,=HKp*, 


cosicchée la (23) diventa 


risulta dimostrata la (24). 


28, Dalla proprieta or ora stabilita segue pit in generale che se, 
in corrispondenza ad ogni retta 7 per O, si conducono da una parte 


e dall’ altra, le parallele che hanno da O la distanza p’ = ?. NESE dove i 
é un arbitrario coefficiente costante di proporzionalita, |’ inviluppo 
della retta cos) ottenuto é l’ellisse e’, omotetica alla e, essendo 


p’'/p, cioe, in base alla (24), Vx KH il rapporto di omotetia tra e’ ede. 


Se, in particolare, si prende }\—1 Vm, dove m denota la massa 


totale del sistema, si perviene ad un’ellisse ¢ tale che la distanza 


a 


di ciascuna sua tangente dalla parallela 7 per il centro é data da 


V 3,/m , cioé precisamente dal raggio 6, di girazione del sistema 
rispetto alla vr. In quanto il rapporto di omotetia fra I’ eilisse ¢ e la e 


vale VH#H/m , Vequazione della ¢& é data dalla 


IH 
2 
HE + Hy? =——, 


# 
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ossia, ove si denotino con h e k i raggi di girazione corrispondenti 
ai due assi 0:, On, talché sia #=mh?, K=mk* da 
2 2 
ie ee 
k? h? 
Si tratta, dunque, della ellisse, che ha per semiassi, secondo O€ 
e Oy, i raggi di girazione relativi ad On e O¢ rispettivamente; e, 
pit. in generale, la distanza dal centro di ogni sua tangente fornisce 
il raggio di girazione relativo al diametro parallelo alla tangente con- 
siderata. ; 


§ 7. - Momenti d’ inerzia 
di corpi, superficie e linee materiali. - Esempi. 


29. & appena necessario avvertire che la nozione di momento di 
inerzia e le proprieta relative si possono senz’ altro estendere dal caso 
di masse discrete a quello di masse distribuite con continuita in vo- 
lumi, superficie o linee. 

Basta riportarsi alle considerazioni, con cui é stata giustificata 
lV analoga estensione per i centri di gravita (n. 14). 

Dal punto di vista del calcolo, tutto si riduce a scambiare, nella 
formula di definizione 


i Dy; mM, at 
e piu generalmente dovunque compariscano somme estese ai punti 
di S, le somme stesse con integrali estesi al campo S (volume, super- 
ficie o linea) occupato dal sistema. 
Cosi, se dS é un elemento generico di campo intorno ad un punto 
Pe si denotano con dm la massa dell’ elemento, con 6 la distanza di 


P dall asse 7, con » la densita (cubica, superficiale 0 lineare) in P, 
avremo 


(22) r= | ean=| weds, 
8 S 
che, per un sistema omogeneo, puod scriversi 
(22’) ie wfa as. 
8 


30. PARALLELEPIPEDO RETTO OMOGENEO. — II baricentro O é il punto 
d' incontro delle diagonali (n. 16). I tre piani mediani (cioé paralleli 
alle facce) condotti per O sono piani di simmetria e quindi (n. 25) 


A ee ASS Coe aT mE Te Mme Con er NP PRR 
d | 
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piani principali dell’ ellissoide centrale; cosicché conformemente all’ os- 
servazione generale del n. 23, tutto si riduce ad assegnare i momenti 
$1, Se, 83, rispetto a questi tre piani. 

Indichiamo al solito con p», la densita (per ipotesi, costante); e 
siano a, b, ¢ le lunghezze dei tre spigoli. Sara m =pabde. 

Poniamo in O l’origine delle coordinate, e dirigiamo gli ass se- 
condo gli spigoli, con che le equazioni delle sei facce sono 


a b : C 
-f 
e=ts 3 


=n [ [eazayae, f 


dove le integrazioni rispetto ad x, y, 2 vanno ordinatamente estese tra 


Avremo 


ya abv b b C c 
Ua pase na 


2 HS Scant 
Dacché la funzione integranda x? non dipende né da y, né da e, 
si pud integrare rispetto a questi due argomenti per un «x generico, 
il che da 


e quindi, ricordando che la massa totale vale pabc, 
2 0 Oe 
8, = pbc —e- 5a Sars 


Per sostituzione circolare sulle lettere a, b, c, si ha manifestamente 


b2 2 
Sg =M 75, Ss =™ 75, 
donde i momenti principali: 
baat Cc el vata a? -—-0* 
eur es inne © = 79 


e i corrispondenti giratori: 
be +c? Cae / a2 +B 
(oe! ee | IEE ie 


31, RETTANGOLO OMOGENEO. — II centro O del rettangolo ne é il 
baricentro. Il piano del rettangolo e i due piani perpendicolari ai lati 
condotti per O sono manifestamente piani principali, sicche gli assi 


\ VE sw coum’ fy leh te le ee | OP eee Oe Se A one: ite: Bia, SD EF 
rs aa xo =a - fie oy aN eee si aie ue om sf id cps 
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principali sono le parallele ai lati e,la perpendicolare al piano del 
rettangolo. 

La valutazione dei momenti e dei giratori pud farsi anche senza 
calcolo diretto (che sarebbe del resto assai semplice), riportandosi al 
caso precedente. Consideriamo infatti un parallelepipedo ;omogeneo 
di lati a, b, c¢ e di densita cubica , e supponiamo ¢ trascurabile di 
fronte ad a, b, sicché il parallelepipedo riesca assimilabile ad un ret- 
tangolo omogeneo, corrispondendo ad ogni suo elemento dS la massa 
w.edS, e quindi la densita superficiale (costante) v= pe. 

Si pud evidentemente fare in modo che y assuma un valore pre- 
fissato, anche riservandosi di far convergere c a zero: basta imma- 
ginare che la densité cubica del parallelepipedo vada crescendo in 
conformita, adottandosi per ». il valore y/c. 

Per lo scopo nostro, basta del resto notare che, data la genesi 
del rettangolo materiale come limite del parallelepipedo, la massa 
totale m del rettangolo é, in ogni caso (anche al decrescere indefi- 
nito di c), la stessa m del parallelepipedo. 

Cid posto, se nelle formule relative al parallelepipedo, nelle quali 
intervengono soltanto a, b, c, ed m, si pone c=0, si hanno senz’altro 
le formule corrispondenti, relative al rettangolo omogeneo. 


Saranno dunque 
b? a eh 


i tre momenti (principali) relativi alle mediane del rettangolo, e alla 
perpendicolare comune nel loro punto d’incontro; 


b a (AP 
NTs Ne 12 


i corrispondenti giratori. Come si vede, C coincide con H+, il 
che doveva essere in base all’osservazione generale del n. 26. 


32. ELLISSOIDE OMOGENEO. — Il centro e i tre piani principali del- 
Vellissoide costituiscono manifestamente il baricentro del corpo ed i 
piani principali del suo ellissoide centrale d’ inerzia. 

Detti a, b,c i semiassi del dato ellissoide, 1, la densita, sara 4xabe/3 
il volume dell’ellissoide, e quindi 


la massa totale. Sara poi 

m2 y? 22 

at ata a 
Pequazione della superficie terminale riferita agli assi, e ci troveremo 
qui ancora ricondotti (n. 23) al calcolo di s,, s,, s,. Bastera anzi 


eo is 


(ae ey - . N . A | f 
valutarne uno solo, perché gli altri due se ne potranno senz’ altro 
desumere permutando circolarmente le lettere a, b, c. 

Consideriamo per es. 


=| [[aacavae, 


dove l’integrazione va estesa al campo racchiuso dall’ ellissoide. 
- Per eseguire la integrazione nel modo pit spiccio, immaginiamo 

di decomporre il campo di integrazione in dischi elementari di spes- 
sore dz, compresi tra piani paralleli al z| 

piano z=0. La funzione 2? sotto il se- 
gno rimane costante sopra ciascun disco 
e il contributo, recato all’integrale triplo 
dal disco, sara evidentemente il prodotto 
di 2? per il volume del disco, la cui 
base, corrispondentemente ad un gene- 
rico valore di 2, é la sezione del nostro 
ellissoide col piano cui compete quel “ # 

valore di 2. I] contorno di tale sezione é un’ellisse, che si proietta 
in vera grandezza sul piano zy nell’ ellisse di equazione 
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tale sezione ellittica sono pertanto 


/ o2 22 
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a 
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e il volume del disco elementare: | 


23 
nav(i = =) dz. 
Cc 


Per esaurire il campo, bisogna evidentemente far variare 2 da — c 
a+ ec. L’espressione di ss puo dunque essere scritta 


: 52 
83 = pnad fe (1 = *) dz. 
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L’ effettiva integrazione porge 
4 
8, = vA TT abe ; 


o piu semplicemente, introducendo la massa totale m, 


Ne seguono i valori analoghi 


a b? 
Sis on ep Nee 


e€ per conseguenza i momenti principali 
(b? + c?) (eC + @?) (a + b?) 


Ai Were he arch Cale Sree reeas 


nonché i corrispondenti giratori 
y= 4 @ 2 + @ /@ + pb? 
5 ; ad | gee, 


33. SFERA. — Il momento d’inerzia J, di una sfera omogenea di 
raggio R, rispetto ad un suo diametro, si otterra da una qualsiasi 
delle trovate espressioni di AH, ZB, C, facendovi a=b=c—R. 
Avremo quindi 


2 
Da ig Jt 


e il raggio di girazione sara 


34. MOMENTO DI INERZIA, RISPETTO ALL’ ASSE, DI UN CILINDRO OMO- 
GENEO DI RIVOLUZIONE, LIMITATO DA DUE PIANI PARALLELI. — Diciamo 
F il raggio del cilindro, h la sua altezza, » la densita, J il cercato 
momento d’inerzia. Possiamo risparmiarci il calcolo diretto, usando 
del seguente artificio. I1 momento J € una funzione del raggio R, 
ed @ chiaro, che, quando (h e » rimanendo inalterati) R si accresce 
di dR, J subisce un aumento dJ che @ il momento d’inerzia di uno 
strato cilindrico di raggio interno R e spessore dR. Siccome la di- 
stanza dei punti dello strato dall’asse 6 costantemente R (a meno di 
infinitesimi), e la massa totale dello strato é 


w2rkRhak, 
avremo 
ad 
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; ? . 
a= zs tuhh* -+ cost. , 


1 
e siccome per R=0, si ha J=—0, risultera J = as Trunk . 
La massa totale m del cilindro &€ wrk%h, onde si pud scrivere 
t 
I=_ m Re, 


e il raggio di girazione vale R// 2. ; 


35, DISCO CIRCOLARE OMOGENEO. — Dal caso del cilindro si pud 
evidentemente passare a quello del disco, immaginando che I altezza 
h divenga infinitesima. Come al n. 31, si ha, per il disco, una densita 
superficiale y legata a » dalla relazione 


; V==he, = mR 
mentre m ed R conservano i loro significati, sicché per il momento 
assiale e per il corrispondente raggio di girazione seguitano a valere 

le espressioni mk?/2 ed R/V 2, rispettivamente. 


CAPITOLO XI. 


PRINCIPIO DI REAZIONE, 
CONDIZIONJ NECESSARIE PER L’ EQUILIBRIO 
DI UN CORPO. 


§ 1. - Principio di reazione. 


1. I postulati meccanici, ammessi nel Cap. VII, e riassunti nella 
equazione fondamentale della Dinamica, non riguardano che forze 
applicate ad un medesimo punto materiale. Poiché qui ci proponiamo 
di iniziare lo studio della Meccanica dei corpi, ciascuno dei quali va 
considerato come un insieme di punti materiali, siamo condotti neces- 
sariamente a tener conto di sistemi di forze applicate a punti mate- 
riali diversi, sul cui mutuo comportamento nulla ci dicono i postu- 
- lati or ora ricordati. E percid necessario ricorrere ancora una volta 
alla osservazione diretta dei fatti per trarne, con una conveniente 
idealizzazione, qualche nuovo principio. 

Considerati due punti materiali P e Q, supponiamo che in certe 
determinate circostanze si possa riconoscere che sopra uno dei punti, 
ad es. su P, agisca una forza #', dovuta all’ altro punto Q, intenden- 
dosi con cid che la forza J” venga a mancare non appena si rimuova 
il punto Q, lasciando tutto il resto, per quanto é possibile, inalterato. 
Cosi accade generalmeute, per citare il caso pil ovvio, quando si 
tratta di azioni esercitate dagli elementi materiali Pe Q di due corpi 
a contatto: queste azioni cessano infatti, quasi sempre, al cessare del 
contatto. Si immagini, ad es., un tallone QY che poggi e prema sopra 
un punto P del pavimento, oppure lestremitaéa @Q di una fune assicu- 
rata ad un gancio P. La pressione sull’appoggio, la sollecitazione del 
gancio sono manifestamente dovute all’ altro corpo Q (piede o fune). 

In tutti questi casi ’ esperienza ci dice che all’azione esercitata 
da. Q su P si contrappone una forza direttamente opposta 0 reazione, 
esplicata da P su Q: cosi negli esempi dianzi indicati siamo condotti 


‘ 
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a ritenere che il tallone risenta una resistenza pari allo sforzo di pres- 
sione, che esso esercita sull’appoggio; l’estremita della fune, attac- 
cata al gancio subisca una tensione esattamente contraria alla trazione, 
con cui essa sollecita il gancio. Pi generalmente, nel caso di un 
punto materiale vincolato, alla reazione che, esso risente da parte dei 
vincoli, fa riscontro una forza direttamente opposta che cimenta i 
vincoli stessi (e deve quindi in ogni applicazione concreta mantenersi 
al di sotto di un certo limite per evitare guasti o rotture). 

Queste ovvie osservazioni sperimentali chiariscono nei casi pit 
semplici il contenuto del seguente postulato che fu enunciato, per la 
prima volta dal NEwToN e che si suol chiamare PRINCIPIO DELLA 
REAZIONE DIRETTAMENTE OPPOSTA ALL’ AZIONE (0 semplicemente PRIN- 
CIPIO DI REAZIONE): Tutte le volte che un punto materiale P é soggetto, 
per la presenza di un altro punto materiale Q, all’ azione di una certa 
forza FI’, a questa fa riscontro, tanto in condizioni di quiete come in 
condizioni di moto, una forza direttamente opposta — KF (reazione) 
esercitata da P su Q: 

Giova notare che, quando si tratta di azioni fra punti materiali 
Pe Q che non si trovino ad immediato contatto, il principio di rea- 
zione testé formulato implica che le due forze esercitantisi fra due 
punti, in quanto debbono essere direttamente opposte ed applicate 
rispettivamente in Pe Q, abbiano come linea di azione comune la 
congiungente dei due punti. 


§ 2. - Condizioni necessarie di equilibrio comuni 


a tutti i sistemi materiali. 


8. FORZE INTERNE ED ESTERNE. — Sia S un sistema materiale qual- 
siasi, cioé un sistema costituito da uno o pil corpi naturali (solidi, 
pastosi od anche liquidi o gassosi). Consideriamolo, secondo la veduta 
fissata una volta per tutte, come un certo insieme di punti materiali 
e immaginiamolo soggetto alla sollecitazione di un sistema di forze, 
fra le quali annovereremo anche le reazioni, che rappresentano le 
azioni di quegli eventuali vincoli, che limitano la libera mobilita dei 
singoli punti materiali di S. 

Per lo studio meccanico del dato sistema é@ di importanza fonda- 
mentale il premettere una osservazione. Fissato in S un punto ma- 
teriale P, potremo sempre, almeno in via ipotetica, riconoscere, fra le 
forze (sia attive che vincolari) agenti sul sistema, quelle che risultano 
applicate a P, e classificarle in due categorie: 
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1) Forze esercitate su P dagli*altri punti dello stesso sistema S, 
e in particolare da quelli contigui a P. Queste diconsi forze (attive 
o vincolari) interne. 

2) Forze di altra origine, cioé dovute ad influenze estranee al 
sistema, come ad es. il peso, se S si suppone immerso nell’ ordinario 
campo della gravita, o le reazioni di appoggio di P su corpi non ap- 
partenenti ad S, ece. Le forze di questa categoria (siano esse attive 
o vincolari) diconsi esterne. 

Non é inutile avvertire che di solito, quando si parla, senza ulte- 
riore specificazione, di forze agenti su di un sistema, si intende allu- 
dere alle sole forze esterne. 


3. Dalla definizione stessa di forze interne e dal principio di rea- 
zione discende per esse una notevole proprieta. Poiche ogni forza 
interna 7 agente su di un generico punto P del sistema proviene da 
un altro punto Q del sistema stesso, ad essa fa riscontro, pel prin- 
cipio di reazione, una forza —f esercitata da Q su Pe percid pur 
essa interna. Di qui risulta che le forze interne, considerate nel loro 
insieme, sono a due a due direttamente opposte, cosicché si conclude 
che in ogni sistema materiale sollecitato, le forze interne sono, per la 
loro stessa natura, tali che i vettori applicati, che le rappresentano, 
costituiscono un sistema equivalente a zero od equilibrato, cioe avente 
nulli il risultante e il momento risultante (rispetto ad ogni centro di 
riduzione). 

Giova notare che questo teorema é pur applicabile ad ogni sistema 
S’, ottenuto isolando idealmente una parte del sistema dato S: occorre 
soltanto badare alla circostanza evidente che delle forze agenti su 
S’ risultano esterne ad esso non soltanto quelle che gia erano esterne 
ad S,ma,in generale, anche talune di quelle che rispetto ad S erano 
interne, cioé precisamente le forze esercitate su S’ da punti di S non 
appartenenti ad S’. 


4. EQUAZIONI CARDINALI DELL’ EQUILIBRIO. — Cid premesso, suppo- 
niamo che un sistema materiale S, sotto lazione di certe forze, sia 
in equilibrio, con che si intende dire che, ove S sia ad un dato istante 
in quiete, le forze considerate non determinano su di esso aleun feno- 
meno di moto. 

Ora se, come gia pocanzi si & supposto, agli eventuali vincoli sus- 
sistenti fra i punti di S si immaginano sostituite le rispettive forze 
vincolari, il sistema si pud considerare come costituito da un insieme 
di punti materiali liberi, ciascuno dei quaii e@ in equilibrio sotto 
Vazione delle forze (attive e vincolari) agenti su di esso. Percid, se 
le forze agenti su di un generico punto P del sistema si distinguono 
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in esterne ed interne e si denota con #’ la risultante delle prime, 
con f quella delle seconde, si avra per ogni singolo punto di S (VI; 
meh) 

F+f=0 ossia FP = — f. 

Consideriamo allora da una parte il sistema di tutte le forze 
esterne F e dall’altra quello di tutte le forze interne f agenti in 9. 
Poiché questo ultimo sistema é vettorialmente equivalente a zero 
(n. prec.), tale sara anche il sistema delle F (I; n. 38), cioé: se un 
qualsiasi sistema materiale sollecitato é& in equilibrio, il sistema di 
vettort applicati che rappresentano le forze (attive e vincolari) esterne, 
agenti sul sistema, é equivalente a zero. 

Se, rispetto ad un qualsiasi centro di riduzione 0, sono Red MM 
il risultante e il momento risultante delle forze esterne, la precedente 
condizione necessaria di equilibrio si traduce (I; n. 38) nelle due equa- 
zioni vettoriali 
(1) R=0, M=0; 
ed € opportuno ricordare che, se P; (i= 1, 2,..., N) sono i punti del 
sistema 0, quanto meno, quelli cui sono effettivamente applicate forze 
esterne (attive o vincolari) ed é #; la risultante di tutte codeste forze 
agenti su P;, si ha (I; n. 30) 
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Percid, se si adotta una terna di riferimento che abbia per origine 
il centro O di riduzione dei momenti, e, rispetto a questa terna, si 
denotano con 2,; y;, 2 le coordinate di P,, con X;, Y;, Z; le com- 
ponenti di #;, le (1), proiettate sugli assi prescelti, danno luogo alle 
sei equazioni scalari 
{ N N N 
\ | 2; X,— 0 pea ares 0 3 
(1’) N N Ni 
HS, (Y¥iZ,—2,¥;)=0 , Mia icy 0 , 2; (v,¥,—y,X,) = 0. 
Se poi si tratta di una distribuzione continua di materia (a tre, o due, 
o una dimensione), le somme suindicate vanno sostituite con integrali 
di campo (a tre, o due, o una dimensione) estesi a tutti gli elementi 
materiali di S, su cui agiscono forze esterne. 

Le equazioni (1) od (1), che, come si é@ visto, esprimono condi- 
zioni necessarie per I’ equilibrio di ogni possibile sistema materiale, 
diconsi eguazioni cardinali od universali dell’equilibrio. 


5. A valutare la grande generalita delle equazioni cardinali giova 
osservare che, se un sistema materiale S, sotto una data sollecitazione 
esterna, é in equilibrio, é pure in equilibrio ogni sua parte S’, quando 
la si consideri sollecitata da tutte quelle forze (esterne 0, eventual- 
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mente, interne ad S) che agiscono su S’ e sono, rispetto ad esso, 
esterne (n. 3); cosicché le (1) o le (1’) risultano applicabili non sol- 
tanto all’intero sistema S, ma anche ad ogni sua parte S’, per la 
. quale sia possibile riconoscere le forze sollecitanti esterne, anche solo 
: nel loro comportamento complessivo, rappresentato dal loro risultante 
e dal loro momento risultante rispetto al centro di riduzione. 

Ma al pregio della generalita si contrappone, per le equazioni car- 
dinali, lo svantaggio che esse sono, in generale, necessarie ma non 
sufficienti per Vequilibrio del sistema. Per convincersene, basta consi- 
derare il caso pit semplice possibile, cioé quello di due punti mate- 

riali liberi P, e P,, sollecitati, lun- 


=, : 
; EE Vie -f go la loro congiungente, da due forze 
P F -F Pp direttamente opposte (repulsive o 


attrattive) # e — F’. Il sistema di 
codeste due forze soddisfa manifestamente alle condizioni cardinali e, 
cid non di meno, i due punti non sono certamente in equilibrio, per- 
ché su ciascuno agisce una forza (totale) non nulla. 
“Percid, in generale, le equazioni cardinali, per sé sole, permettono 
di assodare, per un dato sistema materiale S, sollecitato da date forze 
esterne F’, la possibilitd dell’ equilibrio, non di stabilirne la effettiva 
sussistenza. Pil precisamente, per discutere in base alle condizioni 
cardinali il problema dell’ equilibrio del dato sistema S, si comin- 
cera col ridurre, coi noti procedimenti della teoria dei vettori (I; § 6), 
il sistema di vettori applicati # a qualche sistema pil semplice, su 
, cui sia facile riconoscere se il risultante e il momento risultante (ri- 
spetto ad un qualche centro) siano nulli. Se cio non si verifica, si é 
senz’altro certi che il sistema S non é in equilibrio; mentre invece, 
se il risultante e il momento risultante sono nulli, ’equilibrio é pos- 
sibile, ma per decidere se esso effettivamente sussista, occorre in 
generale un’ulteriore indagine diretta del problema. 

Notiamo che, nel caso di un sistema S pesante, |’ insieme dei pesi 
dei singoli punti di S e vettorialmente equivalente al loro risultante 
(peso totale di S) applicato nel baricentro del sistema. 

Ma, ad evitare equivoci, non é inutile rilevare espressamente che 
in ogni caso la considerazione di sistemi di forze vettorialmente equi- 
valenti al dato sistema di forze esterne # ha qui un valore pura- 
mente deduttivo, in ordine alla applicazione delle equazioni cardinali; 
e sarebbe in generale erroneo l’interpretare codesti sistemi di forze, 
vettorialmente equivalenti, come sostituibili uno all’ altro, quanto ai 
loro effetti meccanici. : 

Ci occuperemo nel prossimo Capitolo di una importante classe di 
sistemi materiali, pei quali codesta equivalenza vettoriale dei sistemi 
di forze esterne si traduce in una equivalenza meccaniea. 
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4 EseMPIO. — Come applicazione semplicissima delle equazioni a 
-cardinali dell equilibrio, consideriamo una catena pesante, appesa agli : 
estremi a due ganci 4 e B, e in equilibrio. Qui le forze esterne sono: a 
1) le reazioni #4, F's dei due ganci; 


2) i pesi dei singoli anelli, ai quali, finché si tratta di applicare 


le equazioni cardinali, possiamo so- 
stituire il peso totale p della catena 
applicato sulla verticale del bari- 
centro G di essa. Per le (1) abbiamo 
che condizione necessaria per I’ e- 
quilibrio si é che i tre vettori Fa, 
zp, p costituiscano un sistema 
equilibrato; per il che si richiede 
(I; n. 51) che i tre vettori siano 
complanari, che le linee di azione 
di #4, #z si incontrino in un 
punto della linea di azione di p, 
cioé della verticale del baricentro 


G,e che infine ilrisultante di #4ed F's sia direttamente oppostoa p. 3 
Di qui risulta, in particolare, che, quando un pezzo di catena AB, oe 
sostenuto agli estremi, si trova in equilibrio sotto lV azione della gra- 


vita, il baricentro deve giacere nel piano verticale, passante per i due 


punti di sospensione. 
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CAPITOLO XII. 


STATICA DEI SOLIDI. ° 


§'1. — Postulato caratteristico dei solidi 
e sue conseguenze. 


1. Le condizioni cardinali che, per un sistema materiale qualsiasi, 
riconoscemmo soltanto necessarie per |’ equilibrio (n. 4 del Cap. prec.), 
diventano anche sufficienti nel {caso dei solidi. Per stahbilire questo 
importante risultato, dobbiamo anzitutto caratterizzare quei sistemi 
materiali, ai quali in Meccanica si da codesto nome di solidi. 

In realta, tutti i corpi materiali, quando siano sottoposti a pres- 
sioni o trazioni abbastanza energiche, si deformano; ma quei corp, 
che anche volgarmente si chiamano solidi, son dotati di una parti- 
colare refrattarieta alle deformazioni, talché, anche sotto lazione di 
pressioni o trazioni, relativamente notevoli, non presentano variazioni 
sensibili di forma. 

Idealizzando codesta proprieta, in Meccanica si chiama solido ogni 
sistema materiale che, di fronte a qualsiasi sollecitazione ed in qual- 
siasi condizione di moto (0 di quiete), si comporti come assolutamente 
rigido, nel senso dato a questa parola in Cinematica, vale a dire come: 
un sistema di punti materiali vincolati in guisa che, presi a due a due 
in tutti i modi possibili, conservino inalterate le mutue distanze, qua- 
lunque sia la sollecitazione e qualunque sia lo stato di moto (o di 
quiete) del sistema. 

Ma qui, per precisare ulteriormente il comportamento dei solidi 
rispetto alle sollecitazioni esterne, convien ricorrere ancora alla espe- 
rienza fisica. Se consideriamo un solido naturale, che gia sia in equi- 
librio sotto Yazione di date forze esterne, e a codesta sollecitazione 
aggiungiamo, in due punti quali si voutlato Pe @ del solido, due 
forze direttamente opposte F' e — F, non soltanto verifichiamo, come 
s’@ notato pocanzi, che i due punti P e Q conservano inalterata la 
mutua distanza, ma constatiamo che l’intero sistema si mantiene in. 
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equilibrio. Siamo cosi condotti ad ammettere il seguente principio 
(postulato caratteristico dei solidi, da ritenersi praticamente valido 
entro quei limiti di approssimazione in cui é lecito riguardare i so- 
lidi naturali come assolutamente rigidi): L’equilibrio di un solido non 
st altera, quando a due suoi punti quali si vogliano si applicano due 
forze direttamente opposte. 


2. Sappiamo (Cap. prec., n. 4) che, se un sistema materiale S qual- 
siasi (cioé anche non solido) é in equilibrio sotto una data solleci- 
tazione, e agli eventuali vincoli sussistenti fra i punti di S si imma- 
ginano sostituite le rispettive forze vincolari, il sistema si pud 
riguardare come costituito da un insieme di punti materiali liberi, 
ciascuno dei quali é in equilibrio sotto l’azione delle forze (attive e 
vincolari) agenti su diesso. Percid, in base alle condizioni (neces- 
sarie e sufficienti) per l’equilibrio di un punto (VII; n. 11), l’equilibrio 
di S non risulta turbato se a due o pit forze, applicate ad un mede- 
simo punto del sistema, si sostituisce la rispettiva risultante 0, vice- 
versa, se una forza agente su di un punto di 8 si decompone comunque 
in pit forze, applicate a quel medesimo punto. Nel caso particolare 
di un solido S, tenendo conto insieme di codesta osservazione gene- 
rale e del postulato caratteristico del n. prec., vediamo che, senza 
pregiudizio dell’ equilibrio, si possono eseguire sulle forze agenti su 
di S entrambe le operazioni vettoriali, che al n. 40 del Cap. I abbiamo 
chiamato elementari e che permettono di passare da un dato sistema 
di vettori applicati ad ogni altro sistema equivalente, cioé avente lo 
stesso risultante e lo stesso momento risultante (rispetto ad un centro 
di riduzione qualsiasi). Di qui si conclude che: L’equilibrio di un solido 
non si altera, quando al sistema delle forze effettivamente agenti su di 
esso si sostituisca un qualsiasi altro sistema di forze, equivalente (vet- 
torialmente) al primitivo. 


§ 2. — Condizioni necessarie e sufficienti 
; per P equilibrio di un solido. 


3. Il prec. teor. permette senz’ altro di dimostrare che, come si é 
preannunziato dapprincipio, nel caso dei solidi le condizioni cardinali 
dell’ equilibrio sono non soltanto necessarie, come avviene per ogni pos- 
sibile sistema materiale, ma anche sufficienti. 

Supponiamo, infatti, che un solido S sia sollecitato da certe forze 
esterne £ soddisfacenti alle condizioni cardinali 
(1) R= 0, iO. 


cioe costituenti un sistema equivalente a zero. 
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Se indichiamo genericamente con f le forze interne, il solido S si 
pud considerare come un sistema di punti materiali liberi, soggetti 
all’azione delle F' e delle f. Poiché equivale (vettorialmente) a zero 
tanto il sistema delle # (per ipotesi) quanto quello delle f (per la 
loro natura di forze interne, n. 3 del Cap. prec.), anche il sistema 
complessivo delle F’ e delle 7 @ equivalente ad un sistema di vettori 
tutti nulli. Ma ove ogni punto di S fosse soggetto ad una forza nulla 
(cioé sottratto ad ogni sollecitazione) il sistema sarebbe evidentemente 
in equilibrio. Percid, in base al teor. del n. prec., esso sara pur in 
equilibrio sotto la sollecitazione effettiva delle ed 7, equivalente a 
quella di sole forze nulle. 

Concludiamo, dunque, che pei solidi lV equilibrio é caratterizzato 
dalle due equazioni vettoriali (1), o dalle sei equazioni scalari equi- 
valenti 


‘ >; X;=0, x, Y;=0, 3;7;=0; 
ey L(y: 2;—2Y)j)=0, 3; (:4;— 42) =, 2 (7 — Yi — 0 


dove, come ben sappiamo, le sommatorie vanno estese a tutti e soli 
i punti del solido cui sono applicate forze esterne (XI; n.4); e si deb- 
bono sostituire con integrali di campo, quando codesti punti costi- 
tuiscano distribuzioni continue (ad una, 0 due, o tre dimensioni). 

In casi speciali le equazioni (1’) possono ridursi a meno di sei, in 
quanto alcune di esse gia risultino identicamente soddisfatte. Per es., 
se le forze esterne agiscono tutte in un medesimo piano 7, giace in 
z anche la loro risultante #, mentre il momento risultante M (ri- 
spetto ad un qualsiasi centro preso su =) @ perpendicolare a codesto 
piano; talché, quando si scelga t come piano di riferimento z= 0, le 
(1’) si riducono alle tre equazioni 


Ly X= 0, 2 ea 0; by (ay Py, X,) 0; 


§ 3. - Equilibrio dei solidi vincolati. 


4. Un solido S puo essere soggetto, oltre che ai vincoli interni di 
rigidita, a vincoli esterni, realizzati per esempio da contatti con altri 
solidi o da cerniere o articolazioni, sferiche o cilindriche, che ne fis- 
sino un punto 0 una retta, ecc. In ognuno di questi casi, ove si vo- 
gliano applicare al solido S, supposto sollecitato da un dato sistema 
di forze, le condizioni cardinali, necessarie e sufficienti per l’ equilibrio, 
bisogna annoverare fra le forze esterne anche le reazioni vincolari 
provenienti dai vincoli suaccennati; cosicché le forze esterne, come 


; 
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del resto si 6 gia accennato al n. 2 del Cap. prec., vanno distinte in 
due categorie: 

1) forze attive 0, come anche diremo, direttamente applicate, che 
indicheremo genericamente con FF; 

2) forze vincolari o reattive, che indicheremo con @. 

Le condizioni di equilibrio (1) 0 (1’) implicano tanto le #, quanto 
le @. Ma in generale i dati direttamente conosciuti sono le forze 
attive FH’ e le modalita di realizzazione dei vincoli esterni, non le 
corrispondenti reazioni q, le quali compaiono nel problema come 
incognite ausiliarie. 

Percid in ogni caso concreto interessa in primo luogo di sapere 
riconoscere sui dati se l’ equilibrio é possibile, cioé di assegnare delle 
condizioni di equilibrio espresse per mezzo dei soli elementi cogniti; 
in secondo luogo di determinare anche le incognite reazioni , 0 
almeno di stabilire delle relazioni tra esse e le forze applicate Ff. 
Naturalmente questa indagine concernente le reazioni potra essere 
omessa, quando, per il problema che si studia, basta aver riguardo 
al comportamento delle forze attive. 


5. SOLIDO CON UN PUNTO FISSO. — Sia O il punto del solido S che 
si suppone fisso. Un esempio concreto é fornito da una leva o, piu 
genericamente, da un corpo pesante S, sospeso ad un gancio, mediante 
un occhiello O, rigidamente connesso al corpo. Occhiello e gancio 
essendo assimilabili a punti, si pud dire assicurata ’ immobilita di 0, 
qualunque sia la sollecitazione agente sul corpo, purché essa non sia 
tale da strappare il gancio o I’ occhiello, 0 da provocare deformazioni 
sensibili. 

Se al solido S sono applicate certe date forze #, per avere tutte 
le forze esterne agenti su S dobbiamo aggiungere alle #' la reazione @, 
che si suscita in O per effetto del dispositivo che ne assicura la im- 
mobilita; e allora, se si denotano con #& ed MM il risultante e il mo- 
mento risultante rispetto ad O delle sole forze attive I’, abbiamo 


come condizioni necessarie e sufficienti per Vequilibrio del solido (in 


quanto é nullo il momento di @ rispetto ad 0) le due equazioni 
(2) ; R+o6=—0, 
(3) We =O), 

Quest’ ultima ci dice che, quando I’ equilibrio sussiste, si annulla 
il momento risultante delle forze attive, rispetto al punto tenuto fisso, 
o, in altre parole, l’ insieme delle forze attive equivale (vettorialmente} 
ad un’unica forza # applicata in O (I; n. 39). 

Reciprocamente é facile riconoscere che la (3) assicura l’equilibrio; 
e cid si dimostra in base al teor. del n. 2, secondo cui basta che 
V equilibrio sussista per una sollecitazione vettorialmente equivalente 
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a quella effettiva (che, nel caso attuale, consta delle #, della ® e 
delle varie forze interne 7’). 

Conserviamo la @ e, come sistema equivalente alle Fe alle f (le 


quali ultime nel loro insieme sono gia equivalenti a zero), assumiamo | 


Vunica forza R applicata al punto O. Con cid il punto O si trova 
sollecitato dalla forza totale R+-@; e poiché il punto é, per ipotesi, 
immobile, risulta verificata la (2) e I’ equilibrio del solido é assicurato. 

Di solito si dice pit brevemente: Quando é soddisfatia la (3), il 
_ sistema delle forze attive equivale ad un’ unica forza applicata in O, e 
questa rimane necessariamente equilibrata dalla reazione del punto fisso. 

Questo enunciato conciso, la cui completa giustificazione in base 
ai postulati risiede nei varii passaggi logici, che abbiamo avuto cura 
di precisare, risponde ad una diretta intuizione fisica e va tenuto 
presente, perché si pud invocare con vantaggio in altri casi analoghi. 

In ultima analisi, la (2) non costituisce alcuna restrizione per le 
forze attive I, ma serve semplicemente a individuare la reazione ® del 
punto fisso O. Condizione necessaria e sufficiente per Vequilibrio é la (3), 
ossia (giova ripeterlo) l’ annullarsi del momento risuliante di tutte le 
forze direttamente applicate rispetto al punto tenuto fisso. 


6. SOLIDO CON ASSE FISSO. — Qui si intendera che la i mmobilita 
dell’asse sia assicurata da speciali dispositivi, che fissino almeno due 
punti di esso, ed eventualmente pit di due o anche infiniti (costituenti 
uno o pit segmenti). Modelli fisici di un solido con un asse fisso sono 
offerti per il primo caso dal coperchio di una cassa avente due cer- 
niere, per il secondo da una ruota di mulino, da un volano, ecc. Una 
porta o un’imposta di finestra non si possono in generale riguardare 
come solidi con asse fisso, bensi come solidi ad asse scorrevole su se 
stesso (in un dato verso), in quanto per lo pil esse sono costruite in 
modo che si possano togliere dai cardini, sollevandole nella direzione 
dell’ asse. 

Sia dunque S un solido girevole intorno ad un asse fisso a, con 
cui esso sia rigidamente connesso; e, al solito, indichiamo generi- 
camente con F le forze esterne attive, che lo sollecitano. Oltre alle # 
agiranno su S certe reazioni vincolari qb, che saranno tutte applicate 
in punti dell’asse, onde avranno ciascuna momento nullo rispetto a 
codesta retta a. Ma per l’equilibrio @ necessario che si annulli il mo- 
mento .risultante di tutte le forze esterne rispetto ad un qualsivoglia 
punto e quindi anche rispetto ad una retta qualsiasi, e in particolare 
all’asse; cosicché, indicando con M, il momento risultante delle # 
rispetto ad a, concludiamo intanto che condizione necessaria per Vequi- 
librio é 
(4) Mea Or, 


a 
¥ 
4 
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7. D1 risultato teste ottenuto si pud invertire; cioé si pud dimo- 
strare che la condizione (4) é anche sufficiente per I’ equilibrio. Ma a 
tale scopo occorre premettere see osservazioni di carattere vet- 
toriale. 

Se i vettori di un sistema Y sono tutti applicati in punti di una 
‘retta a, ciascuno di essi ha, rispetto alla @, momento nullo, cosicché 
_ Tiesce nullo altresi il momento risultante M,, rispetto alla a, dell’ in- 
tero sistema %. In altre parole, ove si prenda come centro di ridu- 
zione un punto qualsiasi O della a, il momento risultante M di » 
rispetto ad O é@ ortogonale alla a. 

Ora qui importa rilevare che é questa la sola particolarita dei 
sistemi di vettori applicati in punti di una retta; cioe, se, data una 
retta a, si prefissano ad arbitrio due vettori R ed M, sotto la sola 
condizione che il secondo sia ortogonale ad a, esistono infiniti sistemi 
(fra loro equivalenti) di vettori applicati in punti della data retta, 
aventi Red M rispettivamente come risultante e come momento 
risultante rispetto al punto 0. 

Cominciamo col dimostrare che esistono sistemi siffatti, costituiti 
da due soli vettori, rispettivamente applicati in O ed in un altro 
punto 0’, scelto ad arbitrio sulla retta data a. é 
Condotto per O il piano @, perpendicolare 
ad MM, e percio contenente la a, che si é sup- 
posta perpendicolare a codesto vettore, si con- 
siderino in @, i due vettori —v’ e v’, che ri- 
sultano univocamente determinati dalle con- 
dizioni di essere applicati rispettivamente 
in O ed O' in direzione ortogonale alla a e 
di costituire una coppia di momento M (1; 
n. 47). Il sistema costituito dai due vettori 
Re-vw’ applicati in O e dal vettore v’ ap- 
plicato in O' ha, manifestamente, rispetto ad 
O il risultante # e il momento risultante M; talche, se si pone 

= R—v’, il sistema dei due vettori v e wv’, applicati rispettiva- 
mente in O ed 0’, soddisfa alle condizioni volute. 

Ul pit. generale sistema di due soli vettori applicati in O, O’, che 
rispetto ad O abbia il risultante R e il momento risultante M, si 
otterra aggiungendo a v e wv’ altri due vettori applicati in O ed 0 
e costituenti un sistema equilibrato, vale a dire (I; n. 52) due vet- 
tori direttamente opposti w e — w, e aventi, percid, come linea 
di azione la a. Al variare della intensita w di codesti due vettori 
aggiuntivi, si otterranno appunto infiniti sistemi di due vettori sod- 
disfacenti al nostro enunciato; ed é manifesto che l arbitrarieta della 
scelta di aw corrisponde, in sostanza, alla possibilita di guidare, nella 
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costruzione indicata dapprincipio sul piano G, i due vettori costituenti 
una coppia di momento M, in una direzione qualsiasi, anziché orto- 
gonale ad a. 

Bi infine chiaro che si avra una arbitrarieta molto maggiore, quando 
si lasci cadere la condizione che il sistema sia costituito di due soli 
vettori; giacché, in tal caso, si potranno aggiungere al sistema dei 
due vettori v e v’ quanti si vogliano vettori applicati in punti della 
retta costituenti un sistema equilibrato. 


8. Cid premesso, torniamo al solido S con asse fisso a, per dimo- 
strare che I’ annullarsi del momento risultante M, delle forze diret- 
tamente applicate F' rispetto ad a é condizione sufficiente per l’equi- 
librio; e a tale scopo ragioniamo in modo perfettamente analogo a 
quello del n. 5. 

Ammessa la (4), esistono, come risulta dal n. prec., infiniti sistemi 
di vettori equivalenti al sistema delle forze attive #, e applicati a 
quei punti di a che per ipotesi sono materialmente fissati. Lo stesso 
pud dirsi per il complesso delle reazioni che si destano in tali punti; 
e sotto una tale sollecitazione (di forze attive e di reazioni equiva- 
lenti, se non identiche a quelle che in realta si esplicano) il corpo 
rimane manifestamente in equilibrio (si ricordi quanto é stato osser- 
vato al n. 5 circa la reazione, che si esercita in un punto fisso e 
circa il sistema delle forze interne). Esso rimane dunque in equilibrio, 
anche sotto Vazione delle forze # effettivamente applicate. 

Abbiamo pertanto il teorema: 

Affinché le forze EF direttamente applicate ad un solido, fissato per 
un asse, si facciano equilibrio & necessario, e basta che esse abbiano. 
momento risultante nullo rispetto a quest’ asse. 


9. Nel caso di un solido con un punto fisso O, la reazione qb su- 
scitata in O da una data sollecitazione, che mantenga in equilibrio 
il solido, risulta determinata univocamente dalle equazioni cardinali, 
come direttamente opposta al risultante delle forze attive. 

Quando invece si tratta di un solido con asse fisso, le equazioni 
cardinali dell’ equilibrio, per cid che riguarda le varie reazioni (cer- 
tamente applicate in punti dell’ asse), dicono soltanto che il loro risul- 
tante e il loro momento risultante (rispetto ad un dato punto) devono 
essere direttamente opposti al risultante e all’ analogo momento risul- 
tante delle forze attive, e lasciano indeterminata (subordinatamente 
a codeste condizioni d’insieme) la distribuzione locale delle reazioni 
nei singoli punti dell’asse, che son tenuti fissi. Pit precisamente, le 
equazioni cardinali portano a concludere che in condizioni statiche 
Vazione dei vincoli si pud sostituire, indifferentemente, con uno qual- 
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siasi dei sistemi (fra loro vettorialmente equivalenti) di reazioni, 
applicate nei punti tenuti fissi, e aventi risultante e momento risul- 
tante direttamente opposti a quelli delle forze attive. Ora questa con- 
clusione appare senz’altro insoddisfacente, giacché, dal punto di vista 
fisico, ¢ indiscutibile che, in ogni caso di equilibrio, le reazioni sono 
univocamente determinate. Si ha insomma un nuovo caso di indeter- 
minazione statica, che va ravvicinato a quello gid incontrato al n. 9 
del Cap. IX, e proviene dal fatto che nei principi della Statica dei 
solidi si prescinde dalle deformazioni provocate dalle forze. Cid é@ ben 
lecito in prima approssimazione, perché le deformazioni sono general- 
mente lievi, talché le conseguenze che si traggono da codesta ipotesi 
schematica rispondono sufficientemente ai risultati dell’ esperienza. 
Ma non si puod pretendere di rispecchiare in tutto e per tutto le cir- 
costanze di fatto, quando si trascura di proposito qualeuno degli ele- 
menti essenziali del fenomeno. Non dobbiamo dunque meravigliarci, 
per quanto in particolare concerne le reazioni @, se riesciamo sol- 
tanto a fissarne delle proprieta d’insieme (vale a dire che hanno ri- 
sultante e momento risultante, direttamente opposti a quelli delle 
forze attive #), ma non possiamo coglierne la distribuzione punto 
per punto. A cid si perviene nella Teoria dell’ elasticité, dove appunto 
si tiene conto in modo essenziale delle accennate deformazioni. 


10. Convien considerare a parte il caso in cui i punti dell’ asse a, 
effettivamente fissati, sono soltanto due, 0 ed 0’ (p. es. i due cardini 
di una porta, quando siano proprio fissi; cfr. ’ osservazione del n. 6). 
Le reazioni cui realmente sottosta l asse a, sono allora, per necessita 
di cose, due sole: una @ applicata in O, Valtra qp’ in O’. Dacché, il 
solido essendo in equilibrio, si conosce il risultante di queste forze 
e il loro momento risultante (eguali ed opposti agli analoghi elementi 
di #'), concludiamo in base al n. 7, che la indeterminazione di ®, 
qb’ si riduce in questo caso a due componenti assiali, direttamente 
opposti. Se si sapesse, per es., che @ @ normale all’ asse fisso, entrambe 
le reazioni rimarrebbero completamente determinate. 

In pratica si presenta sensibilmente questo caso, quando si tratta 
di un asse fissato alla sola estremita 0, mentre I’ altro perno di estre- 
mita O’ @ semplicemente inserito nel relativo supporto (cuscinetto). 

In teoria, data Vinvariabilita della distanza OO’, anche il punto 
0’ risulta con cid fissato. Effettivamente, data la non perfetta rigidita 
dell’ asse e Ja conseguente possibilita di (piccole) deformazioni elastiche 
e sopratutto termiche, l’accennato dispositivo lascia libero il punto 
OQ’ di secondare le eventuali dilatazioni o contrazioni longitudinali, e 
permette di evitare sforzi pericolosi, quali potrebbero talora prodursi, 
quando si volesse mantenere rigorosamente invariata la distanza OO’. 
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Per rendersi conto poi che, in queste condizioni, la reazione in 
O' va ritenuta normale all’ asse, basta assimilare O’ ad un punto ma-_ 
teriale costretto a restare sopra un segmento di retta (l’asse del foro 
del cuscinetto), e osservare che, perno e cuscinetto essendo in gene- 
rale ben lubrificati, si pud sensibilmente prescindere dal! attrito (IX; 
m. 15). 


§ 4. - Equilibrio di solidi appoggiati. 


11. Se un solido si appoggia ad altri corpi per uno o pit punti 
P, avremo in questi punti delle reazioni @; e, applicando sempre il 
criterio generale del n. 4, le condizioni di equilibrio si ricaveranno, 
esprimendo che é equivalente a zero il sistema costituito dalle forze 
attive Fe dalle @. 

Ad ognuna di queste si trasportano, per postulato cvviamente sug- 
gerito dalla natura delle cose, e del resto confermato dall’ esperienza 
quotidiana, i caratteri che abbiamo riconosciuto nel caso di un sem- 
plice punto materiale (cfr. Cap. IX, n. 7). E precisamente, fissato un 
generico appoggio P, lo si dovra ritenere atto a favorire lV’ equilibrio, 
offrendo una reazione @, @ priori indeterminata (ed eventualmente 
nulla), la cui intensita dipende ‘dalla sollecitazione, ma pud essere 
qualunque, mentre la direzione rimane in ogni caso circoscritta alla 
falda esterna del cono d’attrito, e coincide con la normale esterna 
(al corpo su cui ha luogo I’ appoggio), quando lV appoggio @é, o si ri- 
guarda, privo d’ attrito. In base a questo comportamento delle @, 
vanno ricavate, caso per caso, le condizioni quantitative dell’equilibrio, 
vale a dire quelle cui rimangono subordinatamenté sottoposte le F, 
per poter costituire, assieme alle @, un sistema equivalente a zero. 

Finche si resta nelle generalita, nulla si pud aggiungere di pit 
preciso; giova quindi porsi senz’ altro nelle circostanze concrete, che 
hanno maggior interesse per la pratica. 


12, Soltanto vonverra tener presente la massima, altrettanto sem- 
plice quanto importante, che, nelle questioni statiche, prescindendo dal- 
l’ attrito, si agisce in favore della sicurezza. 

Si vuol dire con cid che le conclusioni ricavate, considerando uno 
o pil appoggi come privi d’ attrito, sono a fortiori atte ad assicurare 
P equilibrio, anche quando siavi attrito, e riescono quindi perfetta- 
mente applicabili alla realté (dove, in maggiore 0 minore misura, I’ at- 
trito si presenta sempre). 

La giustificazione dell’ asserto € immediata. Basta pensare che, se 
le # rimangono equilibrate da reazioni normali, lo sono percid stesso 


 STATICA DEI SOLIDI 283 


da reazioni appartenenti alle dovute falde dei coni @’ attrito (qualunque 
sia Pangolo di apertura di questi coni). 

- Come si vede, quando si prescinde dall’ attrito si vengono ad im- 
porre alle forze attive condizioni esuberanti, e si garantisce, per dir 
cosi, la stabilita, essendo lecito presumere che, se anche quelle con- 
dizioni non saranno rigorosamente soddisfatte, ma si tratter’ di sol- 
lecitazioni x’, le quali non siano troppo discoste da una %, che le 
verifica, l equilibrio seguitera a sussistere. Questo perché si potra, 
in generale, equilibrare X’ con reazioni applicate: negli appoggi e 
abbastanza prossime a quelle (normali), che equilibrano %, cioé ap- 
punto contenute, come é@ necessario e sufficiente, nelle falde esterne 
dei coni d’ attrito. ; 

Tuttavia importa rilevare che possono darsi casi di equilibrio, non 
soltanto favoriti, ma traenti addirittura dall’attrito la possibilita di 
sussistere. Tale ad es. il caso di una scala a piuoli appoggiata al 
suolo e ad un muro verticale (caso che discuteremo con ogni dettaglio 
ai nn. 16-17). Se mancasse affatto I’ attrito, I’ equilibrio non potrebbe 
mai sussistere, per quanto poco fosse inclinata la scala sulla verticale: 
gli appoggi non le impedirebbero di seguire la sollecitazione della 
gravita, scivolando lungo il suolo e lungo il muro. 

Bisogna dunque (pur fissando il principio che si abbonda in pre- 
cauzione quando si tengono come regole pratiche di equilibrio quelle 
che corrispondono ad un attrito nullo) aver essenziale riguardo al- 
lattrito, quando si riconosce che il non farlo allontanerebbe sover- 
chiamente dalla realta, imponendo restrizioni artificiali 0 sopprimendo 
addirittura forme di equilibrio praticamente interessanti. 

Cio posto, rivolgiamoci ad un’importante categoria di questioni, 
in cui si puo prescindere dall’attrito senza inconvenienti, rendendo 
con cid la discussione assai semplice e spedita. 


13. CORPO PESANTE SU SOSTEGNO ORIZZONTALE. — Sia S un solido 
appoggiato per piu punti P ad un suolo orizzontale. Se i punti d’ap- 
poggio P sono in numero finito, diremo perimetro d’ appoggio quello 
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mente, anche prefissato il numero dei punti di appoggio, possono darsi 
vari casi quanto al numero dei lati del perimetro, a seconda della confi- 
gurazione del sistema dei punti P. BH cid che apparisce gid nel caso 
semplice di quattro appoggi, anche escludendo che tre siano allineati. 


Late 
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La nozione di perimetro d’appoggio si estende facilmente al caso. 
generale in cui si abbiano infiniti appoggi, alcuni dei quali eventual- 
mente costituenti pezzi di linee, o addirittura porzioni di piano. Solo 
bisognera intendere che, in tal caso, il perimetro d’appoggio possa 
anche essere mistilineo (cio formato in parte da segmenti rettilinei, 
in parte da archi di curva); ma si dovra pur sempre soddisfare la 
condizione che ogni eventuale vertice sia un appoggio. 

Comunque siasi determinato un perimetro d’appoggio, in ogni 
punto P si avra una certa reazione @; e se adottiamo I’ ipotesi ideale 
dell’assenza di attrito, tutte codeste reazioni risultano perpendicolari 
al piano di appoggio, vale a dire verticali verso alto, talché costi- 
tuiscono nel loro insieme un sistema di forze paraliele e concordi. 
Qualunque sia l’intensit& delle singole reazioni, il loro sistema é (vet- 
torialmente) equivalente al loro risultante (I; n. 55) applicato in un 
certo punto Q (centro delle reazioni), il quale é@ interno, o almeno non 
esterno ad ogni linea chiusa e convessa che racchiude tutti i punti P 
(X; n. 11) e quindi, in particolare, al perimetro di appoggio. 

Ora, se il solido é in equilibrio, codesto risultante delle reazioni 
deve essere equilibrato dal sistema delle forze attive, che qui si ridu- 
cono ai pesi dei singoli punti materiali di S, il cui sistema é equi- 
valente al peso totale y applicato nel baricentro G. Precisamente il 
risultante delle reazioni, in condizioni statiche, deve riuscir diretta- 
mente opposto al peso p applicato in G, onde si conclude che la 
verticale del baricentro (linea d’azione di ») deve passare pel centro Q 
delle reazioni, cioé: Per Vequilibrio di un solido pesante su sostegno 
piano orizzontale é& necessario che lu proiezione del baricentro su codesto 
piano sia interna, 0 almeno non esterna, al perimetro di appoggio o, 
come si suol dire in forma concisamente espressiva, che il baricentro 
sia sostenuto. 


14. La condizione or ora dimostrata necessaria per Vequilibrio é 
pur sufficienle. 

Per provarlo, consideriamo dapprima il caso di tre soli punti di 
appoggio P,, P,, Ps e, per fissare le idee, supponiamoli non allineati, 
per quanto il ragionamento valga, senza modificazioni essenziali, 
anche nel caso cosi escluso. 

Supponiamo, dunque, che la proiezione Q del baricentro G del 
solido sul piano di appoggio sia interna, o almeno non esterna, al 
triangolo P, 1, P;. Per dimostrare che, in tal caso, il solido é in equi- 
librio, faremo vedere che si possono determinare (ed anzi in modo 
unico) tre reazioni, verticali verso l alto, @,, @,, @,, che, applicate 
rispettivamente in P,, P,, P,, sono atte ad equilibrare il peso p del 
solido, applicato in G, o cid che @ lo stesso, in Q. 
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Per giungere a tale determinazione, esprimiamo anzitutto che & 
nullo il momento risultante del peso p e delle tre reazioni @; rispetto 
ad ogni singolo lato del triangolo, p. es. rispetto a P,P,. Poiché 
le @,, @,; non recano a codesto momento risultante nessun contri- 
buto, e la q, é parallela e di senso contrario a p, bastera esprimere 
che sono eguali in valore assoluto i momenti rispetto a P, P, di queste 
due ultime forze, cioé 

D, hy = phy , 
ove si designano con h,, k,, le distanze, rispettivamente di P, e Q 
da P, P;, e con @, Vintensita della reazione @,. Se si rappresenta 
con A l’area del triangolo P, P, P;, e con 


A,, Az, As quelle dei triangoli parziali P 
QP. Ps, QP;P,, QP, P,, determinati dal /*s ‘ 
punto Q, si ha i Ip pie 
‘ Ai ky, a EUs x ek 
a hy eee 
cid che da, per la reazione @,,V’intensita “ - 
2, = * » ’ 


la quale si annulla se A, =0, cioé se Q appartiene al lato P, P,. 


Analogamente risulta 
ee 
con evidente significato di ®,, D,. 

E queste tre reazioni equilibrano effettivamente il peso p del 
corpo, giacché anzitutto il loro risultante é direttamente opposto a p 
(essendo A, +- A,+- A; = A) e d’altra parte, basta assumere come centro 
di riduzione uno dei vertici del triangolo, p. es. P,, per constatare 
che anche il momento risultante di g e delle q; & nullo (in quanto 
sono nulle tre sue componenti non complanari, secondo i due lati 
P,P,, P,P; e secondo la verticale). 


15. Se poi gli appoggi sono pit di tre, l’ipotesi che il baricentro 
sia sostenuto assicura pur sempre l’equilibrio, come si vede, p. es., 
supponendo nulle tutte le reazioni, ad eccezione di tre, e riportandosi 
al caso precedente: per il che basta scegliere, come @ sempre possi- 
bile, i tre appoggi corrispondenti, in modo che la proiezione del ba- 
ricentro non sia esterna al triangolo da essi costituito. 

Ma é chiaro che (in questo caso di pil che tre punti di appoggio) 
la distribuzione delle reazioni non risulta individuata; bens} rimane 
(in base alle pure condizioni statiche dei corpi indeformabili) una 
indeterminazione tanto maggiore, quanto piu grande é il numero 
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degli appoggi. Anche qui, come gia nel caso di pit di due punti fissi— 
allineati (n. 9), per togliere 1’ indeterminazione, bisogna fare appello a 
nuovi dati sperimentali, che completino quelli desunti dall’ ipotesi 
limite di una perfetta rigidita. 


16. STATO DI EQUILIBRIO DOVUTO ESCLUSIVAMENTE ALL’ ATTRITO 
DEGLI APPOGGI. — Come gia si preannunziod al n. 12, mostriamo su 
di un facile problema concreto come talvolta l’equilibrio di un solido 
appoggiato sia assicurato esclusivamente dall’attrito degli appoggi, 
talché sono fisicamente possibili condizioni statiche che I’ ipotesi ideale 
dell’assenza di attrito condurrebbe ad escludere. ; 

Consideriamo una scala a piuoli, appoggiata obliquamente al pavi- 
mento e ad una parete verticale. 

Gli appoggi, corrispondenti alle estremita dei due montanti della 
scala, sono quattro; ma, data la simmetria geometrica e materiale 
della figura rispetto al piano verticale equidistante 
dai due montanti, possiamo schematizzare il proble- 
ma, rappresentandoci la scala come un’ asta rigida 
pesante, in un piano verticale e appoggiata in due 
punti P, e P, rispettivamente ad una retta oriz- 
zontale Ox e ad una retta verticale Oy. Anche 
ammesso che un uomo sia salito su di un certo 
piuolo della scala, il peso della scala e dell’uomo 
sono equivalenti al loro risultante p, che potremo 
immaginare applicato nel baricentro del sistema 
scala—uomo 0, trasportandola lungo la sua linea di azione, nel punto P 
in cui la verticale del baricentro interseca la P, P, (n. 2). Sara questo. 
evidentemente un punto interno al segmento P, P,. 

Per l’equilibrio ¢ necessario e sufficiente che codesta forza p e le 
due reazioni @, e ®, in P,e P, costituiscano un sistema equilibrato, 
ossia (I; n. 51) che le-linee di azione delle tre forze siano concor- 
renti (essendo esclusa dalla figura stessa la possibilita del paralle- 
lismo) e che di pit la risultante di @, e @, sia direttamente opposta 
al peso totale p. 

Ora se ammettiamo che gli appoggi in P, e P, siano senza attrito,. 
le due reazioni q, e @, sono dirette secondo le perpendicolari, nel 
piano di figura, alle Ox, Oy rispettivamente, e si incontrano nel 
punto Q, pel quale @ impossibile che passi la linea d’azione del peso. 
totale in quanto questa é parallela alla QP, e interseca il segmento. 
P,P, nel punto P interno: cosicché Vipotesi dell’assenza di attrito ci 
conduce alla conclusione paradossale che é@ impossibile che una scala. 
a piuoli appoggiata al pavimento e al muro stia mai in equilibrio. 

Il paradosso dipende dal fatto che é appunto l’attrito degli appoggi. 
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che assicura la possibilita ai quegli stati di equilibrio, che ciascuno 


- di noi ha tante volte constatato direttamente. Per formulare le cor-- 


rispondenti condizioni di equilibrio, prendiamo in considerazione gli 
attriti in P,, P, e le falde esterne dei coni di attrito, ciascuna delle 
quali sara -segata dal piano di figura secondo due penernlel sim- 
metricamente poste rispetto alla relativa normale. Si ottengono cos) 
nel piano due angoli di attrito, i quali 
hanno comune un certo quadrangolo 
ABCD (0 un triangolo, se la scala forma 
con la verticale un angolo minore del- 
VYangolo di attrito del suojlo, oppure con 
la orizzontale un angolo minore dell’an- 
golo di attrito della parete). Condizione 
necessaria e sufficiente per I equilibrio 
si é che il peso totale possa essere equi- 
librato da due reazioni concorrenti in un 
punto della sua linea di azione (verticale 
del baricentro) e interne ciascuna al 
rispettivo angolo di attrito; in altre parole: Condizione necessaria e 
_ sufficiente per WV equilibrio della scala si é che la verticale del baricentro 
abbia almeno un punto comune col quadrangolo (0 triangolo) comune 
wi due angoli di attrito. , 
eae Se, nel caso del quadrangolo, codesta verticale passa per il vertice C 
pit vicino alla y, le due reazioni risultano determinate univocamente, 
in quanto debbono avere le linee di azione P,C e P,C, e la loro risul- 
tante deve essere direttamente opposta al peso totale. 

In tutti gli altri casi di equilibrio, la verticale del baricentro ha 
comune col quadrangolo (0 col triangolo) tutto un segmento, e su 
questo si pud scegliere ad arbitrio il punto di concorso delle linee 
di azione delle due reazioni, le quali percid non risultano univoca- 
mente determinate (cfr. n. prec.). 


i7. In pratica interessa vedere sotto quali condizioni la scala ri- 
manga in equilibrio, qualunque sia la posizione dell’uomo su di essa. 

Supposto, per semplicita, che il suolo e la parete abbiano il me- 
desimo coefficiente di attrito, é facile riconoscere che la. circostanza 
richiesta si verifica certamente quando la scala forma colla verticale 
un angolo a minore dell’angolo » di attrito ((=tg~). Invero in tal 
caso la regione piana comune ai due angoli di attrito é un triangolo 
P,AB tale che la verticale di ogni punto di :P,P, ha comune con 
essa un intero segmento (0, almeno, un punto, se si tratta della ver- 
ticale di P,). 

Se poi langolo « della scala colla verticale @ maggiore di 9 


(vedi la figura della pag. prec.), il punto pit vicino alla parete della 
regione comune ai due angoli di attrito € manifestamente I’ interse- 
zione C del lato superiore dell’ angolo d’attrito della parete col lato 

_f sinistro dell’angolo d’attrito del suolo, 
Ig . talché per l’equilibrio si richiede e 
basta che la verticale del baricentro 
non cada fra C e la parete. Ora, se 
adottiamo come semiassi (positivi) le 
Ox, Oy e indichiamo con J ed m la 
lunghezza e la massa della scala e 
con m, ed a, la massa e l’ascissa del- 


VY’ uomo, avremo 
OP, ==lsing, OP,=leosa; 


onde l’ascissa del baricentro del sistema scala-uomo sara data da 


1 ; 
> ml sin a 4-™, ® 


d 
m+ ™, 


mentre il punto C, come intersezione delle due rette P,B, Py D di 
equazioni, rispettivamente 
x —lsin 
y—leoosa=fx , y= — Mey sate 
ha lV ascissa 
sina — fcosx 
1+f/? 

Percid la condizione di equilibrio é espressa da 


l =l cos. 9 sin (a— 9). 


1 : 
> mi sin «4- Mm, 2X 
- = lcos psin (a—‘*) . 


m+ Mm, 


Se si vuole che l’equilibrio sussista, qualunque sia la posizione 
dell’ uomo sulla scala, bisognera far in modo che la relazione prece- 
dente sia soddisfatta per 7,=0, con che varra a maggior ragione 
per ogni altro valore (positivo) di 2,; cioe dovra essere 

m sin a 
a7 ty OOS PRINS =o 
2 (m + m,) — ee), 


ossia 


m i vA 1 }n 

LG ee Weise : - 3 

+ ~\2cos 9 sin (x — 2) 

Di qui si conclude che, nell’ ipotesi di una inclinazione (rispetto alla 
verticale) maggiore dell’angolo di attrito, non si pud senza pericolo 
aumentare il peso dell’ uomo al di la di un certo limite. 


a a Peet 


-STATICA DEI SOLIDI. ' 289 


= § 5. - Nozione statica di stabilitd dell equilibrio. 
Esempi. 


18. Vi sono dei casi di equilibrio, in cui é possibile assegnare una 
eerta misura numerica della loro stabilita. Un esempio semplice ed 
interessante é fornito dall’equilibrio di un punto materiale appoggiato 
ad una superficie (scabra). 

Le condizioni di equilibrio sono in tal caso (IX; n. 38) 

(5) yet |) p) Ay 2 } 

dove f denota il coefficiente d’attrito della superficie di appoggio, F,, 
ja componente della forza attiva secondo la normale interna di codesta 
superficie e 7 il valore assoluto della componente tangenziale. 

In base alla seconda delle (5), la differenza fF,,— 7, giammai 
negativa in condizioni statiche e nulla soltanto negli stati di equilibrio 
limite, da in ogni caso la massima intensita che, senza pregiudizio 
dell’equilibrio, potrebbe essere raggiunta da una sollecitazione tan- 
genziale, aggiunta alla primitiva forza #. Supposto F,, > 0, il rapporto 

Penal 
di : 
che per la (2) non @ mai negativo, determina il margine di solleci- 
tazione tangenziale (per unita di sollecitazione normale) compatibile 
con |’ equilibrio. Esso perciO si assume come misura della stabilita 
dello stato di equilibrio considerato e, manifestamente, permette di 
eonfrontare anche casi di equilibrio corrispondenti a valori differenti 
di F,, e di f. 


19. Per problemi statici diversi da quello or ora considerato (punto 
appoggiato su superficie scabra) non sussiste in generale, 0 almeno 
non é@ stata sinora definita, una analoga nozione quantitativa di sta- 
bilita; tuttavia é possibile in ogni caso un apprezzamento qu alitativo, 
che permette di distinguere i diversi stati di equilibrio in stabili ed 
instabili. 

ll criterio é suggerito dalla intuizione. Per un punto materiale 
(come, pit in generale, per un qualsiasi sistema di punti) appare 
consentaneo alla nostra intuizione fisica il ritenere stabile uno stato 
di equilibrio se, quando lo si perturbi alcun poco (spostando il punto 
o il sistema dalla posizione di equilibrio verso un’altra vicinissima, 
pur essa compatibile coi vincoli), le forze tendono a riportare il punto 
(o il sistema) alla sua posizione di equilibrio. 
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Tutto si riduce a dare un senso preciso a codesta tendenza dell 
forze; e a tale scopo si ricorre alla nozione di lavoro e, come appare 
del tutto naturale, si ammette che un lavoro sia compiuto secondando 
le forze o in contrasto con esse secondo che esso é motore (cioé po- 
sitivo) o resistente (cioé negativo). Cosi, per distinguere se certe date 
forze hanno o no tendenza complessivamente favorevole ad un dato spo- 
stamento, basta badare al segno del lavoro totale, che sarebbe com- 
piuto da quelle forze per quel dato spostamento. 

Di qui scaturisce la seguente definizione precisa di stabilita del- 
V equilibrio (in* senso statico). 

Sia P un punto materiale (od uno dei punti materiali che costi- 
tuiscono un assegnato sistema) e sia # la forza che sollecita P in 
una sua data posizione di equilibrio M. Considerato un qualsiasi spo- 
stamento compatibile coi vincoli, che faccia passare il punto P (0 il 
sistema) dalla posizione (0 configurazione) di equilibrio M ad una po- 
sizione (o configurazione) M’ vicinissima, sia ZL il lavoro totale delle 
forze agenti su P (o sui punti del sistema) per lo spostamento da M’ 
ad M. Se in un intorno sufficientemente piccolo della posizione (0. 
configurazione) di equilibrio, il lavoro L, per qualsiasi spostamento 
compatibile coi vincoli, risulta positivo,  equilibrio si dice stabile. 
Se esiste anche un solo spostamento per cui risulti 2 <0, VP equi- 
librio si dice instabile, mentre se e sempre L — 0, V equilibrio si dice 
indifferente. Se poi € L>0, lequilibrio si suole spesso chiamare 
ancora stabile; ma parrebbe piu proprio dirlo soltanto non instabile. 

Queste definizioni presuppongono la conoscenza d’ogni forza F, 
non solo in corrispondenza alla data posizione di equilibrio M, ma 
anche in ogni altra posizione M’, abbastanza vicina e compatibile 
coi vincoli. 

Come agisca la F, fuori dello stato di equilibrio che si considera, 
é implicito nella definizione della forza, allorché si tratta di forze 
posizionali: in caso diverso, bisognera rendersene conto preventiva- 
mente a norma delle speciali circostanze di fatto. 


20. Lasciamo ormai le generalita, e applichiamo la regola a qualche 
esempio concreto, in cui si trattera sempre di forze posizionali, anzi 
addirittura conservative, e quindi tali che, per valutarne il lavoro da 
una generica M’ fino alla posizione di equilibrio M, non é necessario 
specificare il cammino. 

a) Punto pesante sostenuto da una superficie priva di attrito. 
Nella posizione di equilibrio M, la reazione della superficie « dev’ es- 
sere eguale ed opposta al peso, quindi diretta verticalmente. Dacchd 
poi si esclude lattrito, la reazione stessa é tutta diretta secondo la 
normale alla superficie, cioé perpendicolare al piano tangente a o in M. 
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Supposto che si tratti di una superficie convessa, la o, nelle vici- 
nanze di M, giacera tutta al di sopra o tutta al di sotto del detto 
piano tangente. 

Gli spostamenti da considerarsi sono manifestamente quelli per cui 
é rispettato il legame di appoggio, per cui, cioé, P passa dalla posi- 
zione di equilibrio M ad un’ altra posizione M’, rimanendo sempre su o. 
In tali condizioni la reazione della superficie non eseguisce mai alcun 
lavoro, perché si trova sempre diretta perpendicolarmente allo sposta- 
mento. Basta dunque o 

: ff’ eae ee, eal 2 

occuparsi del peso. . SS ee ae . 
Ora, nel primo caso, ~~ —> Ta ethers \ 
accade che ogni punto M’ dic abbastanza vicino ad M, sta al di sopra 
di M. Ne viene che in ogni spostamento M’M compatibile coi legami, la 
forza attiva (peso di P) fa lavoro essenzialmente positivo. Si ha quindi 
uno stato di equilibrio stabile. 

Nel secondo caso, l’analogo lavoro risulta negativo; e !’ Saale 
e per conseguenza inatabile. 

Qualora la superficie @appoggio o sia precisamente un piano oriz- 
zontale, il lavoro del peso é nullo per ogni spostamento M’M; si ha 
allora un equilibrio indifferente. 

b) Punto materiale attratto verso le facce di un cubo da forze 
perpendicolari alle facce e crescenti colla distanza. 

Ammesso che, per ogni coppia di facce opposte, la legge di attra- 
zione sia la stessa, il centro a del cubo é evidentemente una posi- 
zione d’equilibrio. 

B poi facile riconoscere che si tratta di un equilibrio stabile. Con- 
sideriamo infatti una generica posizione WM’ interna al cubo. Dacche 
le attrazioni crescono colla distanza, delle forze che provengono da 
una generica coppia di facce opposte, prepondera sempre quella che 
si riferisce alla faccia pit lontana. Ne consegue che quando si torna 


.da M’ verso M si seconda J’attrazione preponderante, e si effettua 


lavoro positivo. Tale riesce pertanto il lavoro complessivo delle sei 
forze, nel passaggio da una generica posizione a quella di equilibrio.. 
c) Punto libero sollecitato da forze conservative quali si vogliono.. 
Sia U (x, y, 2) il relativo potenziale; M una posizione di equilibrio; 
M’ un’ altra posizione ‘qualsiasi vicina ad M, e si designino con 
Ux, Uw i valori rispettivamente assunti dalla funzione U in M ed 
in M’. Affinché I’ equilibrio in UY sia stabile, si richiede, a norma della 
nostra definizione, che il lavoro effettuato dalla forza tra ogni M’ (abba- 
stanza vicino ad M) ed M, riesca positivo; si richiede quindi che sia: 
Uw— Uw >0, 
per ogni M’ appartenente ad un certo forse di M (e non coinci- 
dente con JM). 
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Questo val quanto dire che il potenziale U deve ammettere un mas- 
simo nella posizione M, 

Si vede subito che, reciprocamente, se U ha in M un effettivo mas- 
simo, a questa posizione corrisponde uno stato di equilibrio stabile. Anzi- 
tutto si ha equilibrio, perché I’ esistenza di un massimo implica, come 
si sa dal Calcolo, I’ annullarsi delle derivate prime 0U/éx, dU/ey, 2U/éz, 
cioé delle componenti della forza. L’equilibrio é poi stabile, in virtt 
della stessa disuguaglianza Uy —Uy >0, che caratterizza il massimo. 

d) Solido pesante con punto fisso. Quando il solido @ in equili- 
brio, il momento risultante delle forze attive, rispetto al punto fisso 0, 
deve annullarsi. Ora notiamo in primo luogo che le forze interne e 
le reazioni in O non compiono alcun lavoro in. uno spostamento che 
rispetti la fissita di 0. Cid é evidente per la reazione, giacché non 
si sposta il punto d’applicazione; quanto alle forze interne, esse equi- 
valgono a zero (nel senso della teoria dei vettori) e, come dimostre- 
remo nella Dinamica dei sistemi, questa equivalenza a zero di un si- 
stema di forze basta nel caso dei solidi (non per altro in generale per 
sistemi quali si vogliano) perché sia nullo il lavoro da esse compiuto. 

Qui ammettiamolo, ed osserviamo che, se per il nostro solido fis- 
sato in O le forze attive si riducono al peso, dovra la sua linea 
d’ azione passare per 0, cioé nella posizione di equilibrio, il baricentro G 
dovra trovarsi sulla verticale del punto fisso O. Ma bisogna distin- 
guere tre casi, secondo che G coincide con O o sta al di sotto ovvero 
al di sopra di O. 

Nel primo caso, in ogni spostamento del solido compatibile coi le- 
gami (che cioé lasci fermo il punto), anche il baricentro G rimane fisso, 

= —~ e quindi il peso fa lavoro nullo (2). 
iO C A Si tratta, in conseguenza, di un equi- 
‘C (@) librio indifferente. 

ig/ Nel secondo caso, comunque si 

~~“ muova il corpo attorno ad QO, il ba- 

ricentro G si eleva, perché deve conservarsi alla stessa distanza da 0, 

e quindi muoversi sopra una sfera, il cui punto pit. basso é proprio 

la posizione di partenza, verticalmente sottostante ad O. Ne consegue 

che, a partire da una generica posizione fino a quella di equilibrio, 

il peso del corpo fa un lavoro positivo. L’ equilibrio é dunque stabile. 

In modo analogo si constata che, nel terzo caso, si ha un equilibrio 
essenzialmente instabile. 


(1) A dir vero, il peso @ distribuito nei singoli elementi del corpo, ed 6 
soltanto equivalente (nel senso della teoria dei vettori) ad una forza unica ap- 
plicata al baricentro. Ma cid basta, come abbiamo or ora avvertito, per poter 
riportare a tale forza unica il computo del lavoro. 
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e) Emisfero omogeneo su piano orizzontale privo di attrito. Sup- 
poniamo che un emisfero omogeneo pesante di centro O si trovi in 
equilibrio poggiando, per il suo polo P, sopra un piano orizzontale 
in una posizione generica @ del piano stesso. In queste condizioni 
Yasse PO dell’ emisfero € verticale, e siccome, per Yomogeneita del 
solido, il baricentro G appartiene alla PO, peso e reazione risultano, 
come é necessario, di- 


rettamente opposti. Uno ee! t ati 
spostamento qualunque Gt ) GAG 
dell!’ emisfero, compati- wh nas | 
bile col? appoggio sul WP We £; Dente 
piano, si pud conseguire 0 0 


combinando due spostamenti dei seguenti tipi: 

1. Si fa strisciare l’emisfero sul piano, in modo che il contatto 
avvenga sempre in P e quindi la PO si conservi verticale; 

2. si mantiene l’appoggio in Q, inclinando l’asse, stabilendo cioe 
il contatto con un punto della superficie dell’emisfero diverso dal 
polo P. 

B chiaro che in ognuno di questi spostamenti, la reazione del 
piano d’appoggio (sempre normale ad esso) fa lavoro nullo, sicche 
basta occuparsi del peso. Anch’esso fa lavoro nullo nel primo caso. 
Nel secondo il baricentro G viene a trovarsi ad una altezza (sul piano 
d’appoggio) superiore alla GP che gli competeva nella posizione di 
equilibrio. Infatti (cfr. la fig. di destra), proiettando G sulla verti- 
cale OQ in G’, si ha necessariamente OG’< OG e quindi 

G’'Q= 09 — 0G’ > 00 — 0G 
che é la primitiva altezza del baricentro. 

Concludendo: in uno spostamento del primo tipo il lavoro com- 
plessivo € nullo, mentre, per passare da una posizione generica, in 
cui l’asse é inclinato, a quella di equilibrio, in cui é verticale, il 
lavoro é positivo. 

Si tratta pertanto di uno stato di equilibrio (impropriamente) stabile. 


§ 6. - Nozioni sull attrito volvente. 


21. Sinora nella impostazione dei problemi di equilibrio di un so- 
lido appoggiato abbiamo ammesso che lazione di ogni singolo punto 
di appoggio fosse schematicamente rappresentabile come un’ unica 
forza applicata nel punto e soggetta alle leggi caratteristiche della 
reazione offerta da un sostegno ad un punto materiale isolato, H questa 
ipotesi ci ha permesso di dare, per varie categorie, per cosi dire tipi- 
che, di problemi statici, una trattazione teorica rispondente alle cir- 
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‘eostanze di fatto. Ma basta allargare un poco il campo delle nostre 
osservazioni-sperimentali per riconoscere come la suindicata ipotesi 
sia insufficiente, in casi ancora abbastanza ovvi, a render ragione del 
reale andamento del fenomeno. 

Consideriamo un cilindro circolare solido omogeneo di raggio Rk, 
appoggiato su di un suolo rigido, piano ed orizzontale. Sotto V azione 
esclusiva del peso il solido @ in equilibrio; e se lo assoggettiamo, p. 
es. nel baricentro, ad una trazione t, orizzontale e perpendicolare al- 
V’asse, constatiamo che I’ equilibrio non si altera, cioé il cilindro non 
si mette in moto,se non quando l’intensita t di codesta trazione ha 
superato una certa intensita limite Tp. 

Ora é facile assodare che le ipotesi sin qui ammesse sulle reazioni 
di appoggio non danno in alcun modo ragione di codesto comporta- 
mento del cilindro ed anzi conducono a negare la possibilita dell’ e- 
quilibrio, comunque piccola sia la intensita della trazione t. 

Infatti, cominciamo col richiamare in termini precisi le due ipo- 
tesi, ammesse sinora nella impostazione dei problemi di equilibrio— 
dei solidi: 

a) I solidi sono assolutamente indeformabili. 
b) In ogni punto di appoggio si desta come reazione un’ unica 
forza che segue le leggi dell’ attrito radente. 

Nel caso del nostro cilindro. la a) porta ad ammettere che esso 
appoggi sul piano esclusivamente nei punti della sua generatrice g, 
appartenenti al piano verticale per l’asse. E per la b) il complesso 
delle reazioni offerte dal suolo, constando di sole forze applicate in 
punti della g, ha rispetto a questa retta momento nullo. D’ altra parte, 
delle forze attive soddisfa a questa stessa condizione il peso, che, 
essendo nel piano verticale per l’asse, é incidente alla g, mentre la 
trazione t ha in ogni caso, rispetto a g, un momento (di valore asso- 
luto Rt) diverso da zero. Cosi, non annullandosi il momento risul- 
tante di tutte le forze esterne rispetto alla retta g, si sarebbe con- 
dotti ad escludere la possibilita dell’ equilibrio, per quanto piccola sia 
Vintensita della trazione vt. 


22. Per eliminare codesta contraddizione fra i dati sperimentali e 
le deduzioni teoriche fondate sulle due ipotesi a) e b) bisogna rinun- 
ciare almeno ad una di esse. 

Ora, abbiamo gia ripetutamente notato che la assoluta indeforma- 
bilita dei solidi ¢, dal punto di vista fisico, inammissibile. E qui si 
riconosce agevolmente che, rinunziando all’ipotesi a) della perfetta 
rigidita, si pud conservare l’ipotesi b) senza inceppare in contraddi- 
zioni. Posto infatti che nel cilindro (o nel suolo o in entrambi) inter- 
venga una qualche deformazione, si che il contatto abbia luogo non 


secondo una sola retta gy, main tutta un’area (una sottile strisciolina 
comprendente g), non & pit vero che si annulli necessariamente il 
momento delle reazioni rispetto a g, anzi esse possono benissimo espli- 
earsi (colle solite leggi dell’ attrito radente) in modo da equilibrare il 
peso e una trazione abbastanza piccola. 

Ma V’abbandono della ipotesi ideale della assoluta rigidita, che ci 
fu suggerita nel modo pik spontaneo da un apprezzamento in prima 
approssimazione dei dati di fatto, implicherebbe una completa e ra- 
dicale revisione di quei principi generali della Statica dei solidi (si 
pensi p. es. alla dimostrazione di sufficienza delle condizioni cardinali) 
che ci ha permesso una rappresentazione semplice e rispondente alla 
realta dei pi. ovvi fenomeni di equilibrio dei solidi. D’altra parte, 
nella interpretazione teorica dei fatti fisici a scopo applicativo, importa 
sopratutto di cogliere i caratteri di insieme, conservando fintantoché 
@ possibile gli schemi rappresentativi pitt semplici e pil naturali ed 

_evitando lanalisi di quei caratteri particolari che non interessano 
direttamente la pratica. 

Percio appare opportuno tener ferma l’ipotesi a) e modificar piut- 
tosto la b), che ha un’origine del tutto empirica, ammettendo che 
negli appoggi, accanto alle solite forze reattive contemplate dalle leggi 
del CoULOMB, si desti una ulteriore azione globale, come se gli appoggi, 
anziché trovarsi rigorosamente su g, fossero disseminati in una sot- 
tile strisciolina circostante. Per caratterizzare questo effetto addizio- 
nale prenderemo norma dall’esempio suaccennato del cilindro, e cer- 
cheremo di trarne un criterio pi generalmente applicabile a tutti i 
casi di rotolamento incipiente. 


23. Nel caso del cilindro soggetto alla trazione orizzontale t si vede 
subito che si ristabilisce l’ accordo fra teoria e realta fisica, ammet- 
tendo che, oltre alle reazioni dei punti di g (comprese nel relativo 
cono d’attrito, ecc.) si desti, come se i punti di applicazione delle rea- 
zioni distassero alcun poco da g, un momento resistente, diasse g, suscet- 
tibile di raggiungere, ma non di oltrepassare, un certo momento 1’. 
Finché Rr < I’, lV’ equilibrio seguita a sussistere; ma quando il mo- 
‘mento della trazione rispetto alla generatrice gy di appoggio supera 
il valore Io, il cilindro comincia a muoversi, rotolando sul suolo. 
Ed altrettanto accade per qualsiasi altra sollecitazione, secondo che 
il rispettivo momento rispetto a gy supera 0 no fy. Cosi, p. es., se 
la sollecitazione addizionale é realizzata da un peso p, eguale a quello 
del cilindro e avente rispetto a g un braccio b (distanza da g della 
linea d’azione del peso), la condizione di equilibrio é data da 
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Alla coppia reattiva, atta ad equilibrare una sollecitazione esterna 
di momento, rispetto ag, non superiore a !"o, si da il nome di attrito 
volvente, e I'y dicesi momento limite. Come si vede, il rapporto 1,/# 
misura la trazione limite, cioé la massima trazione orizzontale e per- 
pendicolare all’ asse, che, applicata al baricentro del cilindro, non ne 
turba I’ equilibrio. 

Ora, secondo il CouLoms, che per primo ha istituito esperienze 
anche su quest’ ordine di fenomeni, la trazione limite, quando sia fis- 
sato il materiale delle due superficie a contatto, é a ritenersi diretta- 
mente proporzionale al peso del cilindro e inversamente proporzionale 
al raggio R. 

Nei casi ordinari, in cui il raggio R e di qualche decimetro (e a for- 
tiori se si tratta di raggi superiori), la trazione limite suddetta é sem- 
pre assai piccola in confronto dell’analoga (IX; § 1), relativa al- 
Vattrito radente. Cosi, ad esempio, per provocare il rotolamento di 
un cilindro di metallo levigato di 50 cm. di raggio sopra una tavola 
di legno o di metallo, parimenti levigata, basta (all’ altezza dell’ asse) 
una trazione che sia press’a poco wn millesimo del peso del cilindro. 
Ul coefficiente d’attrito radente tra sostanze analoghe essendo all’ in- 
-grosso 1/,, la trazione limite di fronte allo strisciamento sarebbe circa 
1/, del peso del corpo, e cioe duecento volte maggiore. 


24. Poiché la trazione limite T,/ R é, almeno per approssimazione, 
direttamente proporzionale al peso p del cilindro e inversamente pro- 
porzionale al rispettivo raggio R, si puo con la stessa approssimazione 
ritenere acquisito il risultato sperimentale che il momento limite T, della 
coppia di attrito volvente & proporzionale al peso del cilindro, cioe 

Do =hp, 
dove il fattore di proporzionalita h dipende dalla natura materiale 
delle superficie a contatto, non dal raggio R. 

Se, come al n. prec., la sollecitazione addizionale si immagina realiz- 
zata, anziché con una trazione orizzontale, con un peso eguale a quello 
del cilindro e avente rispetto a g un braccio b, la condizione di equi- 
librio é data da 

bo<hp ossia b<h; 
talché il fattore h si pud interpretare come il massimo braccio di 
leva (rispetto a g) che si puod dare, senza pregiudizio dell’equilibrio, 
ad una forza verticale eguale al peso del cilindro. 

Codesto fattore h si suol chiamare coefficiente 0, meglio, parametro 
di attrito volvente; e, a differenza del coefficiente f a’ attrito radente, 
non é un puro numero, ma una lunghezza (in quanto é un rapporto. 
tra un momento e una forza). E quindi necessario, quando se ne da 
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il valore numerico di indicare I’ unit& in cui lo si intende misurato ; 
e naturalmente conviene adottare la stessa unita, cui é riferito il 
raggio R. 

Nel caso accennato nel n. prec., in cui 


ie a hp ed k—50cm., si ha h = zon = 0,05 cm. 

Per ruote di vettura su strada ordinaria si hanno valori di h com- 
presi tra 10 e 75 mm., secondo il tipo e lo stato di manutenzione 
della strada. Sulle strade con massiciata si va da 10 fino a 40, ove 
siano molto fangose e deperite; su quelle senza massicciata da 20 a 50, 
e anche pit (fino a 75) quando sono ricoperte di ghiaia. 


25. Nel campo di validita dei fatti sperimentali, da cui abbiamo. 
preso norma, il parametro h dipende dalla natura materiale delle 
superficie a contatto ed @ invece indipendente dalla lunghezza R, che 
interviene, nell’esempio in questione, a caratterizzare la forma geo- 
-metrica del corpo. 

D’altra parte la h e una lunghezza, cosicché si tratterebbe di una 
lunghezza (sul tipo ad es. della media distanza molecolare) dipendente 
esclusivamente dalla struttura del corpo (0 meglio dei due corpi a 
contatto) e non dalla configurazione geometrica. In via grossolana- 
mente intuitiva, codesta lunghezza h si pud mettere in relazione colla 
dimensione media delle rugosita delle due superficie, da cui dipende 
il reciproco attrito. 

Certo la conclusione non appare tale da costituire una base sod- 
disfacente ad una teoria definitiva dell’ attrito volvente. Tuttavia i 
principi dianzi stabiliti rispondono abbastanza bene ai fatti osservati 
e conducono a formulare leggi generali sull’ attrito volvente, che ba- 
stano per i bisogni della tecnica. 


26. Nel caso del cilindro si e constatata l’attitudine del piano d’ap- 
poggio a reagire alla sollecitazione esterna, non solo con forze appli- 
cate nei punti di contatto (le solite reazioni d’attrito radente), ma 
anche (entro certi limiti) con un opportuno momento. Cid induce a 
ritenere che fenomeni analoghi si presentino anche nel caso di una 
sfera omogenea pesante, pure essa appoggiata su di un suolo oriz- 
zontale. 

Per es., se in un punto generico della superficie della sfera si fa 
agire una forza orizzontale #, comunque orientata, purché abbastanza 
piceola, l’ equilibrio seguitera a sussistere; e lo stesso pil general- 
mente avverra sotto una sollecitazione qualsiasi fino ad un certo grado 
di intensita. Cid vuol dire che dall’appoggio P si desta, non solo una 
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forza, ma anche, come se V appoggio ayvenisse in una areola cir- 
costante a P, un momento reattivo T', atto ad equilibrare il mo- 
mento rispetto a P(in generale non nullo) della sollecitazione esterna. 
Al momento I’ si da ilnome di attrito volvente; 
per caratterizzarlo giova considerare i suoi due 
componenti tangenziale e normale I’, e [’,,, detti 
rispettivamente attrito di rotolamento (o di se- 
conda specie) e attrito di giro 0 @imperniamento 
(o di terza specie). 

Per giustificare tali denominazioni, basta 
osservare quel che avviene nei casi particolari, 
in cui I é puramente tangenziale 0 puramente normale. 

Supponiamo in primo luogo che sulla sfera agisca un’ unica forza 
contenuta in un piano verticale = passante per il punto di appoggio P. 
Il suo momento rispetto a Pé perpendicolare a x e quindi puramente 
tangenziale alla sfera: onde, in condizioni di equilibrio, lo stesso 
accadra pel momento reattivo che deve essere direttamente opposto. 
Appena l’intensit& della forza supera un certo limite, si constata che 
la sfera comincia a mettersi in moto con un atto di moto rotatorio 
il cui asse di moto é precisamente quella tangente in P alla sfera, 
su cui giace il momento reattivo. Cosi, in condizioni statiche, si é 
condotti ad attribuire al momento reattivo tangenziale lV ufficio di 
impedire il rotolamento intorno all’asse che lo contiene; donde il 
nome di attrito di rotolamento. : 

Supponiamo invece che la sfera sia soggetta all’azione di due 
forze eguali ed opposte, situate in un medesimo piano orizzontale. 
Il momento di questa coppia, rispetto all’appoggio P, sara verticale; 
sara quindi puramente normale il momento reattivo, finché lequilibrio 
sussiste. Aumentando l’intensita della sollecitazione, si verifica che la 
sfera comincia a rotare intorno alla verticale di P, che é anche in 
questo caso la retta cui appartiene il momento reattivo. Cid lascia 
ragionevolmente presumere che, in condizioni statiche, codesto mo- 
mento vinca la tendenza del corpo a girare, come fosse imperniato, 
attorno alla normale al piano d’appoggio nel punto di contatto. EB 
percid che un momento reattivo normale al piano d’appoggio si chiama 
attrito di giro. 


27, Come gia nel caso tipico del cilindro, si pud ritenere che l’at- 
trito di rotolamento [', sia proporzionale al peso e che il fattore di 
proporzionalita (che é una lunghezza) sia sensibilmente indipendente 
dal raggio della sfera. Del pari, per Vattrito di giro I',; ma i due 
fattori di proporzionalita, che denoteremo con hy e hz, sono in gene- 
rale diversi, e precisamente si ha h,<h,. Ad es., per una sfera me- 
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tallica di 1 metro di diametro, appoggiata ad un suolo duro, si ha 
all ingrosso h,=0.07 mm., mentre h, conserva lo stesso ordine di 
grandezza indicato al n. 24, a proposito del rotolamento di un cilin- 
dro (4, =0.5 mm; cioé circa 7 volte superiore ad h,). 

Notiamo, infine, che il fattore h, ammette una interpretazione 
perfettamente analoga a quella data al n. 24, nel caso del cilindro, 
per il parametro h di attrito volvente; cioé h, é il massimo braccio 
rispetto al punto P che, senza turbar Vequilibrio, si pud attribuire 
ad una forza aggiuntiva verticale ed eguale al peso della sfera. Ana- 
logamente h, é il massimo braccio che si pud dare, senza pregiudizio 
dell’equilibrio, ad una coppia orizzontale di intensiti eguale al peso 
della sfera. 


28. I risultati sperimentali finora riferiti suggeriscono induzioni e 
generalizzazioni analoghe a quelle che si sono riconosciute attendi- 
bili nel caso dell’attrito radente. E precisamente si é tratti a presu- 

mere che: 


1. Se sulla sfera, oltre il peso (o invece del peso), agiscono altre 
forze quali si vogliano, varranno le stesse leggi, salvo a sostituire al 
peso la intensita della pressione normale, esercitata dalla sfera sul 
piano Wappoggio, o (cid ch’é lo stesso) la intensiti N della reazione 
normale offerta dal piano. 

S’intende che ia pressione deve supporsi rivolta verso |’ interno 
del suolo d’appoggio (e quindi la reazione verso l’esterno), altrimenti 
non si destano né forze, né momenti d’attrito. 


2. Se, pit generalmente, anziché d’una sfera a contatto con un 
piano si tratta d’un solido qualsiasi S, che tocca in un punto P una 
superficie materiale s, il momento d’attrito é legato alla reazione nor- 
male N da relazioni della stessa forma di quelle che convengono al 
caso sfera—piano. 

Cosi, in conclusione, quale sintesi di dirette constatazioni speri- 
mentali e di induzioni successive, possiamo enunciare la seguente 
legge generale dell’ attrito volvente: 

Se un solido S si appoggia per uno o pin punti sopra altri corpi, 
ogni appoggio P é atto a reagire (favorendo lV’ equilibrio) non solo con 
una forza @, contenuta nella falda esterna del cono d’attrito, ma ancora 
con un momento I, che puo a priori esplicarsi in qualsiasi direzione, 
ma non superare certi limiti di intensita dipendenti dalla sollecita- 
zione esterna e dalla natura materiale delle due superficie a contatto. 

Pit precisamente, ove si designino con N il valore assoluto della 
componente della forza reattiva @ secondo la normale x alla super- 
ficie d’appoggio in P; con I',e [,, i valori assoluti delle componenti 
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tangenziale (attrito di rotolamento) e normale ‘(attrito di giro) de 
momento I’, si ha in ogni caso: 
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dove i coefficienti h, ed h, designano due lunghezze sensibilmente 
indipendenti dalla sollecitazione esterna (e quindi da N), nonche dalla 
configurazione geometrica della superficie di contatto. 


29. Non occorre insistere, a proposito dell’ attrito volvente, sulla 
circostanza rilevata al n. 12, a proposito dell’ attrito radente, cioe che 
il prescinderne, nelle questioni statiche, da maggior garanzia per l’e- 
quilibrio. Con cio infatti si vengono a trascurare delle azioni, che 
possono destarsi soltanto in senso favorevole all’ equilibrio e sareb- 
bero capaci di assicurarlo anche se la sollecitazione effettiva, senza 
‘soddisfare esattamente alle condizioni di equilibrio in assenza d’ at- 
trito, se ne discostasse abbastanza poco. 

Per molti casi di equilibrio interessanti in pratica, non é essen- 
ziale tener conto dell’ attrito, né radente, né volvente: ivi € comodo - 
(e prudente) il prescinderne (cfr. il § 4). In altri casi (cfr. il n. 16) 
é essenziale l’attrito radente, ma non il volvente, e per la stessa 
ragione conviene prescindere da quest’ ultimo, tanto pit che, quando 
ci si pone in condizioni di compatibilita, si riscontra (n. 23) che gli 
effetti dell’ attrito volvente sono di un ordine di grandezza assai pic- 
colo, rispetto a quelli dovuti all’ attrito radente. 

Finalmente vi sono anche casi (quali gli esempi analizzati nel 
presente §), che pure hanno importanza per le applicazioni, in cui e 
indispensabile tener conto dell’ attrito volvente per rispecchiare i 
tratti salienti del fenomeno reale. La regola generale enunciata per- 
mette appunto d’impostare e di discutere siffatte questioni. 


§ 7. - Moto incipiente di una locomotiva. 
Massimo sforzo di trazione. 


30. Come applicazione riassuntiva delle nozioni sull’ attrito, consi- 
deriamo una locomotiva di peso totale P, installata su » paia di 
ruote, la quale debba trainare un treno; e immaginiamo che essa, 
sotto lazione del vapore, sia sul punto di mettersi in moto in quel 
modo che si richiede in condizioni di regolare funzionamento, cioe 
per puro rotolamento (senza strisciamento) delle ruote sul binario. 

Le forze in giuoco saranno in istato di equilibrio limite rispetto 
al rotolamento, talche ogni appoggio offrira il massimo momento di 
rotolamento di cui € capace; mentre, in quanto escludiamo che stiane 


per avvenire degli strisciamenti, non é detto che le reazioni di attrito 
radente siano le pit. grandi possibili. Comunque, considerando il sistema 
materiale locomotiva (telaio e ruote), dovremo ritenere tuttora soddi- 
sfatte le equazioni cardinali dell’ equilibrio. E qui, per le deduzioni 
che abbiamo in vista, bastera tener conto dell’ annullarsi del risul- 
tante di tutte le forze esterne, le quali, astrazion fatta dalla resistenza 
dell aria (e dagli attriti di rotolamento, che, come si é visto al § prec., 
sono schematizzabili con coppie e percid hanno risultante nullo), si 
riducono alle seguenti: 

1. il peso P della locomotiva; 

2. le 2n reazioni offerte dalle rotaie alle singole ruote; 

3. la reazione d’attacco del treno, eguale ed opposta allo sforzo 
di trazione t, imposto alla locomotiva perché smuova il treno stesso. 

Supposta la linea orizzontale, le forze verticali si riducono al 

peso P e alle reazioni normali N,, N,,..., Me, dei singoli appoggi 
{tutte necessariamente dirette verso l’ alto), onde si dovra avere in 


primo luogo 
2n 
(6) 2;N;= P, 


ed-anzi si potra senz’ altro supporre che il peso si scarichi uniforme- 
mente sui 2” appoggi. 

_ Ma devono pur farsi equilibrio le forze orizzontali, cioe la reazione 
d’attacco e gli attriti negli appoggi, il che si traduce nella relazione 
vettoriale : 

Sforzo di trazione t = Risultante degli attriti provenienti dagli 
_appoggi. 

‘Cio mette intanto in evidenza una circostanza importante (e a 
prima vista paradossale). La risultante degli attriti, essendo diretta 
appunto come lo sforzo di trazione, cioé nel senso del moto, sembra 
assumere, di fronte all’aspetto complessivo del fenomeno, il carattere 
di forza motrice. Ma in realta J’ attrito radente degli appoggi non va 
considerato qui né come motore né come resistente, giacche, in quanto 
le ruote non strisciano, il punto di contatto di ciascuna di esse, come 
appartenente al rispettivo asse di moto, ha velocita nulla. La vera 
resistenza passiva @, nel sistema qui considerato, /’ attrito volvente, 
che deve essere vinto dal momento motore, trasmesso dalla pres- 
sione del vapore, per mezzo degli stantuffi, delle bielle, ecc., agli 
assi delle ruote. 

In secondo luogo dalla condizione di equilibrio suddetta si deduce, 
in quanto il valore assoluto del risultante non supera la somma dei 
yalori assoluti dei componenti, la relazione 


t< Somma dei valori assoluti degli attriti. 
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Poiché !’ attrito in ogni singolo appoggio, in cui sia N; la inten- 
sita nella rispettiva reazione normale ed /f; il corrispondente coeffi- 
ciente di attrito, non pud ee {;N;, avremo 
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ossia, indicando con f il massimo degli f; (e in pratica si puod rite- 
nere f;=/ per tutte le 2” ruote) e tenendo conto della (6), 
bce T<fP, 

cosicché si perviene all’importante risultato che: 

La prestazione di una locomotiva (cioé lo sforzo di traino di cui 
essa @ capace) non pud superare una certa frazione f del suo peso, o 
pit. precisamente, il massimo attrito radente che puod destarsi tra 
ruote motrici e rotaie. 

Questa frazione che dicesi coefficiente di aderenza, oscilla fra 1/5 
ed '/,,, secondo lo stato delle superficie a contatto; e mediante getti 
d’acqua o di sabbia sulle rotaie pud essere artificialmente mantenuta 
alta (fin quasi ad '/,). Ma in pratica, con una locomotiva a servizio 
normale, si utilizza circa 1/, P. 

Restando nelle generalita, la precedente diseguaglianza rende 
ragione del peso sempre crescente delle locomotive moderne. Non 
basta aumentare la potenza; perché questa possa utilmente esplicarsi, 
occorre un peso sufficiente. 


31. Cid é tanto pil necessario, quando si tratta di linee in pen- 
denza. 

Se « € linclinazione sull’ orizzonte, VY aderenza (cioé la reazione 
normale del binario) é ridotta a Pcos«, mentre nella ascesa aumenta 
lo sforzo di trazione, dovendosi sostituire al t, che a parita di altre 
condizioni si avrebbe su linea orizzontale, la somma t-+-q sina, 
ove con q si denoti il peso totale dell"futero oe: compresa la 
locomotiva.. 

Cid si vede in modo analogo a quello indicato nei nn. precedenti: 
basta qui ancora proiettare la prima condizione cardinale dell’ equi- 
librio (risultante — 0) sulla normale al piano stradale e su questo 
piano, avvertendo soltanto che normale e piano non sono pit rispet~ 
tivamente verticale e orizzontale. 
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CAPITOLO XIII. 


STATICA DEI SISTEMI ARTICOLATI E DEI FILI. 


§ 1. - Sistemi articolati. — Sforzi. — Sollecitazioni nodali. 


1. Chiamasi sistema articolato ogni sistema di aste rigide, assimi- 
labili a segmenti materiali rettilinei, collegate fra loro agli estremi 


mediante cerniere (sferiche), assimilabili alla lor volta a punti mate- 


riali. Questi punti-cerniera diconsi nodi del sistema. Un tipo impor- 

tante di sistemi articolati si ha nelle cosidette travature reticolari, la 
cui struttura pud essere svariatissima: un 
esempio dei pit. semplici é rappresentato sche- 
maticamente nell’ annessa figura. 

Senza pregiudizio della generalita possiamo. 
limitarci a considerare sistemi articolati connessi, cioé possiamo esclu- 
dere i sistemi costituiti da due o pit sistemi parziali non aventi fra 
loro alcun ‘collegamento. Quando la configurazione geometrica del 
sistema @ data da una poligonale semplice aperta, per modo che non 
si pud sopprimere alcuna asta (intermedia) senza togliere al sistema la 
connessione, il sistema dicesi semplicemente connesso. Dicesi, invece, 
molteplicemente connesso quando @ possibile, almeno in un modo, sop- 
primere un’ asta (non terminale) senza che il sistema perda la con- 
nessione: tale é quindi, in particolare, ogni sistema la cui configura- 
zione sia data da un poligono semplice (chiuso, piano 0 sghembo). 


2. Ci proponiamo di studiare le condizioni di equilibrio di un. 
sistema articolato. 

Per quel che riguarda la ricerca di condizioni sufficienti, non é 
evidentemente lecito limitarsi alle equazioni cardinali, giacché qui 
non si tratta di sistemi rigidi, bensi di sistemi deformabili, costituiti 
da parti rigide (aste a cerniera) fra loro collegate. Ma a quella stessa 
guisa che I’ equilibrio di un sistema materiale qualsiasi ¢ assicurato, 
quando ogni suo singolo punto (od elemento) materiale sia in equi- 


librio sotto la sollecitazione di tutte le forze (esterne ed interne) che 
agiscono su di esso (principio di disgregazione), cosi nel caso di un 
sistema articolato si avr& certamente equilibrio, quando ogni sua 
parte elementare, cioe ogni asta ed ogni cerniera, sia di per sé in 
equilibrio sotto la sollecitazione delle eventuali forze esterne agenti 
su di essa e delle reazioni che essa subisce per effetto del suo colle- 
gamento colle altre parti del sistema. 

Di qui, per la. definizione stessa del sistema articolato, si ha una 
semplificazione notevole: le singole cerniere sono assimilabili a punti 
materiali, talché, in conclusione, ogni sistema articolato va sempli- 
cemente considerato come un sistema di aste rigide e di punti mate- 
riali o modi. Questi nodi conservano nel sistema la loro individualita ; 
e, a caratterizzarne lufficio di cerniere, noi ammetteremo che ogni 
asta sia collegata, a ciascun suo estremo, col nodo corrispondente, 
ma non direttamente colle altre aste che vi concorrono. Insomma, 
come norma di rappresentazione schematica, giova immaginare in 
ogni nodo, in cui concorrono 7 aste, 7+-1 elementi materiali, cioe 
il nodo stesso e gli m estremi delle aste concorrenti, i ‘quali ultimi 
sono collegati ciascuno col nodo, ma non direttamente fra loro. 

Da tutto cid risulta che per l’equilibrio di un sistema articolato 
saranno necessarie e sufficienti due classi di condizioni: 

a) le condizioni che esprimono che ogni asta AB si trova in 
equilibrio sotto la sollecitazione esterna delle forze direttamente appli- 
cate ad essa e delle due reazioni @4 e @z, provenienti dal collega- 
mento coi nodi A, B: queste due reazioni diconsi gli sforzi esercitati 
dai due nodi sull’ asta; 

b) le condizioni che esprimono che per ogni nodo A é nulla la 
risultante delle forze direttamente applicate ad esso e delle azioni 
Wri, Wos,... che il nodo A risente dalle varie aste BA, CA,..., che vi 
concorrono. Naturalmente, per lo sforzo @,4 che una generica asta AB 
subisce dal nodo 4 e l’azione Wea che J’asta stessa esercita sul nodo 
(forze interne al sistema) vale il principio di reazione, taleché avremo 

Wea — pa. 


5. Fra le possibili sollecitazioni esterne di un sistema articolato 
hanno un particolare interesse quelle, in cui le forze attive sono 
esclusivamente applicate ai’ nodi. 

In tal caso ogni singola asta AB del sistema é@ esclusivamente 
soggetta all azione dei due sforzi 4, de che essa subisce agli 
estremi dai nodi A e B; e le condizioni di equilibrio a) esprimeno 
semplicemente che, per ogni asta, i due sforzi, dovendosi equilibrare 
{Cap. prec., n. 3), sono direttamente opposti. Se sono diretti entrambi 
verso interno dell’ asta, i due sforzi diconsi pressioni e VY asta, che 
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deve resistere ad una compressione, chiamasi puntone; mentre, invece, 
se i due sforzi sono diretti verso l’esterno, si chiamano tensioni e 


Pasta, che deve resistere ad una trazione, si dice tirante. 


4. L’importanza delle sollecitazioni puramente nodali dipende da 
una duplice ragione. Anzitutto in molte applicazioni concrete la 
sollecitazione di un sistema articolato si pud ritenere puramente 
nodale non proprio in via assoluta, giacché, nell’ ordinario campo 
terrestre, ogni asta é@ certamente soggetta all’azione della gravita, 
ma almeno in via di approssimazione, in quanto il peso proprio di 
ciascuna asta risulta spesso trascurabile rispetto alle forze diretta- 
mente applicate ai nodi. 

D’altra parte sussiste importante teorema: Per ogni qualsiasi 
sollecitazione X% di un sistema articolato, si pud definire una. sollecita- 
zione puramente nodale X*, staticamente equivalente alla data, cioe 
tale che la configurazione di equilibrio del sistema sotto la sollecita- 
_zione &* non differisce da quella che, per lo stesso sistema, si avrebbe 
di fronte alla data sollecitazione 2X. 

Rinunciamo, per non dilungarci troppo, a dimostrare questo teorema 
che, per altro, nel seguito considereremo come acquisito; talché nello 
studio dei problemi di equilibrio saremo in ogni caso condotti a tener 
conto esclusivamente di condizioni della specie b) del n. 2. 


§ 2. - Sistemi articolati semplicemenate connessi. 


5. EQUAZIONI DELL’ EQUILIBRIO. — Lasciando le generalita, occu- 
piamoci dei sistemi ‘semplicemente connessi. La configurazione di 
equilibrio, necessariamente poligonale, assunta da ogni siffatto sistema 
articolato, sotto una data sollecitazione, dicesi poligono funicolare (in 
vista di una interessante interpretazione che indicheremo pit tardi). 

Per lo studio dei poligoni funicolari possibili per un dato sistema 
articolato, possiamo limitarci, in base al n. prec., a considerare esclu- 
sivamente sollecitazioni nodali. 

Detti P,, P;,--., P, i nodi-del sistema (dei quali, per Y ipotesi 
della connessione semplice, P, é distinto da P,) indichiamo con F,, 
F,,..., #,, le forze esterne ad essi rispettivamente applicate. Quanto 
agli sforzi (incogniti) é perfettamente inutile, come tosto vedremo, 
conservare la doppia designazione We  usata ai nn. prec. per 
quelli relativi ai nodi e quelli relativi alle aste. Se infatti conside- 
riamo un’asta generica P;P;4;1e conveniamo di denotare con @i+1.: 
e @ii+1 gli sforzi che essa risente negli estremi P; e P;,1 rispettiva- 
mente, avremo, trattandosi di una sollecitazione puramente nodale (n. 3), 


(4) @ri41 = — Die i. 
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D’altra parte, pel principio di reazione, il nodo P; subisce per 
effetto del collegamento coll’asta P; Pi;1 uno sforzo che é diretta- 
mente opposto a @;4,1; e che percid, in base alla (4), si identifica 
con @ii+1- 

Prima di proceder oltre, convien fissare l’attenzione sulla nota- 
zione cosi introdotta per gli sforzi. In ogni simbolo @;i41 0 @i+1.3 
i due indici designano l’asta cui si jriferisce lo sforzo, sia che si 
tratti degli sforzi da essa subiti o di quelli da essa esercitati sui 
nodi, cui @ collegata. Pi precisamente se l’asta si considera come 
passiva, @ il secondo indice che, secondo le convenzioni pocanzi adot- 
tate, denota l’estremo dell’ asta a cui lo sforzo é applicato; se invece 
si fissa l’ attenzione su di un nodo, p. es. Pi , con che le aste ad esso 
collegate sono Pi-1 Pi e Pi P:+1, gli sforzi da esse esercitate su P; sono 
rispettivamente @;.;--1 e @ii+1, talche e il primo indice che individua 
il nodo eui lo sforzo @ applicato. 

Importa ancora osservare che, quando uno sforzo Mi.i+1 (0 Bi4+1.4) 
ha carattere di tensione, |’ ordine i, i++ 1 (0, rispettivamente, 7 -+- 1, 7) 
degli indici € conforme al verso Pi Piti (0 Pi41 Pi ) in cui si eser- 
cita lo sforzo (sia sull’estremo P11 dell’ asta P, Pi+1 che sul nodo P, ). 

Giova infine avvertire che, almeno concettualmente, nelle consi- 
derazioni statiche che seguono, si puod limitarsi, in base alle (4), a far 
intervenire come elementi ausiliari gli sforzi del tipo @;;41, essendo 
quegli altri, in cui c’é inversione negli indici, eguali e direttamente 
opposti. 

Cid premesso, esprimiamo le condizioni di equilibrio, che, come si 
é visto al n. prec., saranno esclusivamente della classe b) del n. 2. 
Poiché su ciascun nodo intermedio P; (i = 2,3,...,2— 1) agiscono 
tre forze, cioe la F; e le due forze provenienti dalle due aste P_; P; e 
P; Pi+1, che come si é visto or ora sono 
date da 


Ori = O27 He Oy a 
dovremo porre 
(5) FF, — @ 144 @.541=0 
(ts 2, 8 eis) 


@ 


Invece in ciascuno dei nodi estremi P, e P, la forza direttamente 
applicata deve risultare equilibrata da un’ unica reazione e si dovra 
avere 


(6) Fy —+- D> — 0, F, Fem @Pn—1i.n ea) 


Nel loro complesso le (5), (6), come quelle che assicurano I’ equili- 


i 
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brio delle singole parti rigide del sistema, danno le condizioni neces- 
sarie e sufficienti per lV’ equilibrio del sistema articolato (semplicemente 
connesso). 

Le (5) diconsi equazioni indefinite dell’ equilibrio ; le (6), relative 
ai nodi estremi, equazione ai limiti. 

Se si nota che gli sforzi @ hanno per linee d’ azione i lati del 
poligono funicolare, si vede come Il’ equilibrio importi delle relazioni 
fra le forze esterne, la configurazione geometrica e le intensitd degli 
sforzi. 

Nella maggior parte dei casi pratici, gli sforzi non figurano fra i 
dati della questione, ed é richiesto di valutarli, supponendosi asse- 
gnato il poligono funicolare; oppure I’ incognita principale é la confi- 
gurazione di equilibrio, e si cerca di desumerla dai dati della questione, 
eliminando, 0 almeno trattando come incognite ausiliarie, le intensita 
degli sforzi. 


6. Naturalmente perche I equilibrio del sistema articolato sia possi- 
bile devono essere soddisfatte, anche in ‘questo caso come in ogni 
altro possibile, le equazioni cardinal ; cioe il sistema di vettori appli- 
eati che rappresentano le forze esterne #; deve essere equivalente 
allo zero. Di qui si arguisce a priori che quest’ ultima condizione 
deve essere implicita nelle equazioni vettoriali (5), (6); ma é@ pur 
facile verificarlo a posteriori. 

Si rifletta, invero, che ciascuna delle equazioni (5) e (6), in quanto 
riguarda due o tre forze le cui linee d’azione concorrono in un mede- 
simo punto, e quindi aventi tutte momento nullo rispetto al punto, 
si puo interpretare, non soltanto come una equipollenza, ma come 
una relazione di equivalenza tra sistemi di vettori applicati (I; 
n. 39). Tale, quindi, risulta l’equazione che si ottiene sommando 
membro a membro le (5), (6) e che, ove si tenga conto delle (4), si 
riduce alla 

F,4+F,+...+F,=0; 


essa dice appunto che il sistema dei vettori applicati #; é equivalente 
allo zero. 

Questa equivalenza @ dunque una conseguenza delle equazioni 
vettoriali (5) e (6), le quali, per altro, in quanto sono, non soltanto 
necessarie, ma anche sufficienti per l’equilibrio del sistema articolato, 
implicano in generale condizioni ulteriori. 

Queste ulteriori condizioni risultano precisate dal teorema che 
dimostreremo al n. seg. e che fornisce, per le condizioni di equilibrio 
di un sistema articolato semplicemente connesso, una forma mecca- 
nicamente espressiva e comoda per talune applicazioni. 


Ws 


308°. CAPITOLO TREDICESIMO OLE 


7. Perché un sistema articolato semplicemente connesso, soggetto ad 
una data sollecitazione esterna, sia in equilibrio, & necessario é suffi- 
ciente che il sistema delle forze esterne sia vettorialmente equivalente a 
zero e che inoltre sia nullo, per ogni singolo nodo, il momento risul- 
tante delle forze esterne applicate ai nodi precedenti (0 seguenti). 

Per dimostrare in primo luogo che le enunciate condizioni sono 
necessarie per l’equilibrio, ricordiamo anzitutto che in condizioni 
statiche, cioe quando son verificate le equazioni (5), (6), il sistema 
delle forze esterne F'; é vettorialmente equivalente a zero. Inoltre, 
se si sommano membro a membro la prima delle (6) e le prime 7 — 1 
delle (5), considerate tutte come relazioni di equivalenza tra sistemi 
_ di vettori applicati, otteniamo, tenendo conto delle (4), 1 
(7) Fy By ... + + Gis —9; 
la quale dice che il sistema di forze esterne F,, F,,..., Fi & vetto- 
rialmente equivalente all’unico sforzo — @ji+1—=@i+1.: applicato 
in P;, ed ha percid momento risultante nullo rispetto a codesto nodo. 

Viceversa, se si suppongono soddisfatte le condizioni dell’ enun- 
ciato, abbiamo anzitutto la relazione di equivalenza 


(8) BBs PS 


ed inoltre il sistema di forze esterne F,, F,,..., M: (per 1=1, 
2,..., m—1), avendo momento risultante nullo rispetto al nodo FP , 
é vettorialmente equivalente (I; n. 40) ad un unico vettore appli- 
cato in P; , che potremo denotare con @i+1i= — Mii+1, talehe 
varranno le (7) per 7=1, 2,..., m —1, tutte come relazioni di equi- 
valenza. Sottraendo membro a membro dalla (8) la (7) peri =n — 1 
e da ciascuna delle (7) quella di indice immediatamente inferiore, 
otteniamo successivamente le 


— Pr_-in= 0, Fi — @i-14 + Oi r= 0 (=n —1,n—2,...,2), 

le quali associate all’ ultima delle (7), cioé a 
FP, + ®,,, = 0 ) 

hanno precisamente la forma delle equazioni di equilibrio (indefinite 
e ai limiti) del sistema articolato (n. 5). Risultera provato che I’ equi- 
librio sussiste, non appena avremo riconosciuto che i vettori appli- 
eati @ii+1, che noi abbiamo definito formalmente mediante le (7), 
hanno il carattere di sforzi, cioé, precisamente, hanno ciascuno oe 
linea d@’azione la retta dell’ asta corrispondente P; Pi+1. 

A tale scopo si consideri la relazione di equivalenza 

Fe — 141 + Oui+1=—0, 
ossia 
Fe + O34. = O11, 


 e si ricordi 


ss 
€ 


che i due vettori applicati #; e @ii+1 hanno entrambi 
per origine il punto P; (il primo per definizione, il secondo come conse- 

- guenza delle nostre ipotesi), cosicché rispetto a codesto nodo é nullo 
il loro momento risultante. Sara percid nullo anche il momento 
rispetto a P; del vettore equivalente @,;—;.;, il quale, essendo appli- 
eato in Pi_1, ha appunto come linea di azione la Pi_1 P, . 

8. POLIGONO DELLE FORZE 0 DEL VARIGNON. — La condizione 
(necessaria per |’ equilibrio di un sistema articolato semplicemente 
connesso P, P,... P,),che la risultante delle forze esterne #; sia nulla, 
si traduce nel fatto che, se a partire da un qualsiasi punto Q, si 
prendono 7 vettori applicati consecutivi ed ordinatamente equipollenti 
ad #,, #,,..., #,,, si ottiene un poligono chiuso; in altre parole, 
se prefissato Q,, si prendono gli nm — 1 punti Q., Q3,..., Q, definiti 
successivamente dalle equipollenze 


ee = 0, = FO; = 0, =F, 2-5 Oy — Cn a = Fa | 
risulta di conseguenza 
(9’) Q1 oe, Vn => Ec, ¢ 


Il poligono (chiuso) Q, Q,... Q,, che si vien cosi ad associare ad 
ogni poligono funicolare P, P,...P,, dicesi poligono delle forze o del 
VARIGNON, Esso gode di una proprieta caratteristica, che qui ci propo- 
niamo di stabilire e che permette di ridurre a semplici costruzioni 
geometriche i problemi di equilibrio dei sistemi articolati semplice- 
mente connessi. 


9. Nel poligono delle forze Q, Q.... Qn, associato ad un poligono 
funicolare P, P,...P,, 4 lati e le diagonali Q. 91,93 Q1,--+» Qn, 
orientati verso @,, sono ordinatamente equipollenti agli sforzi @,.., 
®, Bree) @Pn—-in. 

Cominciando, infatti, da Q,Q,, basta ricordare che, per la costru- 
zione del poligono delle forze Q.Q, = — 9; Q. € equipollente a — F’, 
e che, per la prima delle (6), questo vettore @ equipollente a ,.. 

Quanto a Q; Q,, si riprenda la (5) per i= 2, cioé la 

F,— @,.+@8,; = 09. 
Tenendo conto del risultato or ora ottenuto e ricordando che, per 


costruzione, Q, Ys ¢ equipollente ad F,, la {precedente equipollenza 
si puo scrivere 

(Qs — Q2) — (Q1 — G2) + Pers = 9 
ossia 


@P, , — (Q2 — Qs) + (91 — Q2)5 


onde si conclude che Q, — Q, @ equipollente a @,.5. 


pe ay ata a 
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E cosi si continua fino al vettore applicato Q, @,, che essendo 
equipollente ad F,,, risulta pur equipollente, per la seconda delle 
(6), allo sforzo @,—1.n. 

Viceversa, se ad una qualsiasi poligonale P, Ps... Py si puo associare 
un poligono chiuso Q, Qs... Qn, tale che le rette Q, Q1, Vs Q1,+--» On 
dei lati e delle diagonali concorrenti in Q, risultino ordinatamente 
DONO ELE UPS Pe PPT, Sa scppl nd gel ok gmk ain ee costituisce un poli- 
gono funicolare, di cui Q, Qo... Qn & i poligono delle forze. 

Infatti, se il sistema articolato P, P,...P,, si immagina sottoposto 
nei nodi P,, P,,..., P, a forze ordinatamente equipollenti a @, 2, 
Q29s5--+> QnQ1, @ si assumono per gli sforzi @,.., Des, .--,@n—1.0 i 
valori assoluti, le direzioni e i versi di Q. Q,, Qs V2,---+) Qn Qi rispet- 
tivamente, risultano senz’ altro verificate, per le ipotesi ammesse sui 
due poligoni, le condizioni (5) e (6), necessarie e sufficienti per V equi- 
librio del sistema articolato. 


10. La proprieta caratteristica cosi dimostrata pel poligono delle 
forze permette, come gia accennammo, di risolvere con costruzioni 
geometriche dirette i problemi concernenti I’ equilibrio dei sistemi 
articolati semplicemente connessi. 

Per dare un esempio tipico delle applicazioni di codesto metodo, 
consideriamo un sistema articolato P, P,...P,,, attaccato a cerniera 
all’estremo P, in un punto fisso e avente liberi l’ altro estremo e i 
nodi intermedi (salvi, beninteso, i vincoli provenienti dal collega- 
mento colle aste). Immaginando applicate agli n — 1 nodi P,, P;,..., Py 
certe date forze #,, #;,..., H,, proponiamoci di determinare il 
poligono funicolare (o configurazione di equilibrio del sistema) e la 
reazione di attacco nell’estremo P,. 

Anzitutto il poligono delle forze si puo costruire immediatamente 
conducendo, a partire da un qualsiasi punto Q, i vettori applicati 
Qe Vs, Vs Vay-+, On QO, oOrdinatamente equipollenti ad F,, F, ,..., F,,; 
dopo di che il vettore di chiusura Q, Y, rappresenta, in intensita, 
direzione e verso, la reazione di attacco FF. 

Quanto poi al poligono funicolare, si ricordi che i suoi lati deb- 
bono risultare paralleli rispettivamente a @,Q1, Q3Q1,---, Qn Q1- 
Percid, a partire dal punto fisso P,, si dovra dirigere la prima asta 
P,P, parallelamente a Q,Q2, nell’uno o nell’altro dei due versi 
possibili; e resta questa ambiguita di verso finché non si sappia a 
priori se lo sforzo @,,, debba essere una tensione o una pressione. 
Fissato P,, si ottiene la posizione di P,, orientando l’asta P, P, paral- 
lelamente a Q,Q;, nell’uno o nell’altro verso, secondo quanto s’¢ 
detto or ora; e cos) via, finché dirigendo la Pn—1 P, Eparallelamente 
a QQ, (nello stesso verso o nell’ opposto) si ottiene la posizione di 
equilibrio dell’ estremo libero P,. 
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11. FORZE PARALLELE. — Meno semplice che nel caso precedente 
riesce la costruzione geometrica del poligono funicolare, quando il 
sistema articolato @ attaccato (per mezzo di cerniere) a punti fissi 
in entrambi gli estremi P,, P,, e son date le forze applicate ‘agli 
n — 2 nodi intermedi. Noi qui ci limiteremo a discutere questo pro- 
blema di equilibrio nel caso in cui codeste » — 2 forze F,, F,..., 
F,,-, sono parallele e di verso concorde; e notiamo subito che questa 
speciale ipotesi merita di essere presa in considerazione, come quella 
che si trova realizzata, quando le forze esterne agenti sul sistema 
sono altrettanti pesi. 

Anzitutto @ facile persuadersi che, anche indipendentemente dalla 
circostanza che gli estremi siano fissati, quando, in una sollecitazione 
nodale atta a mantener V equilibrio, le forze direttamente applicate wm 
nodi intermedi sono parallele (e di verso qualsiasi) il poligono funi- 
colare & piano. 

Infatti in tal caso i lati 0.93, 93 Q4,---, Qa—1Q, del poligono 
delle forze risultano per diritto, cosicché, qualunque sia per essere 


la posizione del residuo vertice Q,, i vettori applicati Q,Q,, V3 Q1,---5 


On Q,, che rappresentano gli sforzi, risultano complanari, e tali saranno 
altresi i lati P, P,, P:; P;,..., P,_1P, del poligono funicolare, in quanto 
debbono essere rispettivamente paralleli a quelli. 


12. Cid premesso, riprendiamo l’ipotesi che siano fissate le posi- 
zioni dei due estremi P,, P,, e, interpretando, come é lecito, le m — 2 
forze parallele F,, F,,..., #,,-, come pesi, indichiamone le inten- 
sita rispettivamente con 2, #3,---)n—1 

Per determinare il poligono funicolare, procediamo per via anali- 
tica. Nel piano verticale per P, e P,, in cui necessariamente si dispone 
il poligono funicolare (n. prec.), assumiamo un sistema cartesiano 
ortogonale Oxy coll’asse y orientato verso |’ alto, e denotiamo con ,, 
We Ok, ¥,, 1c -coordinate di P,, P, e con.t,, ly,,....; m—1 le lun- 
ghezze, pur esse conosciute per dato, delle aste P,P,, P,P;,..., PyiPy. 

Come incognite principali del problema, assumiamo gli angoli x, , 
dy ,+++,) %—1 Che codeste aste (orientate ciascuna nel verso di percor- 
renza della funicolare da P, a P,) formano coll’asse orientato delle 
x; e notiamo subito che per determinarle dovremo ricorrere alle 
equazioni (5), (6) dell’ equilibrio. Anzi bastera tener conto delle equa- 
zioni indefinite 
(5) Pie iene Oat. OO 2, Ba 1), 
poiché le (6) contengono, si pud dire, soltanto la definizione di due 
ulteriori incognite (le azioni #, ed #,, subite dai nodi d’ attacco 
P, e P,) e non interessano la configurazione del poligono. Ora le (5) 
(che sono » — 2 equazioni vettoriali nel piano) si traducono in 2 (7 — 2) 
equazioni scalari tra le compenenti orizzontali e verticali. Siccome le 


componenti orizzontali delle 27; sono nulle, cosi, proiettando sull’asse 
a, riconosciamo anzitutto che: I vari sforzi ®1 2, Pes3,.--, Bn-19. 
hanno tutti la stessa componente orizzontale. , 
E qui possiamo limitarci a considerare il caso in cui codesta 
componente orizzontale costante, che designeremo con g, é diversa 
da zero. Infatti, in primo Juogo, se qualeuno degli sforzi si annulla, 
si pud -immaginare tolta la connessione nel nodo corrispondente senza 
turbare I’ equilibrio, e il problema é, per cosi dire, riducibile a due 
o piu problemi distinti, concernenti poligoni con un numero minore 
di aste. Escluso, come é naturale, questo caso, nessuno sforzo dovra 
ritenersi nullo; e allora l’ipotesi ¢ — 0 implichera che gli sforzi, e 
con essi i lati del poligono funicolare, siano tutti verticali. Se si 


prescinde dal caso privo di interesse che P, e P, si trovino sulla 


medesima verticale, rimane senz’ altro esclusa la detta eventualita, 
onde si deve ritenere = 0. 

Ora assumendo la ¢ come incognita ausiliaria, siamo anzitutto in 
grado di esprimere per ¢ e per le incognite principali o,, ¢,,..., 
%,—1 le componenti verticali degli sforzi. Basta osservare che, avendo 
essi ordinatamente per linee d’azione P, P,, P,fs,-.., Pro Pn, i 
rapporti (certamente finiti per l’ ipotesi ¢ = 0) fra le componenti vertiecali 
ele orizzontali sono espressi (qualunque sia il verso dei singoli sforzi} 
dalle tangenti degli angoli d’inclinazione a, o.,..., an—1, cosieché 
le componenti verticali valgono ordinatamente 


¢ tga, PtEce,..., PIS ey. 

La proiezione delle (5) sull’asse y (verticale e diretto verso l’alte) 
da percid luogo alle equazioni 
(10) pi +o tga_1—gptga —0 (-22'2). Dares ee 
cui bisogna associare quelle che legano 2,, y, alle 7,, y,, alle l e 
alle « Queste due equazioni si ottengono nel modo pit semplice 
proiettando il poligono funicolare P, P,...Pn—1P,, sui due assi coor- 
dinati ed esprimendo che queste proiezioni altro non sono che 
Hn — I, Yn — Yr: 

Otteniamo cosi é 


n-1 
Vg = Fy oy ly RORAS, 
1 


(11) \ n—1 
{ Yn=H+ 30k sing . 
\ 1 
Le (10), (11) costituiscono complessivamente » equazioni fra altret- 
tante incognite a, ¢,,..., Mn, ¢. Per risolverle, giova porre 
v 
(fey 
XI © b) 


a a hie é Bee tiisente lecito, porns. per 1 osservazione fatta, » si e 
potuto supporre non nulla. Con cid si ha dalle (10) (sommando dal- 
Vindice 2 fino ad un indice generico i, e sopprimendo i termini © te as, 


¢tga,,..., ¢tga_—1, comuni ai due een): 
(107) b+ of Di 
ae ee oe Os eee ye Ly 


La tangente di ogni a , per mezzo della posizione tga,=/o e 
delle (10’), si trova espressa per ) e ~. Se ne ricavano ovviamente 
CoS a e sin a e portando i loro valori nelle (11), si hanno infine due 


equazioni algebriche fra ¢ e #, atte a determinarle. Tuttavia si deve 


avvertire che la effettiva determinazione risulta in generale piuttosto 


complicata: per 2 = 3, la posizione di P, rimane senz’ altro indivi-. 


duata, essendo date le lunghezze P, P,, P, P;; ma gid per n= 4, le 


equazioni in ¢ e , liberate dai radicali, presentano un grado discre- 


tamente elevato. 
§ 3. - Fili flessibili ed inestendibili. 


{3. DEFINIZIONE E POSTULATO CARATTERISTICO. — Considerazioni 
analoghe a quelle applicate nel § prec. ai sistemi articolati sempli- 
cemente connessi permettono di trattare i problemi di equilibrio dei 
fili flessibili ed inestendibili, ove con siffatte qualifiche si intenda carat- 
terizzare ogni sistema materiale.ad una dimensione (X; n. 5) tale che: 

a) sia possibile, esercitando convenienti HS atteggiare il filo 
secondo una linea geometrica qualsiasi; 

b) presi comunque sul filo due punti, arco fra essi compreso 
conservi, in ogni possibile configurazione, la medesima lunghezza. 

Come postulato caratteristico dei fili, ammetteremo il seguente 

_prinecipio statico, che ha carattere di immediata evidenza fisica : Con- 
dizione necessaria e sufficiente per Vequilibrio di un tratto AB di filo 
flessibile e inestendibile, sollecitato esclusivamente da due forze I',, Fy 
applicate agli estremi, si é che le due forze siano direttamente opposte, 
e dirette verso Vesterno di AB. : 

Per brevita, nel seguito di questo Cap., parlando di fili, sottinten- 
deremo sempre che essi siano flessibili e inestendibili, cioé dotati 
delle proprieta a), b) or ora indicate. 


14. Tensioner. — Dal postulato del n. prec. segue subito un’impor- 
tante conseguenza. Fissato un punto qualsiasi P del filo fra A e B, 
applichiamo ad uno dei due tratti di filo, p. es. ad AP, le condizioni 
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cardinali di equilibrio. Poiché le forze esterne (rispetto ad 4P) si 
riducono a due: la ¥, applicata in A e l’incognita azione , che P 
subisce da parte dei contigui elementi del tratto PB, riconosciamo 
che @ deve essere direttamente opposta ad #,, cioe eguale ad F,. 


a a ae 


F AP GBR 


Come si vede, essa @ sempre diretta verso V’esterno del tratto di filo AP, 
che viene ipoteticamente isolato, ed é& quindi opportunamente designata 
col nome di tensione. E poi sempre la stessa per tutti i punti P del filo. 

Facendo in particolare coincidere P con A, riconosciamo che A 
subisce da parte del filo una tensione eguale alla forza #,, diretta- 
mente applicata all’ altro estremo. L’ azione si trasmette dunque inalte- 
rata lungo un filo, finché questo é rettilineo, in equilibrio e non solle- 
citato da forze. 

Di queste trasmissioni di forze mediante fili abbiamo gia usufruito 
in pid esempi concreti (e in circostanze meno semplici), anticipando 
alcune leggi, almeno in via di approssimazione (VII; n. 13; IX; n. 2). 

Come precisamente stiano le cose indagheremo al n. 33. Frattanto 
é bene aver fissato le restrizioni, sotto cui é lecito asserire che si ha 
trasmissione perfetta in grandezza e direzione. 


15. CONDIZIONI DI EQUILIBRIO. — Consideriamo ora un tratto di 
filo che sia sollecitato, non solo agli estremi, ma anche in un numero 
(finito) qualsiasi di punti intermedi. 

Diciamo’ Py e P, idue estremt, FP, 30 Pf, 5...) Peo) punti inter: 


medi, cui sono applicate forze, e designamo al solito con F; la forza 


Applicata. in (= bese wa 

Per riconoscere se e sotto quali condizioni il filo pud trovarsi in 
equilibrio, notiamo, anzitutto, che, per l’ammesso postulato, i singoli 
tratti P; Pisa (§ =1, 2,..., ~—1) dovranno essere rettilinei. 

Inoltre, fissati a piacimento due punti 4d; e Bi fra Pj e Piti 
(nell’ ordine seritto), il tratto di filo 4; Biz1 
dovra trovarsi in equilibrio sotto VT azione 
delle tensioni agli estremi. Diremo @ii+1 
quella che si esercita in Biz1, e che, in 
condizioni di equilibrio, deve essere, come 
abbiam visto, diretta nel senso P; Pii1-e 
avere intensita indipendente dalla posizione di B,;. In modo analogo 
diremo ;+1.; la tensione che si esercita in A; , la quale deve essere 
diretta nel verso Pi; P; , avere intensita indipendente da A; e fare 
equilibrio all’ altra, il che si compendia nell’ equazione 


(4) O41 = — D114, 
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dove Vindice 7 pud naturalmente assumere i valori 1, 2 je acy @ =A. 
Queste relazioni vettoriali fra le tensioni sono identiche nella forma 
alle (4) del n. 5, che intercedono fra gli sforzi nel caso dell’ equilibrio 
di un sistema di aste rigide, articolate a cerniera. Ed anche le altre 
condizioni di equilibrio conservano identica forma. 

Esprimiamo infatti che é in equilibrio un elemento di filo B, P, 4, 
comprendente il punto P; (i = 2, 3,..., m —1). Immaginando B; ed 
Ay infinitamente vicini a P; , potremo trattare elemento come un 
semplice punto materiale, sollecitato da tre forze: la F; direttamente 
applicata e le tensioni del filo in B; ed A; , ordinatamente eguali a 
®;i—1, Piit1. Eguagliandone a zero la risultante, otteniamo preci- 
samente le (5) del n. 5. Analogamente, considerando due elementi 

-estremi di filo, P, 4,, B, P,, e trattandoli 
come punti materiali, abbiamo le equazioni 
ai limiti (6). 

Cosi € assodata la necessita delle (4), (5), 
(6). Ma queste sono anche sufficienti per 
Vequilibrio inquantoché (col significato di tensione attribuito alle @) 
Jo assicurano per tutte le possibili parti di filo, siano esse tratti retti- 
linei [contemplati dalle (4)| o elementi prossimi ai punti P[ contem- 
plati dalle (5) e (6)]. 

Abbiamo in conclusione il risultato: Un filo flessibile e inestendibile 
(sollecitato da forze in punti discreti) si comporta, quanto all equi- 
librio, come un sistema articolato di aste rigide, coll’ unica restrizione 
in pitt che gli sforzi non possono essere indifferentemente pressioni 0 
tensioni, ma esclusivamente tensioni. 

Cosi le questioni statiche concernenti i fili si trattano nella maniera 
precedentemente esposta per i sistemi articolati: v’e soltanto da aver 
riguardo ad una ulteriore condizione qualitativa, circa il senso degli 
sforzi. 

Se, per una certa configurazione, si constatasse che tutte le condi- 
zioni quantitative sono soddisfatte, ma che qualche sforzo ha carattere 
di pressione, si dovrebbe concludere che non é€ possibile I’ equilibrio 
del filo in quella configurazione. Per assicurare I’ equilibrio, bisogne- 
rebbe per es. sostituire qualche tratto di filo (i tratti premuti) con 
aste rigide. 

La configurazione di equilibrio di un filo, come gia quella di un 
sistema articolato, si chiama poligono funicolare; ed anzi @ questo 
caso dei fili (praticamente funi o catene) che ha dato origine al nome. 


& 


at 


16. FILO SOGGETTO AD UNA SOLLECITAZIONE CONTINUA. — Conside- 
riamo un filo pesante AB, in equilibrio sotto l’azione di due forze 
F. ed Fp, applicate agli estremi, e della gravita. La gravita sollecita 


AS 


Beate “ 
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ogni tratto del filo, anche piccolissimo; talché, se per fissare le idee ; 
supponiamo il filo omogeneo e di densita (lineare) 1 (X;n. 6), siamo — 
condotti a rappresentarci ciascun elemento materiale ds del filo come 
sollecitato da una forza gds (infinitesima dello stesso ordine del ds) 
dove g denota al solito laccelerazione (vettoriale) della gravita. 
2 Ma anche all’infuori (o in pit) della gravita possiamo immaginare 
‘ che il filo, per effetto di dispositivi sperimentali opportuni e di spe- 
; ciali condizioni fisiche dello spazio ambiente, sia soggetto, oltre che 
alle forze (finite) Fa, Fs, applicate agli estremi, ad una sollecitazione 
continua, cioé ad una sollecitazione, di natura qualsiasi, che si mani- 
festi su ogni tratto, per quanto piccolo, del filo considerato. In accordo 
coll’ osservazione fatta nel caso della gravita, considereremo una 
siffatta sollecitazione come dovuta all’azione simultanea di infinite 
= forze infinitesime, applicate ai singoli elementi materiali ds del filo 
| e rappresentabili ciascuna sotto la forma F'ds, dove F designa un 
certo vettore determinato e finito (in generale variabile con conti- 
nuita da elemento ad elemento). Al vettore #' si da il nome di forza 
unitaria, per quanto il suo modulo (come rapporto di una forza pro- 
priamente detta ad una lunghezza) non abbia le jdimensioni fisiche 
di una forza. Quanto poi alla qualifica di “unitaria, la ragione ne 
risulta ovvia quando si rifletta che, se # si mantiene costante lungo 
un tratto di filo, essa si pud definire come il rapporto della risul- 
tante delle forze agenti su quel tratto alla lunghezza del tratto stesso 
0, in altre parole, come la forza totale agente su di un tratto di filo 
di lunghezza 1. E nel caso generale il vettore F' é il limite del rap- 
porto or ora definito al tendere allo zero del tratto sollecitato. 
Osserviamo ancora che ogni sollecitazione continua si pud riguar- 
dare come limite di una sollecitazione dovuta ad un numero finito 
di forze applicate in un insieme discreto di punti, quando codesto 
numero tende all’ infinito e, corrispondentemente, tende in modo. 
opportuno allo zero ciascuna forza applicata. Di qui si arguisce che la 
configurazione di equilibrio del filo, nel caso di una sollecitazione 
- continua, sara una curva (limite di un poligono funicolareé variabile), 
la quale si dira curva funicolare. Noi qui ci proponiamo di sostituire 
a questa veduta intuitiva di limite una serie di passaggi logici rigo- 
rosi, in guisa da pervenire alle equazioni differenziali che caratte- 
rizzano le curve funicolari. 


17. TENSIONE. — Date le forze Fa ed Fg applicate agli estremi 
di un filo AB e la forza unitaria F, che caratterizza una certa solle- 
citazione continua, osserviamo anzitutto che, in condizioni statiche, 
ogni tratto di filo AP, compreso fra A e un generico punto P della 
funicolare, risente in P, per effetto del suo collegamento col residuo 


-[XIH; 18) 


‘tende, si trovi altresi rispecchiato, 


_ tratto PB, una certa azione %’, analoga agli sforzi @ delle singole 


aste del poligono funicolare; onde, per estensione a questo caso limite 
delle norme di comportamento degli sforzi nelle sollecitazioni discrete, 
si 6 condotti ad ammettere che la 7 sia diretta verso il punto infini- 
tamente vicino a P sulla funicolare, cioé lungo la tangente in P, ed 
abbia carattere di tensione. Essa dicesi appunto tensione della funi- 
colare nel punto P. Percid, se si conviene di designare con s I’ arco 
AP di funicolare misurato positivamente da A verso B, la tensione, 
per ogni determinata funicolare, € un vettore funzione dell’ arco, 
tangente alla funicolare e sempre diretto nel verso delle s crescenti. 

Naturalmente, se si-considera I’ azione che nel punto P é risentita 
dal tratto di filo PB, per effetto del suo collegamento con AP, essa 
@ data, per il principio di reazione, da — T'(s). 


AS. EQUAZIONI DI EQUILIBRIO. — Cid premesso, per ottenere le 
equazioni di equilibrio, bastera esprimere che ogni singolo elemento 


del filo é sottoposto ad un insieme di sollecitazioni (esterne ed interne 


al filo) atte ad assicurarne I’ equilibrio. Qra su di un elemento gene- 
rico di filo, compreso fra i punti di ascisse curvilinee s ed s+ ds, 
agiscono tre forze; la forza attiva Hds, la tensione nell’ estremo 
s-+-ds, la quale é data da J(s +-ds), ossia, a meno di infinitesimi 
di ordine superiore, da 7'(s)-+-dT7 e, infine, la tensione nell’ estremo 
inferiore s, la quale é data, per quanto si é detto alla fine del n. prec., 
da — 7T'(s). Poiché l’elemento considerato é assimilabile ad un punto 
materiale (X; n. 4), la condizione necessaria e sufficiente per I’ equi- 
librio @ espressa dall’ annullarsi della risultante di codeste tre forze, 
cioé dall’ equazione vettoriale 

r+ =0, 

che deve essere soddisfatta in ogni punto P interno all’arco AB di 
funicolare e che, assicurando l’equi- 
librio di ogni elemento materiale 
(e quindi di ogni tratto finito) del 
filo, riassume in sé tutte le condi- 
zioni indefinite, purcheé, ben si in- 


(12) 


nella postulazione della forza 7, il 
suo carattere di forza interna al 
sistema, ossia in sostanza, il prin- 
cipio di reazione. Coll’ipotesi di 7 tangenziale siamo intuitivamente 
sicuri (immaginando di passare al limite dal caso di una sollecitazione 
discreta) di ottemperare anche al principio di reazione. Del resto indi- 
eheremo tra un momento come se ne fa la verifica. Occupiamoci in- 
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tanto delle condizioni ai limiti (sostanzialmente identiche alle (6) del 


n.5) le quali si ottengono esprimendo che gli estremi A, B sono cia- 


scuno in equilibrio sotto l’azione della rispettiva forza Fa od Fr, e 
della tensione esercitata su di esso dal filo; onde assumono la forma 
(13) Fa=—T(0), Fs=T(I) 

dove / designa la lunghezza del filo. 

Le (12), (13) danno nel loro complesso le volute condizioni neces- 
sarie e sufficienti per l equilibrio. Va notato che (come abbiamo gia 
avuto occasione di richiamare al n. 6) fra le condizioni necessarie 
per Vequilibrio di un generico sistema materiale, sono sempre com- 
prese le due equazioni cardinali per una sua porzione qualsiasi. Della 
prima equazione abbiamo certo gia tenuto conto, in quanto la abbiano 
(si pud ben dire) applicata ad un elemento generico di filo, perve- 
nendo in tal modo alla (12). Se si applicasse analogamente all’ ele- 
mento la seconda equazione cardinale, eguagliando a zero il momento 
risultante (per es. rispetto all’estremo s), si riconoscerebbe agevol- 
mente che tale condizione rimane automaticamente soddisfatta, in 
virtu dell’ipotesi che la tensione %’ é diretta tangenzialmente al filo. 
Si potrebbe perciod evitare di introdurre preventivamente questa spe- 
cificazione geometrica (che ci 6 apparsa evidente per passaggio al 
limite del caso dei poligoni funicolari), ricavandola invece a poste- 
riori come conseguenza della seconda equazione cardinale. 


19. Anche qui, come nel caso dei poligoni funicolari (n. 6), si puo 
arguire che le (12), (13), in quanto caratterizzano gli stati di equi- 
librio, debbono implicare le equazioni cardinali per Vintero filo, ed 
anche per ogni sua parte finita. Per verificarlo direttamente basta 
notare che anche in questo caso ciascuna delle (12), (13), in quanto 
esprime |’ annullarsi di tre (o due) forze agenti su di uno stesso ele- 
mento materiale, assimilabile ad un punto, si puod interpretare come 
una relazione di equivalenza tra sistemi di vettori applicati; cosicche 
la medesima interpretazione vale per Vequazione che si ottiene inte- 
grando la (12) lungo il filo, fra due punti P’, P” di ascisse curvi- 
linee s’, s”, cioé l equazione 


sit 


T(s") — T(s’) + Ut ds 2.0%, 
St 

la quale esprime appunto che il sistema di tutte le forze esterne agenti 
sul tratto generico P’PP” di filo é@ vettorialmente equivalente a zero. 

Naturalmente, le (12), (13), come non soltanto necessarie, ma anche 
sufficienti per l’equilibrio, comprendono, in pit delle equazioni car- 
dinali, quelle ulteriori condizioni che bastano ad assicurare l’equilibrio 
del considerato sistema (materiale). 


~ 
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29. Per scindere l’equazione vettoriale (12) nelle sue componenti 
secondo gli assi, ricordiamo che la tensione 7 é un vettore tangen- 
ziale alla funicolare, diretto nel verso delle s crescenti, cosicché pud 
essere Tappresentato con T(s)é dove é é il solito Totttro unitario tan- 
genziale e T(s) & essenzialmente positiva. Le componenti del vettore J’ 
valgono pertanto Tdx/ds, Tdy/ds, Tdz/ds. Cid posto, se X, Y, Z sono 
le componenti della forza unitaria secondo gli assi, otteniamo dalla (12), 
le tre equazioni scalari 


Me Gani: 
eae 0, 


ds ds 
/ dy 
iz) aA? wh) a¥ 
ad dz 
ds ie 26 


Quanto ad s, non é un parametro arbitrario, bensi l’ arco ‘di funi-- 


colare, cosicché deve essere legato alle x, y, 2 dall’equazione diffe-- 
7) to) ety} q 4 


_ renziale caratteristica 


a, ax \2 dy \? dz\2 

04 (as) + (as) + (as) =? 

Da quanto precede risulta che il problema di determinare la curva 
funicolare di un filo, sotto una data sollecitazione continua, richiede 
la integrazione di un sistema di equazioni differenziali. Precisamente, 
se la forza unitaria e, o si pud riguardare, posizionale, cosicché le 
X, Y, Z siano funzioni conosciute di x, y, 2, le incognite del pro- 
blema, se pel momento si prescinde dalle condizioni ai limiti, sono le 
quattro funzioni x(s), y(s), 2(s) e Z(s), delle quali le prime tre defi- 
niranno la curva funicolare, la quarta dara la tensione e, come sap- 
piamo, dovra risultare essenzialmente positiva. 

Per determinare codeste quattro incognite, abbiamo le quattro 
equazioni (12’), (14), di cui le prime tre sono del secondo ordine 
(nelle x, y, 2) e la quarta é del primo; ed é facile fare il computo 
delle costanti arbitrarie, da cui dipende l’integrale generale. 

A tale scopo notiamo che derivando la (14) si ottiene 

; dx dx  dydy ded — 

See dsas' dsas? ds dst 
onde, eseguendo nelle (12’) la derivazione eee ad s e sommandole 
membro a membro, dopo averle moltiplicate per 
dx dy dz 
Asi LOGE aes 
rispettivamente, si ottiene 


is a ax yo dz ree 
ie) ~(xq+ ds + ee a= tos 


. i 
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Cid posto, basta eliminare dalle (12’) d7'/ds mediante quest’ultima 

equazione per renderle atte a definire le 

Cx dy -< d2 

ds?’ ds?’ ds? 
cosicché, in base al criterio ricordato al n. 18 del Cap. If (nota a pie 
di p. 66), si riconosce che il sistema costituito dalle (12’) e (14”) am- 
mette un integrale dipendente da sette costanti arbitrarie. Ma codesto 
sistema, come si verifica col calcolo inverso a quello or ora indicato, 


implica la (14’), talche ammette I’ integrale 


B08 (0 (Oe 
ds “TNGs} pelo 


e noi dobbiamo disporre di una delle sette costanti arbitrarie per 
rendere uguale ad 1 il secondo membro. Cosi si conclude che I inte- 
grale generale del sistema (12’), (14) dipende da sei costanti arbitrarte, 
di cui potremo valerci per soddisfare ad altrettante condizioni indi- 
pendenti, p. es., se sono prefissate le forze F4, Fe applicate agli 
estremi, alle condizioni ai limiti (13), che, proiettate sugli assi, danno 
appunto sei equazioni scalari. Ma di solito, nei problemi concreti, 
non compaiono fra i dati le sollecitazioni agli estremi; bensi @ pre- 
stabilito che codesti estremi del filo (di data lunghezza /) siano attac- 


-cati a due dati punti fissi 4 e B. In tal caso le sei costanti arbi- 


trarie vanno determinate in modo che le funzioni 2(s), y(s), 2(s) per 
s=—0 ed s=/ risultino eguali alle date coordinate di A e, rispetti- 
vamente, di B; e le (13) servono allora a determinare Fg ed Fi, 
cioé le reazioni agli attacchi. 


21 Se un filo, oltre che da forze continue, é sollecitato da forze 
finite, applicate in uno o pit punti interni, converra scinderlo nei 
vari tratti in cui risulta diviso da codesti punti. Per ogni tratto 
seguitano naturalmente a valere le considerazioni precedenti; soltanto 
si avyra una maggior complicazione nella determinazione delle costanti 
(sei per ciascun tratto). Le condizioni, che devono essere soddisfatte 
nei punti di divisione, sono pure sei per ciascuno: tre esprimono 
semplicemente che due tratti hanno un punto comune; le altre tre 
caratterizzano |’ equilibrio di questo punto, il quale si comporta nel 
riguardo come un nodo di un generico poligono funicolare. . 


22. FORZE PARALLELE. — Abbiamo visto al n. 11 che un poligono 
funicolare, sollecitato nei nodi intermedi da forze parallele, giace in 
un piano, contenente la comune direzione delle forze. Se ne arguisce, 
passando al caso limite di una sollecitazione continua secondo una 
direzione costante, che la funicolare é necessariamente una curva piana. 

Questa conclusione é naturalmente contenuta nelle equazioni inde- 
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finite (12’) e si ritrova immediatamente, supponendo uno degli assi, 
p. es. quello delle y, parallelo alle forze. Si ha allora X= Z=0, e 
dalla prima e terza delle (12’), integrando rispetto ad s, si deduce 


ax 
Pde? 

dz 
eran 


dove » e C designano due costanti arbitrarie, dopo di che, moltipli- 
cando la prima di queste equazioni per dz/ds, la seconda per da/ds, 
e sottraendo membro a membro, si ottiene 

da: dz 
Gert ds 
onde, integrando ancora una volta, si deduce 

Cx — p2=cost.;: 
e questa equazione, lineare fra le coordinate x, 2 di un punto qual- 
siasi della funicolare, esprime appunto che essa giace in un piano, 
parallelo all’asse delle y, cioé alla comune direzione delle forze attive. 
L’ equazione si ridurrebbe ad una identita nel caso particolare in cui 
fossero zero sia C che g. Ma si puo prescindere da questa eventualita, 
notando che essa implicherebbe: 0 70 e quindi, per la (12), l’ an- 
nullarsi della sollecitazione #; ovvero dx/ds = dz/ds = 0, vale a dire 
una funieolare rettilinea, avente la stessa direzione della F’: casi 
banali che intenderemo entrambi esclusi. In tutti gli altri é dunque 
ben determinato il piano che contiene la funicolare, e conviene ricon- 
-dursi senz’ altro ad un problema in due dimensioni scegliendo codesto 


~piano come piano coordinato xy. La equazione © 
dz 


si riduce con cid ad una identita (la costante C assumendo il parti- 
colare valore zero) e rimangono, per definire la curva e la tensione, 
le due equazioni (la prima di primo e la seconda di secondo ordine) 


ax 
ea 
(15) #4 a) sss 
\ ads \\ ds tre Someones 


cui va naturalmente associata la definizione del parametro s come 
arco di funicolare 


"0 (y+ ey 


La @, che compare nella prima delle (15), ¢ una costante a priori 
arbitraria, di cui si pud soltanto asserire, ragionando come poc’ anzi, 
che @ diversa da zero. 


Levi-Crvita — AMALDI — Mecc. raz., | ay 
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L’ interpretazione meccanica di questa costante 9 +0 risulta imme- 


‘diatamente dalla prima delle (16): essa é la componente secondo l’asse 


delle w della tensione 7, onde si conclude che lungo la funicolare é 
costante per la tensione la componente normale alla direzione fissa della 
sollecitazione (e quindi la componente orizzontale quando la solleci- 
tazione é dovuta alla gravita). 

In questo enunciato si riconosce il caso limite della proprieta tro- 
vata al n. 12 per i poligoni funicolari; e precisamente la lettera o ha 
nei due casi il medesimo significato. 

Notiamo infine che l’integrazione del sistema (16), (17) introduce, 
oltre la ¢, altre tre costanti arbitrarie, come si riconosce agevolmente 
in base al solito criterio (II, n. 19; e n. 2 del presente Cap.). 

Per la determinazione delle quattro costanti arbitrarie, valgono 
gli stessi criteri indicati ai nn. 20, 21, adattati, beninteso, al caso di 
un problema piano. 


23. PONTI SOSPESI. — Come esempio semplice, consideriamo le 
gomene sostentatrici dei ponti sospesi, e cerchiamone la configura- 
zione normale, che deve naturalmente corrispondere ad uno stato di 
equilibrio. . 

Queste gomene sostentatrici sono fissate agli estremi e, di solito, 
reggono il ponte sottostante per mezzo di robusti tiranti verticali e 
ad egual distanza I’ uno dall’ altro. 

Inoltre esse sono, per lo pil, appaiate in modo che tutto risulti 
simmetrico (geometricamente e materialmente) rispetto al piano ver- 
ticale lungo la mediana dell’impiantito del ponte; cosieche, intanto, 
é ragionevole ritenere che il peso di questo si scarichi in parti 
eguali sulle due gomene, e si pud quindi limitarsi a considerarne 
una sola. 

Supposto poi che il ponte sia orizzontale e che la sua struttura 
materiale sia uniforme per tutta la sua lunghezza, avremo che i vari 
tiranti (sotto lipotesi gia accennata che essi siano equidistanti) risul- 
teranno tutti caricati nello stesso modo. Insomma, se si prescinde dal 
peso proprio delle gomene e dei tiranti, ogni gomena é assimilabile 
ad un filo, fissato agli estremi e sollecitato da pesi eguali in un certo 
numero di punti intermedi, aventi uno dall’altro la stessa distanza 
orizzontale. 

ll problema, posto in questo modo, si pud discutere col metodo 
indicato ai nn. 11, 12; ma la discussione si rende assai pil agevole, 
sostituendo alla ipotesi della sollecitazione discreta una opportuna 
ipotesi semplificatrice. 

Se il numero dei tiranti é grande, si pud praticamente considerare 
la sollecitazione come continua, ed ammettere che ciascun elemento 
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di gemena sopporti met& del peso della porzione di ponte imme- 
diamente sottostante, l’ altra meta gravando sulla gomena gemella. 

Noi qui ci proponiamo appunto di discutere il problema nell’ipo- 
tesi di una tale sollecitazione continua. 

Le forze essendo tutte verticali, la funicolare sara piana e potremo 

prendere le mosse dalle equazioni (15) e (16) del n. 22, purché si 
assuma come piano «zy quello verticale, passante per gli estremi (pre- 
fissati) A, B della gomena che si considera, e I’ asse y si supponga 
diretto verticalmente (per es. verso l’alto), lasciando, pel momento, 
arbitraria la posizione dell’origine. 
‘ Con cid, ove si designi con 2p il peso per unita di lunghezza del 
ponte, ogni elemento ds di gomena si trovera sottoposto ad una forza 
verticale di intensita eguale al prodotto di p per la proiezione oriz- 
zontale di ds (peso per metro corrente di meta della porzione di ponte 
immediatamente sottostante). , 

Ora osserviamo che, in virti della prima delle (15), in cui, come 
sappiamo, ~ € una costante (diversa da zero), dxz/ds non pud mai 
annullarsi. Se dunque si suppone di scegliere la direzione positiva 
dell asse (orizzontale) delle x nel senso da A verso B, dx/ds sara 
sempre positivo, perché, non annullandosi, non pud neppure cambiare 
segno; e, se fosse sempre negativo, la x dovrebbe decrescere, quando s 
passa dal valore zero (punto A) al valore / (punto B), mentre, per 
il modo in cui abbiamo scelto la direzione positiva dell’asse delle x, 
l’ascissa di B é@ necessariamente maggiore di quella di A. 

Con tale convenzione il dx (incremento che subisce z per I’ incre- 
mento positivo ds dell’arco) € essenzialmente positivo e da quindi 
(in valore e segno) la misura della proiezione orizzontale dell’ ele- 
mento. La forza che lo sollecita é dunque pda, verticale verso il basso; 
cosicché la forza unitaria é data da pda/ds e la componente Y (se- 
condo l’asse delle y, verticale verso l’alto) da 


Portando questo valore nelle (15), si ottiene 


ax 
pe ete 
17 
eo) pot Zap dx 
Pa Pas? 


dove la costante ¢ é a ritenersi positiva, tale dovendo essere 7 per 
sua natura, e, nel caso presente, anche da/ds. 
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24. Trovate cosi le equazioni indefinite dell’ equilibrio, procediamo — 
all’ integrazione 

Dalla seconda delle (17’) deduciamo con una quadratura, 

dy 
T a5 =px-+ cost. ; 

e, poiché sinora si son fissate le direzioni degli assi, non la posizione 
dell’origine, possiamo, con una traslazione degli assi parailela all’asse a, © | 
portare l’asse y a passar pel punto, in cui la tangente é orizzontale, 
vale a dire pel punto in cui é dy/ds =0(e,vedremo ben presto che 
si tratta di un punto di minimo). 

Avremo cos} 

dy | 

(18) r “ds. =pxr, 
dopo di che basta dividere membro a membro per la prima delle (17’) 
ed eliminare 7' ed s, per ottenere l’equazione differenziale 


dy pp 
dx a 
che si integra a vista e da 


Pp 
y= ye eee 


dove la costante di integrazione si riduce a zero portando I origine, 
con una traslazione degli assi parallela all’asse y, nel punto in cui 
questo incontra la curva. Con cid l’ ottenuta equazione della funico- 
lare assume la forma 


(19) y=e at, 


e di qui si rileva che codesta curva é una parabola di vertice nel- 
Vorigine, avente per asse di simmetria l’asse delle y e volgente la 
concavita verso l’alto. : 

Quanto poi alla tensione 7’, basta quadrare e sommare la prima 
delle (17’) e la (18) e tener conto della (16) per concludere 


(20) T*= prxt+ g?. 


Naturalmente, essa risulta minima, ed eguale alla sua componente 
orizzontale costante p, nel punto pil basso della funicolare (7z=0). 


25. Comunque siano prefissate le condizioni ai limiti, atte ad indi- 
viduare la configurazione di equilibrio, questa @ data, per un oppor- 
tuno valore della costante meccanica ~, da un arco di parabola di 
equazione (19). Nei casi concreti sono per lo piu prestabiliti, per cia- 


scuna gomena, gli estremi A e B, allo stesso livello, e la loro distanza a 
(lunghezza del ponte o ortata delle gomene sostentatrici). I due 
punti A, B risultano manifestamente simmetrici rispetto all’asse y 
della parabola funicolare, talché le loro ascisse sono =-a/2 rispettiva- 
mente. Percid, in base alle equazioni ai limiti (13) e alla (20), si con- 
clude che entrambe le reazioni di attacco Fa, Fz sono eguali, in 


valore assoluto, a 


1 
Sm eshy pe 2 2 
y ge a ie 


Il dislivello fra gli estremi della gomena e il suo punto pil basso 
dicesi freccia di inflessione: denotandola con f e osservando che essa 
non é€ altro che l’ordinata comune di A e B si trova, ponendo 
= + a/2 nella (19), 


(19’) = 


8 
ed @ questa una formula notevole per il suo interesse tecnico. 

Per completare questi cenni, resta da determinare la relazione che 
lega la costante meccanica ¢ coi dati diretti della questione, cioé con 
p ed ae colla lunghezza / della gomena. 

Evidentemente la J é data dalla lunghezza dell’ arco di parabola 
(19), compreso tra A e B, cioé, ove si introduca, in base alla (17), 
elemento ds di funicolare, da 


ole dy\? 
=o) f/1+(#) da, 
0 


dove il radicale va preso in senso aritmetico e, beninteso dy/dx va 
ealcolato mediante la (19). Si ottiene cos) 


2 
j= 2 {yi 42 wae, 
gies 
0 


ossia, ponendo 4 = px/¢, 


pa 
; 29 Vs 
21 ig 
2U ad) eee 
D. 
0 


e di qui, ricordando la formula elementare di integrazione 


2/144 a= top (4 frvi) ay ea 


to] 8 


» 
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dove il simbolo log denota il logaritmo naturale (0 di base e), si Z 


conclude 


Da questa formula o, piti semplicemente, dalla (24) si puo trarre 
una espressione approssimata di 1, valida ogni qualvolta pa/p (rap- 
porto fra il carico totale sopportato dal filo e la componente orizzon- 
tale » della tensione, che non € se non la componente orizzontale 
della forza che lo tende agli estremi) sia abbastanza piccolo; tale 
per es. che se ne possa sensibilmente trascurare la quarta potenza, 
come avviene, in generale, nei problemi tecnici. 

In tale ipotesi, poiché la variabile corrente di integrazione ) si 
mantiene sempre inferiore a pa/2¢, saranno a maggior ragione trascu- 


rabili le potenze di 4, dalla quarta in avanti. Percid, ove si applichi 
= 


lo sviluppo del TAYLOR a / 1+? =(1+0)? si potra arrestarsi 


dopo il secondo termine, trascurando il resto, che contiene i‘ a fattore. 


Sostituendo 1 +- 2/2 in luogo di y + i* si ottiene 


pa, 
29 


EPG a 
p= taf(i+ 5 v2 Van, 


0 
donde |’espressione approssimata 


np a? 
(22) pS (iad): 
26. CATENARIA OMOGENEA. — AI problema studiato ai nn. prec. va 


ravvicinato quello di determinare la configurazione di equilibrio di 
un filo materiale omogeneo, sospeso agli estremi in due dati punti 
Ae B (non situati sulla stessa verticale) e soggetto alla sola solle- 
citazione della gravita. 

Anche qui le forze esterne sono tutte verticali, talché (n. 22) la 
funicolare giacera nel piano verticale di A e B, nel quale, come al 
n. 23, sceglieremo l’asse y verticale e orientato verso I’ alto, l’asse x 
(orizzontale) orientato in modo che I’ ascissa di B risulti (algebrica- 
mente) maggiore di quella di A, e lascieremo, dapprima, arbitraria 
la posizione dell’ origine. 

La forza unitaria della sollecitazione continua é il peso (costante, 
trattandosi di un filo omogeneo) di un tratto di filo di lunghezza 1. 


et 
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‘Indicatane con p I’ intensita, avremo X— 0, Y= — p; onde le equa- 


zioni indefinite dell’ equilibrio saranno, per le (15) del n. 22, 
dx 

T Gea tk) 

(23) 


d dy 
al tae )=” 


in cui come si é visto in generale al n. 22, la costante y & a rite- 
nersi diversa da zero ed anzi essenzialmente positiva, dato il modo 
in cui sono orientati gli assi. 

Eliminando 7 dalla seconda eduazione per mezzo della prima, si 


ottiene 
dy ) Sep 
Cp sp? 


dove, naturalmente, dy/dx significa il rapporto fra gli incrementi 
delle coordinate, lungo la funicolare, corrispondenti ad un incre- 
mento ds dell’arco. Trattando l’ascissa x come variabile indipen- 
dente, e l ordinata y come funzione, si pud dare alla relazione testé 
ricavata la forma di un’ equazione differenziale fra le sole coordinate 
x, y dei punti della funicolare. 

Piu precisamente, se si scrive per brevita y’ al posto di dy/da, e 


si nota che il ds puod essere sostituito con / 1+y*dzx, si ottiene, 
moltiplicando da ultimo per dz, 

1 

———— dy’ = P da. 

Vi+y" ¢ 

Ove la y’ si consideri come una incognita ausiliaria, la (24) e 


un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separate, che 
si integra immediatamente e da 


(24) 


we (]/ 1+ y?+y' |=2v+ cost., 
f 


nella quale, profittando della liberta di scelta dell’ origine degli assi 
(di cui si sono fissate soltanto le direzioni), possiamo ridurre a zero la 
costante di integrazione, portando I’ asse y, con una traslazione paral- 
- Jela all’asse x, a passare per un punto in cui la tangente alla funi- 


colare @ orizzontale, vale a dire é y’—0 (e vedremo che vi @ un 
unico punto di minimo). 


Otteniamo cosi 
woe (I) +¥'+/) =F 


\y 
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ossia, passando dai logaritmi ai numeri, 


P 
x 


| | Bes 
(25) Jrtetyse 


Di qui, tenendo conto della identita 


| (rsvy)(Pisr—v)=1, 


Pe 
Jitw—yae i 


e questa equazione combinata per sottrazione e per somma con la 


(25), da 
Pp Pp 
TaN figeet eaters 
yale ZENG 2 i 
P 


=e poe Bs 
1 
Yitvazl® ore c ile 


Dalla prima, con una quadratura, si perviene alla 


si deduce 


26 


bay. seers 
y= 35 (ee +e ) + cost., 


e basta eseguire una traslazione degli assi parallela all’asse y (cioé 
assumere come nuova y la y — cost.) per ridurre a zero la costante 
di integrazione; con che si ottiene per la funicolare (rispetto ad assi 
che da quanto precede risultano ormai determinati univocamente) 
Y equazione 


Iz Sou 
(27) y= se (ee "+60 >). 


D’altra parte, ricordando che V1 +y%dxz=ds e convenendo di 
misurare gli archi s di funicolare a partire dal punto della curva di 
ascissa x«— 0 nel verso delle x crescenti, si deduce dalla seconda 
delle (26), con una quadratura, 


Die. aD, 
(28 ) sag (ee —e °*). 


27. La curva (27) dallo Huy@Ens che la scoperse fu chiamata 
catenaria, e solitamente si caratterizza colla qualifica di omogenea, 


estendendo il nome generico di catenaria a tutte le curve di equilibrio 
di fili o catene pesanti (anche non omogenei). 

Per renderci conto della forma della catenaria omogenea, osser- 

viamo anzitutto che la dy’/da = d*y/dx*, in base alla (24), é sempre 
positiva, cosicché la y’ @ costantemente crescente; e poiché la y’, 
come risulta dalla prima delle (26), si annulla y 
per x0, si riconosce che essa é sempre 
negativa per «<0, sempre positiva per / 
x >0. Di qui e dalla (27) risulta che I or- ji 
dinata y della catenaria, costantemente po- ge 
sitiva, e tendente all’ infinito per x-> + ~w, y 
va sempre decrescendo, mentre x varia da g 
%—=—co ad ex =—0; raggiunge per += 0 fe 
il minimo (positivo) g/p (punto pit. basso y} 
o vertice V della catenaria) e cresce poi costantemente al crescere 
della x da 0 a +-co. Inoltre, poiche la y, data dalla (27), é funzione 
pari dell’ ascissa (cioé riprende lo stesso valore per valori opposti 
di x), la catenaria ¢ simmetrica rispetto all’ asse y, cioé rispetto alla 
verticale passante per il punto pil basso V. Segue di qui e dall’ uni- 
cita del minimo che, se un arco di catenaria ha per estremi due 
punti A, B, posti al medesimo livello, esso giace tutto al disotto della 
orizzontale A B ed é simmetrico rispetto alla verticale mediana, il 
che era ben prevedibile data V’interpretazione statica. 

L’ asse (orizzontale) delle x, cui é riferita la (27), dicesi base della 
catenaria e l’ordinata, essenzialmente positiva, p/p del punto pit 
basso chiamasi parametro. 


28. Resta da calcolare la tensione. A tale scopo, riprendiamo la 
prima delle equazioni indefinite (23) scrivendola sotto la forma 


ads P 
P= 95s =o fityrs 


e dal confronto della: seconda delle (26) e della (27) tragghiamo 


| 
Dp 
f (as . 
\ ty > 4 


cosicché si conclude 
(29) é T= py ; 
cioe la tensione in un punto generico di una catenaria omogenea é 


uguale al peso di un tratto di filo di lunghezza eguale alla distanza 


del punto dalla base. 
In particolare, dalla (29) risulta confermata la circostanza, preve- 
dibile a priori, che la tensione é minima nel punto pil basso V della 
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funicolare ed assume ivi il valore p (componente tangenziale costante 


della tensione): e se si considera un arco di catenaria i cui estremi 


Ae B siano ad eguale altezza sulla base (e quindi, pel n. prec., sim- 
metrici rispetto alla verticale di V) la tensione raggiunge in essi il 
suo valore massimo, dato da pyo, se Yo & la loro ordinata comune. 
Ove si indichi con t codesta tensione massima, con f la freccia di 
inflessione Yo — p/p dell’ arco di catenaria (n. 25), si ottiene la for- 
mula, notevole dal punto di vista applicativo, 


(30) <= + pf. 


29. CASO DI FORTI TENSION. — Un caso particolare che merita di 
essere rilevato, 6 quello di un filo fortemente teso agli estremi, con 
che si intende che ¢ (tensione orizzontale costante, e quindi riferi- 
bile, se si vuole, agli estremi) sia rilevante rispetto al peso totale pl 
del filo. 7 

Pit precisamente supporremo che il rapporto pa/¢ (dove a designa 
la portata, cioé la proiezione orizzontale della funicolare che si con- 
sidera) sia abbastanza piccolo, perché la sua quarta potenza riesca 
trascurabile di fronte all’ unita. B appena necessario osservare che, 
essendo in ogni caso a</. l’accennata condizione é senz’ altro veri- 
ficata, ove si ritenga trascurabile (pl/¢)*. Comunque, ci proponiamo 
di mostrare come basti poter trascurare (pa/¢)*, perché la funicolare 
divenga assimilabile ad un arco di parabola. 

Ammesso infatti che gli estremi A, B siano da banda opposta 
rispetto al punto pit. basso del filo (cid che accade certamente quando 
essi si trovano al medesimo livello), l’ascissa x di un punto gene- 
rico della funicolare resta, in valore assoluto, necessariamente al 
disotto della portata a, anzi non pud superare a/2 allorquando 4 eB 
si trovano sulla stessa orizzontale. 

Ad ogni modo px/p rimane, in valore assoluto, inferiore a pa/o; 

px 


cosiche a é * si possono sostituire i primi quattro termini dello svi- 


luppo in serie, trascurando il resto, che contiene (pa/)* a fattore. 
— PB 


Analogamente pere ?. 
Avendosi cosi 


eT =l+% rs (2) +5 
Aewin lL (pe 1 
Pie See 


QT) y= t+ Fan, 


~ che Petoscith manifestamente una parabola ad asse verticale, di 


\ 


parametro ¢/p; talché basta trasportare I’ origine nel vertice, con 
una opportuna traslazione degli assi, per ridurre l equazione (27’) alla 


_ forma y = px?/2. 


Salvo il diverso significato di p, ritroviamo la Toe parabola (19) 
che al n. 24 abbiamo ottenuto come configurazione di equilibrio delle 
gomene dei ponti sospesi, nell’ipotesi della sollecitazione continua. 
Se quindi si considera in particolare il caso di due estremi A, B allo 
stesso livello, la lunghezza 1 del filo rimane approssimativamente 
espressa dalla formula (22) del n. 25, alla quale, naturalmente, si 
perverrebbe anche qui in modo diretto, sostituendo nella (28) del 
n. 26 agli esponenziali gli sviluppi testé indicati. 

Quanto alla tensione, si deduce dalla (29), tenendo conto della (27), 
lespressione approssimata . 


2 
T=9+35 a, 


che, applicata ad un estremo (w= @/2), porge la tensione massima 


(31) t= 04+ =—. 


Riassumendo, nel caso di forti tensioni (pa piccolo di fronte a ¢) 
la catenaria é assimilabile alla parabola 


ove si supponga Il’ origine degli assi nel punto pil basso; e, se gli 
attacchi sono ad egual livello, la freccia 7, la lunghezza / del filo 
e la massima tensione t sono definite (in termini del peso unitario 
p, della portata a e della tensione orizzontale agli estremi ¢) dalle 
formule (19’) e (22) del n. 25 e dalla (381): 
2 2 G2 2 2 
t= Fe I=a(1 teat) t+ ~ 5 
Combinando la prima e la terza si ritrova manifestamente la (30). 


30. Fra il caso di un carico proporzionale a ciascun elemento 
(catenaria omogenea) e quello di un carico proporzionale alla proie- 
zione orizzontale dell’ elemento (ponti sospesi), non sussiste, per cid 
che riguarda le rispettive equazioni differenziali (23) e (17’), se non 
un’ unica differenza: la » del primo caso é sostituita nel secondo 
da pda/ds. Se si indica con 6 I’ inclinazione (sull’orizzonte) della tan- 
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gente alla funicolare in un punto generico, dxz/ds non é altro che 
cos, sicché il divario fra le due sollecitazioni é misurato da 
p (1— cos). Se poi il filo é cosi teso che sieno trascurabili i termini 
di secondo ordine in §, riesce appunto trascurabile la differenza 
1 —cos@, e quindi i due casi si confondono. 

Percio il fatto qualitativo della sostituibilita, in date circostanze, 
di un arco di parabola ad un arco di catenaria puo essere previsto 
senza calcoli, per.semplice confronto delle equazioni differenziali. Ma 
é necessaria la loro preventiva integrazione, se si vuol dare alle con- 
dizioni di sostituibilita (come si é@ fatto al n. prec.) una forma imme- 
diatamente desumibile dai dati pratici della questione. 


§ 4. - Equazioni intrinseche dell’ equilibrio dei fili 
ed applicazioni. 


31.Torniamoal caso generale di una sollecitazione continua (nn. 16-21) 
e riprendiamo Il’ equazione vettoriale 


(12) — + F=0, 


che riassume in sé le condizioni indefinite dell’ equilibrio. Ponendo 
in essa %’ = Té (dove € denota il solito vettore unitario tangenziale 
alla funicolare, orientato nel verso delle s crescenti) e tenendo conto 
della formula vettoriale (I; n. 73) 


dt 1 . 
ds pts 
otteniamo : 
aide Ge 


dove 7 indica il raggio di curvatura della funicolare ed 7 il vettore 
unitario diretto secondo la normale principale ed orientato dal punto 
generico della curva verso il corrispondente centro di curvatura. 

Se proiettiamo la precedente equazione vettoriale sui tre spigoli 
del triedro principale (tangente, normale principale e binormale, orien- 
tate secondo le convenzioni fissate al Cap. I;n. 76 ) e sedenotiamo con F;, 
F,, /, le rispettive componenti della forza unitaria, perveniamo alle 
tre equazioni scalari 


aT 
ds 
le quali prendono il nome di equazioni intrinseche dell’ equilibrio dei 
fili flessibili ed inestendibili. Dalla terza risulta senz’ altro che in 


fl 
(32) + Ff; =0; Pee seal Ee 
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condiziont statiche, la forza unitaria, in ogni punto della funicolare, é 
vontenuta nel rispettivo piano osculatore. 


(32. FILO THSO SU DI UNA SUPERFICIE LEVIGATA. — Applichiamo le 
equazioni intrinseche (32) allo studio della configurazione di equilibrio 
di un filo adagiato su di una superficie sotto l’azione di forze che 
lo tendano (abbastanza fortemente) agli estremi. Qui la sollecitazione 
continua lungo il filo si riduce alla reazione di appoggio se, come 
noi supporremo, si pud prescindere dal peso, cioé se il peso (com- 
plessivo) si pud ritener trascurabile rispetto alle tensioni esercitate 
agli estremi. 

Considerando per ora il caso ideale delle superficie prive di attrito, 
avremo che la corrispondente reazione é tutta normale; d’altra parte, 
lungo la funicolare, essa, come si € visto al n. prec., deve pur appar- 
tenere al piano osculatore, cosicché si ha intanto che in ogni punto 
della funicolare il piano osculatore é normale alla superficie di appoggio. 

Ora convien ricordare che su di una superficie le curve aventi la 
proprieta che in ogni loro punto il piano osculatore @ normale alla 
superficie, diconsi geodetiche (4). E giova tener presente che le curve 
cos} definite sono altresi caratterizzate dalla proprieta di segnare 
sulla superficie, fra due loro punti generici (non troppo lontani), il 
piu breve cammino sulla superficie. Per es. sulla sfera le geodetiche 
sono date dai circoli massimi, di cui, come @ ben noto, ogni arco, 
minore di una semicirconferenza, segna il minimo cammino sulla 
sfera fra i rispettivi estremi. Pil in generale sulle superficie di rota- 
zione ogni meridiano e€ una geodetica (non beninteso, viceversa): 
invero su di una superficie siffatta la normale in un punto qualsiasi 
giace nel corrispondente piano meridiano, il quale, alla sua volta, é 
il piano osculatore della curva meridiana per quel punto. Cosi, ancora, 
per i cilindri le geodetiche non sono altro che le rispettive eliche (e 
in particolare le generatrici e le sezioni piane normali alle gene- 
ratrici). 

Tornando dopo questa breve digressione, al nostro problema, pos- 
siamo enunciare il risultato pocanzi ottenuto, dicendo che: 

Un filo teso sopra una superficie priva d’attrito e soggetto a foree 
attive soltanto agli estremi, si dispone secondo una geodetica della super- 
ficie. Esso segna cosi, purché non sia troppo lungo (non superiore 
alla meta di una circonferenza massima nel caso della sfera), i] piu 
breve cammino dall’uno all’altro estremo. 


() Cfr. per es. L. Branont, Lezioni di geometria differenziale, Terza ediz., 
(Bologna, Zanichelli), Vol. I, Cap. VI. 
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Inoltre, poiché in condizioni statiche la reazione é in ogni punto 
normale alla superficie, si ha identicamente F,—0, e dalla prima 
delle (33) risulta 

: T = cost. , 
~ eioe la tensione si trasmette inalterata da un capo all’ altro del filo; 
il che implica, in particolare, agli estremi del filo (s;=0 ed s=/) 
T()=T(), 

precisamente come se il filo, libero e in assenza di ogni altra forza, — 
fosse teso da due forze applicate agli estremi. 


33. I risultati del n. prec. permettono di discutere il funzionamento 
di quelle trasmissioni di forze, mediante fili, carrucole e pesi, cui ci 
siamo piu volte riferiti (VII, n. 13; IX, n. 2) ammettendo in ogni caso 
che, in prima approssimazione, la tensione del filo nell’estremo di 
attacco si potesse ritenere misurata dal peso applicato all’altro estremo. 
Ora possiamo dire che cid sarebbe rigorosamente esatto nel caso 
ideale di un filo non sollecitato da altre forze attive e libero, oppure 
appogeiato sopra superficie prive di attrito. 

In via approssimata, la conclusione rimarra attendibile purche: 

1. le forze (unitarie) agenti sugli elementi del filo (in partico- 
lare il peso dell’ unité di lunghezza) siano sensibilmente trascurabili 
(di fronte alle forze che si esercitano negli estremi) ; 

2. siano nel medesimo senso trascurabili le forze provenienti 
dall’attrito degli appoggi. 

Ma importa rilevare come generalmente Il influenza dell’attrito sia 
tutt’ altro che trascurabile e come anzi, per molti dispositivi pratici, 
essa diventi addirittura essenziale, come mostreremo su di un esempio 
concreto ai n. 35, 36. 


34. Restando pel momento nelle generalita, notiamo ancora una 
conseguenza immediata delle equazioni intrinseche (32), relativa al 
caso di forze unitarie conservative. Se U(x,y,z) é il potenziale 
della F, si ha, per qualsiasi spostamento elementare dP, 

dUu= FXadP : 
e quindi, in particolare, per uno spostamento lungo la funicolare dP= tds, 
dU= Fx tds = F,ds. 
Percid la prima delle (32) si pud scrivere, in questo caso, 
a(T+D _, 
as aioe 
onde risulta 
(33) T+U= cost. , 


poe a 
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cioe, se le forze sono conservative, la tensione differisce solo per una 
costante dal potenziale cambiato di segno. Essa & quindi determinata 
in funzione della posizione, indipendentemente dalla conoscenza della 
funicolare. In particolare, se sono noti gli estremi del filo e il valore 
della tensione in uno di essi (cid che fissa la costante del secondo 
-membro), rimane senz’altro individuato anche il valore della tensione 
all’ altro estremo. 

Cosi, p. es., nel caso della catenaria omogenea (nn. 26-29) il peso 
unitario p, rispetto agli assi da noi adottati, deriva dal potenziale 
— py, talché, in base alla (33), si ha senz’altro per la tensione l’espres- 
sione 

T=py + cost. , 
e basta notare che nel punto pil basso € T=, y=¢/p, per con- 
cludere che la costante é nulla e per ritrovare |’ equazione 


(29) T=py ) 


che abbiamo gia ottenuto direttamente al n. 28. 


35. ATTRITO NELL’APPOGGIO DI FILI SU SUPERFICIE SCABRE. — Si 
é visto al n. 32 che se un filo, teso agli estremi A e B da due forze 
Fa e Fz, si appoggia ad una superficie priva di attrito e non é sog- 
getto ad alcun’altra sollecitazione esterna, la tensione (scalare) 7 é, 
in condizioni statiche, costante lungo il filo, talché per l’equilibrio si 
richiede che le due forze Fa, Fs abbiano intensita eguali; e basta 
che si aumenti anche di pochissimo I’ intensité di una di esse, perche 
VY equilibrio sia senz’altro turbato. 

Questo risultato teorico rende ben conto, come si é visto al n. 33, 
del funzionamento di noti dispositivi sperimentali di laboratorio; ma 
la pratica offre altresi innumerevoli esempi di sistemi materiali assi- 
milabili a fili (funi, gomene, catene, ecc.) appoggiati o avvolti ad altri 
corpi e mantenuti in equilibrio da forze applicate agli estremi, che 
sono ben lungi dall’ avere intensita eguali. Sulla riva di un fiume 
basta la forza muscolare di uomo in capo ad una gomena, avvolta 
un numero sufficiente di volte intorno ad un pilastrino, per impedire 
ad un grosso barcone di seguire la corrente. 

In questi casi l’equilibrio, che, nell’ipotesi ideale della assenza 
di attrito, risulterebbe teoricamente impossibile, va riconnesso appunto, 
come a circostanza essenziale, all’attrito offerto al filo dalla superficie 
di appoggio o di avvolgimento: si presentano cioé circostanze ana- 
loghe a quelle che abbiamo illustrato al n. 16 del Cap. prec. con 
Vesempio della scala a piuoli. 


es 
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Per discutere siffatte circostanze riprendiamo le equazioni intrin- 

seche 

h 
(32) r+ =0, F,-+= =0, F,=0, 
dove, nella supposizione di una sollecitazione attiva esclusivamente 
terminale, la # rappresenta l incognita reazione unitaria, offerta 
dalla superficie di appoggio c al filo; e abbandoniamo l’ipotesi del- 
l’assenza di attrito. In questo caso, poiché la reazione F non é neces- 
sariamente normale a o, la componente tangenziale F, potra essere 
ed anzi, in generale, sara diversa dallo zero; talché, in base alla 
prima delle (32), lo stesso accadra di d@T/ds e la tensione variera 
generalmente lungo il filo. Noi ci proponiamo precisamente di valu- 
tare, in condizioni statiche, l’eventuale differenza fra le tensioni 7's 
e Tg agli estremi 0, cid che é lo stesso, la differenza compatibile 
coll’ equilibrio fra le intensita Fa ed Fe delle forze terminali. 

A tale scopo é necessario caratterizzare il comportamento della — 
reazione unitaria #”. Per semplicita noi ci limiteremo a considerare 
il caso particolare (e, come vedremo, particolarmente interessante) in 
cui il tratto di filo, nello stato di equilibrio considerato, sia adagiato 
sulla superficie co lungo una geodetica, vale a dire lungo una di quelle 
curve che danno le possibili configurazioni di equilibrio in assenza di 
attrito. 

Allora il vettore unitario #2, avente per linea d’azione la normale 
principale della funicolare, é pur normale alla superficie (n. 32), co- 
sicché F,, si identifica colla reazione normale. Inoltre, essendo F, = 0, 
la componente di # secondo il piano tangente, cioé I’ attrito statico 
unitario, risulta diretto secondo la tangente alla funicolare e percid 
coincide con F;. : 

Assimilando ogni elemento ds di filo appoggiato su co ad un punto 
materiale di equilibrio su codesta superficie scabra, ricordiamo che 
questa e atta ad esercitare sul ds soltanto una reazione diretta verso 
VY esterno del corpo da essa limitato e non esterna alla corrispondente 
falda del cono di attrito. 

Ora, secondo le (32), si desume che, perché la 7 risulti positiva, 
dev’ essere fF, < 0; il che, in quanto la F, come si é visto, non pud 
agire se non verso l’esterno del corpo di appoggio, implica che la 
normale principale della funicolare (orientata verso il centro di curva- 
tura) sia diretta verso interno del corpo, o in altre parole che la 
funicolare volga in ogni suo punto la concavita al corpo limitato da o. 

L’altra condizione pocanzi rilevata per la reazione si traduce nella 
relazione 


MS a ean (EIB iro 
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dove f designa il coefficiente di attrito. Di qui, tenuto conto delle 
equazioni intrinseche, si conclude che, in condizioni statiche, deve 
sussistere fra la tensione e il suo differenziale la relazione 


: T 
(34) |}a@T| <f- \ds|. 


Non @ inutile osservare che, nelle circostanze supposte, le equa- 
zioni indefinite dell’ equilibrio si riducono sostanzialmente a quest’ ul- 
tima condizione (34). Basta infatti che essa sia soddisfatta perchéd 
esista una possibile reazione offerta dalla superficie o [la F’, definita 
dalle (32)], atta ad assicurare l’equilibrio di ciascun elemento ds 
del filo. 

Dalla (34) si ritrova che l’ipotesi f=0 implica d7/ds = 0, ossia 
T = cost.; per f qualsiasi codesta condizione di equilibrio esprime 
che la tensione, pur potendo variare, deve variare abbastanza poco, 
e, a parita di altre condizioni, tanto meno quanto pil piccolo é f. 


36. Cio premesso, cerchiamo di determinare, come si é preannun- 
ziato, la massima differenza fra i valori estremi 74, 7's della ten- 
sione, sotto cui l’equilibrio @ ancora possibile. 

A tale scopo conveniamo anzitutto di contar I’ arco s positivamente 
da A verso B; e in secondo luogo osserviamo che, se si ha una 


ww 


somma di un numero finito di addendi %,a@;, fra loro indipendenti e 
; 1 


tali che ciascun @; possa assumere il segno + 0 —, ma non mai supe- 
rare in valore assoluto un certo massimo m:, la somma considerata 
risulta, in valore assoluto, massima sempre e solo quando gli addendi 
siano o tutti positivi o tutti negativi e raggiungano ciascuno il rispet- 
tivo massimo valore assoluto. Questa osservazione si applica al nostro 
easo con un ovvio passaggio al limite, notando che la differenza 
Ts — Ta & in ogni caso la somma dei dT elementari da A a B. Per- 
tanto in condizioni di massimo divario avremo per la (34) 


oe 
sie ets, 


valendo sempre o il segno 4-0 il segno — lungo tutto lV arco di funi- 
colare. Possiamo supporre che valga il segno superiore (cioé che la 
tensione vada crescendo da A a B), giacché in caso contrario basta 
invertire il senso positivo sulla funicolare. In tale ipotesi, dividendo 
per 7 e integrando da A a B, avremo 


Tr ds 
(35) woe pe = [r%, 
AB 
mentre, nel caso in cui valga il segno —, sussistera l’analoga for- 
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mula che si ottiene dalla precedente, scambiando al primo membro 

Ta con Tz. 

B questa la relazione che deve intercedere fra 74 e Tp in con- 
dizioni di massimo divario (compatibile coll’ equilibrio). Se si riguarda 
assegnata la tensione ad uno degli estremi, p. es. 74, ne rimane 
univocamente determinata Jp, e di conseguenza anche il valore 
numerico del massimo divario suddetto. ; 

Particolarmente interessante é il caso delle corde avvolte, secondo 
archi di circolo, su cilindri circolari (carrucole, colonne, tamburi). U 
raggio di curvatura 7 coincide allora col raggio del cilindro e, se si 
designa con @ V’angolo al centro compreso fra A e B (contato positi- 
vamente da A verso B), ds non é altro che rd@. Per conseguenza, 
supponendo f costante, la (35) da 


TB 
(36) ey 
ovvero 
‘ Lan eese 
(36 ) Ts == é 5 


Si vede di qui che il massimo rapporto ammissibile senza pregiudizio 
dell’equilibrio dipende dall’ ampiezza angolare §@ dell avvolgimento, ma 
non dal raggio del cilindro. 

Siccome l’esponente eJ® eresce molto rapidamente, basta far fare 
alla corda un numero di giri relativamente piccolo perché lV equilibrio 
possa sussistere con valori enormemente diversi delle tensioni. 

Per es., sia f=1/3, e si richieda di avvolgere una corda sopra 
un cilindro orizzontale (per es. un tronco di albero) in modo da poter 
equilibrare con 1 kg., applicato ad una estremita, il peso di una ton- 
nellata assicurato all altra estremita. Bisognera a norma della (36) 
che 7/6 sia almeno eguale a log 1000; ossia, in quanto il rapporto 
fra il logaritmo volgare (che designeremo con Log) e il logaritmo 


naturale di uno stesso numero é 0,434..., bastera prendere 
Log 1000 : 
02> 3h gag = 20,7 


Siccome ogni avvolgimento importa 27, cosi il numero degli avvol- 
gimenti necessari sara > 20,7/27; con quattro giri lo scopo é esu- 
berantemente raggiunto. 


CAPITOLO XIV. 


PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI 
E STATICA GENERALE 


§ 1. - Principio dei lavori virtuali. 

1. Per stabilire le condizioni di equilibrio di un sistema mate- 
riale S di natura qualsiasi, quando si conoscano i vincoli e le forze attive 
cui esso € soggetto, basta, in via teorica, immaginar sostituita ad 
ogni vincolo la corrispondente reazione e considerare il sistema come 
formato da punti liberi, sottoposti ciascuno all’ azione simultanea delle 
forze attive e reattive ad esso applicate; le condizioni di equilibrio 


si ottengono ponendo eguale a zero, per ciascun punto di S, la risul- 


tante di codeste due specie di forze. Ma le equazioni caratteristiche 


degli stati di equilibrio, alle quali cosi si perviene, implicano le rea- 


zioni vincolari, che generalmente sono incognite, in quanto fra i dati 
del problema compaiono per lo piu le modalita di realizzazione dei 
vineoli, non le reazioni corrispondenti. Di qui consegue che, se vo- 
gliamo esprimere le condizioni dell’ equilibrio per mezzo dei dati 
diretti del problema, dobbiamo eliminare fra le equazioni dianzi 
indicate le reazioni (cfr. p. es. Cap. XII, § 3); e nei casi concreti, 
come si intuisce a priori, codesto procedimento di eliminazione si 
presenta generalmente laboriosissimo, se non addirittura praticamente 
impossibile. 

Veramente si puo pensare di semplificarlo, almeno in taluni casi, 
con l’artificio seguente, suggerito da quanto si é fatto pei sistemi 
articolati (Cap. prec.). Poiché gia ci siamo procurati direttamente le 
condizioni di equilibrio per vari tipi particolari di sistemi materiali 
(corpi rigidi, sistemi articolati, fili,...), si pud immaginar decomposto, 
in quanto sia possibile, il dato sistema S in sistemi parziali, appar- 
tenenti ciascuno ad uno di codesti tipi e, introducendo soltanto le 
reazioni corrispondenti al mutuo collegamento di codeste varie parti 
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elementari, esprimere che ognuna di esse é individualmente in equi- 
librio sotto l’azione delle forze attive e delle reazioni di collega- 
mento, che agiscono su di essa, Ma restano pur sempre da eliminare 
codeste reazioni; e giova notare che, a parita di condizioni, é tanto 
piu grande il numero di reazioni da eliminare (e quindi tanto piu 
laborioso il processo di eliminazione) quanto maggiore é il numero 
dei vincoli, cioé (usando una locuzione che @ ben precisa nel caso 
dei sistemi olonomi) quanto minore é la liberta del sistema. 

Tutto cid mette in luce come sia desiderabile di stabilire quaiche 
procedimento che permetta in ogni caso di eliminare, per cosi dire 
automaticamente, le reazioni, comunque siano svariati e complessi i 
dispositivi pratici che realizzano i vincoli. Un tale procedimento é 
fornito, nel caso di vincoli privi di attrito, dal cosidetto principio dei 
lavori virtuali, che enunceremo e chiariremo nella sua forma pil. gene- 
rale al n. seg., riserbandoci di darne subito dopo una giustificazione 
induttiva. 


2. Il principio dei lavori virtuali, nella sua forma piu generale, 
applicabile tanto ai problemi statici quanto a quelli dinamici, si puo 
enunciare nei termini seguenti: Le reazioni provenienti da legami 
privi di attrito sono tali che il lavoro complessivo da esse effettuato é 
nullo per ogni spostamento virtuale reversibile, positivo o nullo per ogni 
spostamento virtuale irreversibile (cfr. Cap. VI, §§ 2, 3). 

Giova avvertire esplicitamente che, nella valutazione ‘di codesto 
lavoro complessivo delle reazioni, il lavoro di ciascuna di esse va 
calcolato per lo spostamento virtuale del punto materiale cui essa 
risulta applicata nel sistema considerato. Cosi, se si tratta di un 
sistema di punti materiali P; (i —1, 2,...) ed é_R, la reazione appli- 
cata a P; , il lavoro complessivo 5A delle reazioni per uno sposta- 
mento virtuale 3P; del sistema é dato da 

oA =), Ry; X<6P; . 

Cio posto, osserviamo che al principio dianzi enunciato si pud 
dare una forma pil concisa, e del resto equivalente dicendo, che il 
lavoro virtuale complessivo 5A delle reazioni non pud essere negativo. 

Infatti, per gli spostamenti irreversibili, @€ questo: precisamente 
che viene asserito nel principio enunciato: per i reversibili conside- 
riamone insieme uno generico ed il suo opposto; la disuguaglianza 
caratteristica implica allora simultaneamente 


NO 22 Ore Oi Os 
e queste due condizioni sono compatibili solo a patto che sia 6A = 0. 
Lasciando da parte i sistemi a legami unilaterali (il che si fa 
abbastanza spesso anche senza esplicita menzione), non si hanno a 
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considerare che spostamenti reversibili, e il principio dei lavori vir- 
tuali richiede che si annulli il lavoro delle reazioni per ogni sposta- 
mento conciliabile coi legami, e percid si traduce nell’ equazione 


ON== 02 


Notiamo infine che il comportamento delle reazioni, quale é carat- 
terizzato dal principio dei lavori virtuali, é indipendente dal modo 
di realizzazione dei vincoli. Tali risulteranno altresi le condizioni 
generali di equilibrio che per un sistema materiale qualsiasi trar- 
remo al prossimo § da codesto principio. Sara cosi giustificata quella 
veduta di indipendenza delle condizioni di equilibrio dalle modalita 
di attuazione dei vincoli, che, gia studiando la Statica elementare 
del punto (IX, n. 11), accettammo anticipatamente, almeno come 
norma direttiva e sotto opportune riserve, anche nei casi in cui deb- 
basi tener conto degli attriti e delle resistenze passive (in quanto 
queste ultime siano schematizzabili come attriti dei dispositivi vin- 
colari). 


3. Dal punto di vista fisico, il principio dei lavori virtuali si legit- 
tima facendo vedere che esso si trova verificato (appare cioé con- 
forme all’esperienza) in tanti casi particolari che, per naturale e 
quasi necessaria induzione, si é tratti a ritenerlo valido in generale. 

a) Nel caso di un punto costretto a restare sopra una superficie o 
sopra una curva (priva d’attrito) si ha una reazione normale rispet- 
tivamente alla superficie ovvero alla curva, mentre ogni spostamento 
virtuale é (a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo) situato 
sul piano, o rispettivamente sulla retta tangente. 

Il lavoro (loro prodotto scalare) é dunque nullo. 

b) Poniamoci nel caso di un vincolo unilaterale. Per es. suppo- 
niamo che il punto non possa oitrepassare una certa superficie, pur 
non essendo impedito di staccarsene dalla banda opposta. Una configu- 
razione ordinaria non da luogo a reazione, e percio il lavoro RX<6 P 
é nullo. 

Nel caso delle configurazioni di confine, la reazione @ per sua 
natura diretta verso |’ esterno (cioé dalla banda consentita dai vin- 
coli), e normale alla superficie. E questi caratteri suggeriti dall’ osser- 
vazione sperimentale equivalgono al principio dei lavori virtuali. 

Infatti per ogni spostamento irreversibile, il quale cioé non sia 
diretto verso l’esterno, la reazione e lo spostamento formano un 
angolo acuto e il lavoro é positivo; per ogni spostamento reversi- 
bile, detto angolo é retto e il lavoro é nullo. 

c) Nel caso dei sistemi rigidi, basta aver riguardo alla circo- 
stanza che le reazioni vincolari (quelle di rigidita, beninteso; non 
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quelle provenienti da legami eventuali con altri corpi estranei al 
sistema) sono forze interne e quindi a due a due eguali e diretta- 
mente opposte. 

Il lavoro complessivo si pud percid considerare come somma dei 
lavori effettuati da ciascuna di queste coppie, e risultera dimostrato 
Vasserto se si provera nullo il lavoro corrispondente ad una coppia 
generica. 

A tale scopo siano P, P’ due punti quali si vogliano del sistema, 
6P e 6P’ gli spostamenti rispettivamente subiti dai due punti in un 
generico spostamento virtuale del sistema, A la forza esercitata da 
P’ su Ped R’ =— R quelia che P esercita su P’. Ora in ogni moto 
rigido (III; n. 2) le velocité di due punti generici hanno eguali com- 
ponenti secondo la retta che li congiunge. La stessa proprieta com- 
pete quindi agli spostamenti infinitesimi subiti dai punti (in un effet- 
tivo movimento del sistema) durante un intervallo elementare di 
tempo dt. 

Siccome, quando si tratta di sistemi a legami indipendenti dal 
tempo, ogni spostamento virtuale € anche possibile (VI; n. 9), cosi 
noi possiamo ritenere che 5P e 6P’ hanno eguali componenti secondo 
1 CNY ad ah 

Designeremo con A il valore comune di queste componenti, imma- 
ginando, per fissare le idee, di prendere come direzione positiva su 
PP’ quella della forza R&R. 

Cid posto il lavoro virtuale RX 48P della forza # si riduce ad 
RA (per la definizione di prodotto scalare) e quello #’><6P’ della 
R’ a — RA. 

Ne consegue 

LESSOR AE AS BF 0s 


d) Se un solido é ulteriormente vincolato, presentando un punto 
fisso, o una retta fissa 0 appoggi (privi di attrito) su altri corpi, si 
riconosce subito che il lavoro virtuale delle reazioni provenienti da 
questi vincoli e€ nullo nei primi due casi, positivo o nullo nel terzo. 

é) Il principio dei lavori virtuali si pud confermare direttamente 
in moltissimi casi, sia analizzando diverse specie di legami e combi- 


nandoli fra loro, sia (anche per i sistemi non olonomi) in base a po-. 


stulati piu semplici e considerazioni proprie del caso singolo. 

Si puod anzi asserire che, per tuttii sistemi offerti dalla natura, vien 
fatto di stabilirlo direttamente; la quale indagine molto conferisce 
alla piena intelligenza della Meccanica e dei molteplici suoi adatta- 
menti a forme disparate d’intuizione sperimentale. 

Non possiamo percorrere si lungo cammino, ma ammetteremo 
oramai il principio dei lavori virtuali quale postulato universale, con- 
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siderandolo come sintesi del substrato sperimentale di tutta la Mec- 


-canica dei sistemi privi d@’attrito. Dal punto di vista astratto esso 


costituisce quanto si pud desiderare di pil perfetto, perché si traduce 
in una formula generale, applicabile a sistemi comunque complessi (}). 


§ 2. - Condizione generale d’ equilibrio. 
Relazione simbolica della Statica. 


4. Come gia nei casi discussi nei prec. Cap., anche nella Statica 
generale si é per lo pid condotti a considerare sistemi soggetti a vin- 


\ 


coli, la cui legge, pur comunque complicata, é invariabile nel tempo; 


-e, del resto, cid risponde alla natura stessa’ dei problemi statici, nei 


quali si tratta di caratterizzare le sollecitazioni atte a conservare la 
quiete. Sia in vista di cié, sia per uniformarci alla tradizione storica, 
per cui la Statica si 6 venuta svolgendo sotto l’accennata restrizione, 
noi qui esporremo le applicazioni del principio dei lavori virtuali alla 
Statica generale, riferendoci a sistemi materiali, i cui vincoli siano 
indipendenti dal tempo; ma avvertiamo fin d’ora che le conclusioni, 
alle quali cosi perverremo, restano valide in tutti i casi, purche, 
beninteso, si tratti di sistemi a vincoli privi di attrito. 

L’ ipotesi della indipendenza dei vincoli dal tempo rende piu rapida 
la trattazione, in quanto essa implica, come agevolmente dimostre- 
remo, le due seguenti circostanze di fatto: 

a) Se un sistema materiale qualsiasi, a vincoli indipendenti dal 
tempo, si trova comunque in moto, lo spostamento effettivo che esso 
subisce in ogni generico tempuscolo dt si pud sempre considerare come 
uno spostamento virtuale del sistema. 


(4) In linea storica va notato che un primo germe del principio dei lavori 
virtuali si pud gia riscontrare in ARISTOrILE. Una elaborazione secolare, svol- 
tagi sui pit significativi problemi concreti della Statica per opera di sommi 
ingegni, quali lo Srnyin, GALILEO, CARTESIO, GIOVANNI BERNOULLI, culmino nella 
sintesi del LAGRANGY, il quale pervenne a dominare tutta la Statica dei sistemi 
privi di attrito mediante il celebre suo principio delle velocitd virtuali, che 
esprime in sostanza, pel solo easo dell’ equilibrio, la propriet& delle reazioni 
enunciata nel testo, e coincide, anche nella forma, colla cosi detta relazione 
simbolica, di cui ci oecuperemo al § 2. L’amniettere, come nel testo, che siffatto 
comportamento delle reazioni valga in ogni caso (@ non soltanto in condizioni 
statiche) risulta giustificato dagli altri postulati della meccanica, come vedremo 
al Cap. IV della II Parte. Chi desideri approfondire la genesi storica, quanto 
mai istruttiva, del principio dei lavori virtuali pud ricorrere alle interessan- 
tissime lezioni di G. CononNerri su 7 fondamenti della Statioa, Torino, U. T. 


E. T., 1927. 
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b) Il lavoro complessivo delle reazioni per ogni spostamento (infini-- 
tesimo) effettivo del sistema é nullo. 

L’ enunciato a) é gia stato riconosciuto valido in Cinematica (cfr. 
Cap. VI, n. 9); cosicché resta soltanto da giustificare l’enunciato 0). 
Ora, se lo spostamento effettivo di cui si tratta (considerato, in base 
ad a), come virtuale) @ reversibile, l asserto b) rientra nel principio 
dei lavori virtuali. ; } 

Se poi lo spostamento effettivo, sempre considerato come virtuale, 
é irreversibile, ’enunciato b) si giustifica induttivamente, ricorrendo 
come al n. 3 all’ analisi diretta dei casi tipici e amiettendo la conti- 
nuita delle reazioni, il che, supposte continue, come avviene nella 
maggior parte dei casi, le forze direttamente applicate, equivale ad 
ammettere, in base all’equazione fondamentale ma — F+- R, la conti- 
nuita delle accelerazioni dei punti del sistema mobile (cfr. Cap. II, n. 4). 

Infatti, riferiamoci al caso di un punto maieriale P, vincolato a 
restare su di una superficie > (invariabile nel tempo) o da una parte 
di essa. Uno spostamento effettivo sara da ritenersi (come virtuale) 
irreversibile sempre e solo quando stacchi il punto da os verso la 
regione consentita dal vincolo. Se ¢, él’ istante in cui P abbandona <a, 
negli istanti ¢ immediatamente consecutivi la reazione, in quanto é 
venuto meno il vincolo, é manifestamente nulla; e poiché cid accade 
per qualsiasi ¢>/¢,, comunque prossimo a f), si conclude, per I’ am- 
messa continuita di #, che essa é nulla anche all’inizio ft, dello 
spostamento, talche il lavoro della reazione pel considerato sposta- 
mento é@ veramente eguale a zero. 

Ad analoga conclusione si perviene ovviamente nel caso di due 
punti materiali P, P’ collegati da un filo flessibile e inestendibile, pei 
quali sara da considerarsi irreversibile ogni spostamento effettivo che 
porti la coppia di punti da una configurazione a filo teso ad un’altra, 
infinitamente vicina, a filo lento. E un processo di analisi e di sin- 
tesi induttiva, esercitata sui disparati tipi di sistemi vincolati, che si 
possono presentare in natura, guida ad accettare, come gia il prin- 
cipio dei lavori virtuali,  enunciato Db). 


5. Cid premesso, consideriamo un generico sistema di punti mate- 
riali P; (j= 1, 2,...,.N) soggetti a vincoli privi di attrito e indipen- 
denti dal tempo, e cerchiamone le condizioni di equilibrio, vale a dire 
le condizioni necessarie e sufficienti, affinché le forze F',, direttamente 
applicate ai singoli punti P;, siano atte a mantenerli in quiete. Quando 
ai vincoli siasi sostituito, per ogni P;, la corrispondente reazione F,, 
i singoli punti saranno assimilabili ad altrettanti punti liberi, soggetti 
ciascuno alla forza totale #,+- R,, talché ogniqualvolta il sistema sia 
in equilibrio, dovra aversi (VII; n. 11) 


P,=— R, aed; Ana. SNe 
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sated a 
e il lavoro complessivo ¢L =%; F;><#P; delle forze attive F’, per un 
l 
qualsiasi spostamento ae 5P,; del sistema sara dato da 
eo) Re >X<etP;=—cA, 


ove si denoti con 5A, come al n. 2, Panalogo lavoro Zornes delle 
reazioni. 

— Di qui, tenendo conto del principio dei lavori virtuali, si conclude 
intanto che per l’equilibrio del sistema @ necessario che le forze 
attive rendano soddisfatta, per tutti gli spostamenti virtuali, la rela- 
zione 
(1) sr<0, 
dove per gli spostamenti reversibili devesi assumere il segno di egua- 
glianza, mentre per gli irreversibili puod valere l’uno 0 l’altro segno. 

6. Diciamo che, inversamente, la condizione (1) & anche sufflciente 
per Vequilibrio del sistema: cioe, se sussiste, per ogni spostamento 
virtuale, la (1), e il sistema ad un dato istante é in quiete, vi si 
mantiene finché la (1) é soddisfatta. 

Per dimostrarlo bastera manifestamente far vedere che se il sistema, 
pur supposto inizialmente in quiete, si mettesse in moto sotto una data 
sollecitazione, se cioé non fosse in ogni generico istante ¢, a, = 0, 
esisterebbe pel sistema almeno uno spostamento virtuale, pel quale, 
contrariamente alla (1), il lavoro complessivo ¢L delle forze attive 
risulterebbe positivo. E, pit. precisamente, poiché, per l’osservazione @) 
del n. 4, ogni spostamento effettivo del sistema si pud riguardare 
come virtuale, bastera provare che il lavoro complessivo delle forze 
attive sarebbe positivo per lo spostamento effettivo che il sistema, nel 
mettersi in moto a partire dalla quiete, subisse nel primo tempuscolo. 

A tale scopo, ricordiamo anzitutto che, ove si introducano le rea- 
zioni vincolari #;, i punti P,; del sistema si comportano come altret- 
tanti punti materiali liberi, sollecitati ciascuno dalla corrispondente 
forza totale #,4-R,;. Percio ogni punto P;, che a partire dalla quiete 
si metta effettivamente in moto (e per ’ipotesi ve ne sara almeno 
uno) subira nel primo tempuscolo dt uno spostamento 6P;, che, per 
la legge del moto incipiente (VII; n. 12) avra la direzione e il verso 
della corrispondente forza totale #,-+ R,; talcheé il lavoro da questa 
compiuto (#7,;-+ R,) x ¢P, risultera essenzialmente positivo (1). Som- 


@) Giovera aggiungere un qualche chiarimento cirea gli spostamenti infini- 
tesimi 8P;, di cui si fa uso nel testo. Sfruttando la circostanza che si tratta 
di sistemi a vincoli indipendenti dal tempo, abbiamo assunto come sposta- 
mento virtuale 6P; lo spostamento elementare effettivo che ha luogo in un 


= 
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mando gli analoghi lavori parziali Yelativi ai vari punti P, che effetti- é 


vamente si muovono e denotando al solito con 6L e dA i lavori com- 
plessivi delle forze attive e, rispettivamente, di quelle reattive, avremo 


oL+6A>0. 
Di qui, poiché, in base alla osservazione b) del n. 4, si ha gia 
5A. -=0, si concluderebbe, secondo il primitivo nostro asserto 
6L > 0; 


e resta dimostrato che un sistema materiale, che sia inizialmente in 
quiete e venga assoggettato ad una sollecitazione attiva soddisfacente, 
per ogni spostamento virtuale del sistema, alla condizione (i), non pud 


mettersi in moto. 


7. Raccogliendo in un unico enunciato le due proposizioni, l una 
inversa dell’altra, stabilite nei due ultimi nn., perveniamo al seguente 
teorema fondamentale: Condizione necessaria e sufficiente per V equi- 
librio di un sistema materiale a vincoli privi di attrito (e indipendenti 
dal tempo) si & che le forze attive compiano un lavoro totale nullo per 
ogni spostamento virtuale reversibile, negativo o nullo per ogni sposta- 
mento virtuale wreversibdile. 


8. La condizione 

(1) oL<=0 

é stata da noi dimostrata caratteristica per l’equilibrio, limitatamente 
al caso dei sistemi a vincoli, oltreché privi di attrito, indipendenti 
dal tempo. Ma, come gia accennammo dapprincipio, ripetiamo qui, 
pur senza entrare nella minuta analisi a cid necessaria, che essa si 
pud dimostrar valida anche per sistemi a vincoli, pur sempre privi 
di attrito, ma comunque variabili nel tempo. a 


primo tempuscolo dt successivo a un generico istante iniziale t; abbiamo cioé 


1 
posto oPij =P; (¢ + dt) — Pi (t) = 5 Hi dt? +-infinitesimi d’ordine superiore, il 


terzo membro risuitando dalle considerazioni dei nn. 63 e 64 del Cap. I, 
ove si applichi lo sviluppo di Taylor al punto P;(¢-+ dt) e si tenga conto che 
dP; {dt =vi =0. Di qui apparisce che i vari dP; risultano dell’ordine di di?. 
Se quindi si riguardasse dé come intinitesimo principale, ogni 5P; sarebbe tra- 
scurabile quale infinitesimo d’ordine superiore al primo,*e Ja dimostrazione 
diverrebbe illusoria. Ma nulla vieta di assumere proprio di? come infinitesimo 
principale; oppure, mantenendo dt per infinitesimo principale di, prendere come 
spostamenti virtuali 8P;, non proprio gli effettivi P;(¢+ dt)—Pi(t), ma i 
lore rapporti a dt. In entrambi i casi i SP; non nulli riescono tutti infinitesimi 
dello stesso ordine minimo (ragionandosi qui nell’ipotesi, che si vuole esclu- 
dere, che non tutti gli @; siano zero), . 


AA 
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La (1), presa in questo suo significato generale, si suol designare 
sotto il nome di relazione simbolica della statica. 


Se il sistema non ammette spostamenti virtuali irreversibili, il che- 


accade se non vi sono vincoli unilaterali, essa si riduce alla 
(1’) 6 L=0 
e si chiama I’ equazione simbolica della Statica. 


9. Dalla (1) possiamo dedurre due corollari: 
1° Se ad un sistema % di forze attive, atte a mantenere in equi- 
librio un dato sistema materiale S, si aggiunge una seconda solleci- 
tazione &’, pure atta a mantenere S in equilibrio, la sollecitazione 
risultante X4+- ’ (costituita cioé dalle forze di S e da quelle di »’) 
verifica anch’essa le condizioni di equilibrio. 
2° Se un sistema materiale S, differisce da un sistema S per 
VY aggiunta di aleuni legami, e se una certa sollecitazione } mantiene S 
in equilibrio, a pit forte ragione manterra in equilibrio S,. Infatti 
gli spostamenti virtuali di S, sono tutti compresi fra quelli di S; 
dunque se la (1) é soddisfatta per tutti gli spostamenti virtuali di S, 
lo sara a piu forte ragione per tutti quelli di S, (non viceversa). 
Quando poi tutti i vincoli sono bilaterali (o pit generalmente, 
quando non si tratta di una configurazione di confine) si rileva dalla 
equazione (1’): Se un sistema di forze attive applicate ad un sistema 
materiale @ in equilibrio, lo é pure il sistema costituito dalle stesse 
forze prese in verso opposto. 


-§ 3. — Osservazioni sui postulati particolari 
git ammessi nella Statica dei solidi e dei fili. 


10. Gia ci occupammo diffusamente della Statica dei solidi (Cap. XII). 

La nostra trattazione poggiava, oltreché sui principi fondamentali 
della meccanica, sopra un unico postulato specifico (XIT; n. 1): L’equi- 
librio di un solido non si altera, quando a due generici suot punti si 
applicano due forze direttamente opposte. 

Vogliamo far vedere come questo postulato, anteriormente intro- 
‘dotto di per sé solo, per manifesta ragione di opportunita (cioé per 
discutere con mezzi elementari e diretti tutta la Statica dei corpi 
solidi), si presenta concettualmente quale conseguenza particolarissima 
del principio dei lavori virtuali. 

La verifica ¢ immediata. Basta da un lato osservare che i solidi 
naturali, cui si riferisce il postulato caratteristico anzidetto, devono 
considerarsi (sensibilmente) indeformabili, cioé, idealizzando, dal punto 
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di vista dei legami cinematici, come sistemi rigidi. D’ altro lato poi 
si ricordi (n. 3) che coppie di forze, eguali e direttamente opposte, 
fanno lavoro nullo per ogni spostamento (infinitesimo), che non alteri 
la distanza dei rispettivi punti di applicazione; il che é quanto dire 
per ogni spostamento virtuale del solido. 
Cid posto, é chiaro che, se un solido (comunque vincolato) si trova 
in equilibrio, ed & quindi <0 il lavoro virtuale ¢L delle varie forze 
attive, lo stesso avviene dopo aggiunte due forze eguali e diretta- 
mente opposte, in quanto esse recano al 6L un contributo nullo. 


11. Poiché il postulato caratteristico della Statica dei solidi rientra 
nel principio dei lavori virtuali, devono necessariamente rientrarvi 
anche le sue conseguenze, in particolare le definitive condizioni di 
equilibrio, pei vari casi considerati nel Cap. XII. 

Accenniamo qui rapidamente come esse si possano ritrovare, in 
base alla relazione simbolica della Statica. 

Consideriamo dapprima un solido libero, cioé un sistema di punti 
sottoposti esclusivamente a vincoli di rigidita nonche, beninteso, a 
date forze attive; e ricordiamo anzitutto, che, scelto come centro di 
riduzione, un qualsiasi punto O solidale col corpo, il pit generale 
spostamento virtuale di un qualsiasi punto P, del sistema @ dato 
(VI; n. 11) da 

P;=80+y \ P,— 0), 
dove 60 e y denotano due vettori infinitesimi arbitrari (spostamento 
virtuale del polo O e rotazione virtuale intorno ad 0). 
Percid, se F, € la forza totale direttamente applicata a P;, il 
lavoro virtuale delle forze attive é fornito da 
6L=2;F;<[0+y A (P:— OD], 
ed, ove si sciolgano le parentesi e si tenga conto delle identita vet- 
toriali (I; n. 25). 
F< Ty \ (Pi — OY] =X >< UP: — OA Fi), 
si puod scrivere 
Compaiono qui il risultante delle forze attive e il loro momento 


risultante rispetto ad O (XI; n.- 4). Denotandoli rispettivamente con 
Red M, si ha 


oL=tOx h+y< M; 
e poiché qui, trattandosi di vincoli (di rigidita) che non consentono 
spostamenti virtuali irreversibili, va applicata la equazione simbolica 
della Statica, si conclude che per Vequilibrio occorre e basta che 
sussista ]’ equazione 

cOx<X R+yx< M=0 
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per qualsiasi peel di €0 e y; il che equivale alle due condizioni 
ie 0-, I = 0); 

Je quali concordano precisamente con quelle, che gid trovammo carat- 
teristiche per lequilibrio di un solido libero al n. 3 del Cap. XI, 
giacché, nel caso qui considerato, le forze attive sono tutte esterne 
e viceversa.. 

Nel caso di un solido fissato in un suo punto, basta scegliere in 
questo punto il polo, perché il pili generale spostamento virtuale del 
punto P, sia dato (VI; n. 12) da 


6P:=y | (P; — 0) G=1, 2,..., N) 
e conseguentemente si abbia 
Lay iM. 


Poiché il vettore infinitesimo y ¢ completamente arbitrario l’an- 
nullamento di questo 2Z equivale appunto alla condizione M=0, 
gia riconosciuta, per via diretta, necessaria e sufficiente per Pequil- 
brio al n. 5 del Cap. XII. 

Analogamente si ritrova la condizione di equilibrio per un solido 
con asse fisso (cfr. Cap. XII; n. 6) mentre nel caso di un solido 
pesante appoggiato ad altri corpi (cfr. Cap. XII, § 4), data la pre- 
senza di vincoli unilaterali, si perviene alle condizioni di equilibrio, 
applicando, in luogo della equazione, la relazione simbolica della 
Statica. 


12. Vogliamo infine accennare, pur senza giustificazione e a sem- 
plice titolo di notizia, che anche la Statica dei fili flessibili ed ine- 
stendibili, da noi stabilita (Cap. XIII) come caso limite di quella dei 
sistemi articolati in base ad un ovvio postulato specifico (§ 3 del cit. 
Cap.), si pud dedurre direttamente dal principio dei lavori virtuali, 
tostoché ci si procuri un’adeguata rappresentazione analitica di tutti 
gli spostamenti di un filo, che sono compatibili coll’ inestendibilita 
dei suoi elementi. Cid conduce, come ha mostrato il LAGRANGE (%), a 


(1) Giuseppe Luiat LaGRraNnGE, n. a Torino nel 1736, m. a Parigi nel 1813, 
si designa per antonomasia come |’ Autore della Meccanica analitica, Egli 
diede infatti assetto sistematico a tale scienza, mostrando come tutte le teorie 
particolari gia note e altre da lui stesso create possano farsi discendere dal 
principio generale detto delle velocita, o meglio dei lavori virtuali. La 
Mécanique analytique fu stampata por la prima volta a Parigi nel 1788. 

Oltre al calcolo delle variazioni, che fu tra le prime scoperte del Lagrange, 
vanno sognalate ricerche, divenute classiche quasi nella stessa forma originaria, 
sui piu svariati soggetti di teoria dei numeri e delle equazioni algebriche, di 
equazioni differenziali e alle derivate parziali, di meccanica celeste (in parti- 


pre 
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introdurre (provvisoriamente, quale elemento ausiliario di calcolo) una. 
funzione 7 dei punti del filo, che si interpreta poi come tensione, e 
porta alla fine alle stesse relazioni vettoriali gia trovate e discusse nel 
ricordato Cap. [l’equazione indefinita (12) e le condizioni ai limiti (13)]. 


§ 4, - Statica dei sistemi pesanti. 
Principio del Torricelli (+). 


13. Consideriamo un sistema materiale S, comunque costituito, per 
cui le forze attive si riducano ai pesi dei singoli elementi. 

Ove si supponga l’asse delle 2 verticale e diretto verso il basso, 
e sia m,; la massa di un generico elemento P;, la forza F’; applicata 
in P, avra per componenti 

: 0, 0, M;g. 

In un generico spostamento virtuaie del sistema siano 6x, , €Yy;, 62; 
le componenti dello spostamento ¢P; subito da P;. 

Il lavoro virtuale delle forze attive si riduce manifestamente a 

éL =X; By X<2P;=9 2; m,22;, 

la somma essendo estesa a tutti i punti P; che costituiscono il sistema. 


colare sul problema dei tre corpi e sulla teoria delle perturbazioni), e di idro- 
dinamica. Il LagranGe 6 unanimemente considerato il pitt grande matematico 
dei tempi moderni dopo NEwrTon. 

A 19 anni fu nominato professore di matematica alla Scuola d’ Artiglieria 
di Torino; e fu poco dopo tra i soci fondatori di quella Accademia delle 
Scienze. Nel 1766 si trasferi a Berlino, dove sucvedette ad EuLERoO nella dire- 
zione della Sezione matematica di quella Accademia delle Scienze. Di 14a passo 
nel 1787 a Parigi. Anche durante la rivoluzione e nel successivo periodo napo- 
leonico fu onorato e consultato dal governo francese; divenne senatore, ece. 
Ebbe insegnamenti alla Scuola Normale e alla Scuola Politeenica, da cui sor- 
sero opere didattiche sulla teoria delle funzioni e sulle matematiche elementari. 

La collezione delle sue opere complete consta di i4 volumi. 

(4) EVANGELISTA TORRICELLI, n. a Faenza nel 1608, m. a Firenze, nel 1647. 
Dopo aver fatto in Romagna studi umanistici e scientifici, si recd a Roma per 
perfezionarsi sotto ia guida del P. CasTHLLi, dotto di grande rinomanza, disce- 
polo e amico di GaLILEo. Dal Casrpxir fu nel 1641 inviato in Arcetri presso 
il Maestro, gia vecchio, cieco e sofferente, onde aiutarlo a redigere per la. 
stampa le opere non ancora pubblicate. Dopo soli tre mesi il GALILEr venne 
a morte, ¢ il TORRICELLI gJi successe come matematico del Gran Duca di Toscana. 
Fu grande geometra, ma l’ammirazione dei posteri gli 6 tributata sopra tutto 
per le sue scoperte di Meccanica tra cui: il principio menzionato nel testo; il 
riconoscimento della pressione atmosferica e l’invenzione del barometro; Ja 
formula dell efflusso di un liquido pesante da un orifizio (efr, Parte Il: Cap. XII, 
n. 14). Quest’ ultima @ contenuta in una celebre memoria «De motu gravium 
naturaliter descendentium », anteriore ai suoi contatti personali con GALILKo. 


~ 
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Cid posto, facciamo intervenire il baricentro G del sistema, la cui 
coordinata verticale 2 é 

m 
essendo m la massa totale del sistema. 

Quando le 2; si incrementano di 62,;, la 2) subisce un incremento 

(spostamento verticale del baricentro) definito da 
Ces Boe : 
L’espressione del lavoro virtuale pud cosi essere scritta 
OL = mg6 2, 
e la condizione d’equilibrio 64 <0 assume di conseguenza I’ aspetto: 
; 62=0, 
valendo luguaglianza per gli spostamenti reversibili. 

Si richiede dunque per l’equilibrio che i legami consentano al bari- 
centro solo spostamenti per cui risulti cz) <0, 0, cid che é lo stesso, 
per cui non risulti mai cz, >0. Questo e quanto dire (principio del 
TORRICELLI): Condizione necessaria e sufficiente per V equilibrio di un 
sistema pesante & che il suo baricentro non sia suscettibile di abbassa- 
mento (non si presentino cioé incrementi positivi della coordinata 2) 
per effetto di alcuno spostamento virtuale del sistema. 


14. Giova fissare l’attenzione sulla circostanza che I’ enunciato 
concerne soltanto gli spostamenti virtuali infinitesimi. Non e@ percid. 
lecito inferirne che nella posizione d’ equilibrio l’ altezza del baricentro 
debba proprio essere minima (cioé massima la coordinata 2) compa- 
tibilmente coi vincoli. Rendiamocene conto in modo preciso, conside- 
rando, per fissar le idee, il caso di legami tutti reversibili. La nostra 
condizione é. allora €2) == 0. 

D’altra parte, come e ben noto dal Calcolo, perché una funzione 
abbia un massimo od un minimo, si richiede non soltanto che si an- 
nulli il suo differenziale primo (per il sistema ) 

di valori, cui il massimo 0 minimo si riferisce), (P 

ma che inoltre sia soddisfatta una condizione 

supplementare concernente il differenziale se- 

condo. Nel caso dell’equilibrio di un sistema 9 
pesante, si trova bensi soddisfatta per la funzione 2 la condizione 
di annullamento del differenziale primo (22) —0), ma nulla si sa del 
differenziale secondo. 

Pud dunque sussistere l’equilibrio anche senza che I’ altezza del 
baricentro sia effettivamente minima, in particolare quando essa é 
massima. 


CAPITOLO QUATTORDICESIMO 
Cid si rende per es. manifesto nell’appoggio di un punto pesante 
sopra una superficie priva di attrito: delle due posizioni di equilibrio 
P, Q, segnate in figura, la prima corrisponde evidentemente ad un 
massimo, la seconda ad un minimo dell’altezza del baricentro. 


15. Notiamo che la condizione pit restrittiva che la 2) abbia un 
effettivo minimo, che cioé il baricentro si trovi nella posizione pit 


bassa consentitagli dai legami, assicura insieme il sussistere dell’equi- - 


librio e la stabilita del medesimo. In tal caso si pud infatti asserire 
che, per ogni spostamento abbastanza piccolo del sistema, compati- 
bile coi vincoli, il baricentro si innalza. Ne consegue che, nel tornare 
alla posizione di equilibrio, le forze attive (che qui si riducono al 
peso dei singoli elementi) fanno complessivamente lavoro positivo. 

Ei dunque verificata la condizione di stabilitd nel senso statico 
definito al § 5 del Cap. XII. 


§ 5. — Statica dei sistemi a legami completi. 


Macchine semplici. 


16. Sappiamo che dicesi @ legami completi ogni sistema olonomo 
con un solo grado di liberta (cioé avente una sola coordinata lagran- 
giana) e a vincoli indipendenti dal tempo (VI; n. 3). Tale 6, p. es., 
un punto vincolato a restare su di una data’ curva, un solido gire- 
vole attorno ad un asse, una vite nella rispettiva madrevite, ecc. 

Gli spostamenti 5P, dei singoli punti del sistema, e in particolare 
le loro proiezioni 52, sulle linee d’azione delle forze F,, sono indi- 
viduati (a partire da una configurazione generica) dall’ incremento 3g 
dell’ unico parametro lagrangiano. D’altra parte la condizione d’equi- 
librio (non essendovi spostamenti irreversibili) sara l’equazione sim- 
bolica (1’), che nel caso attuale puo essere scritta 
(2) oL = 2; F;t;=0. 

Essa equivale manifestamente ad un’ unica condizione etfettiva che 
si ottiene eguagliando a zero il coefficiente dell’arbitraria éq. 


17. MACCHINE SEMPLICI. — Fra i sistemi a legami completi meri- 
tano speciale menzione le cosi dette macchine semplici (leve, piano 
inclinato, cuneo, vite, ecc.) e le bilance. Le loro condizioni di equi- 
librio si possono discutere per via diretta, analizzando, se occorre, il 
comportamento delle varie parti (per lo pit corpi rigidi) ed introdu- 
cendo come ausiliarie le mutue reazioni di queste parti. Si pud tut- 
tavia (sempreché si prescinda dagli attriti) raggiungere pit. rapida- 
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mente l’intento, ricorrendo al principio dei lavori virtuali. Esso for- 
-nisce la condizione di equilibrio nella sua forma definitiva, evitando 
quell’ introduzione e successiva eliminazione di ausiliarie, che é ri- 
chiesta dal procedimento elementare e che puo caver laboriosa, 
quando il sistema consta di molti pezzi. . 

Di solito, sia nelle macchine semplici che nelle bilance, le forze 
attive si riducono a due, F’, ed F,, chiamate rispettivamente potenza 
e resistenza. Conformemente alla regola espressa dall’equazione (2) 
basta immaginare impresso al sistema l’unico spostamento infinitesimo, 
che gli é consentito dai legami. La condizione d’equilibrio é 


(3) » F,5l, + F Bly = 0) 5) 


che assume senz’ altro forma finita ove si pensi che, al limite, il rap- 
porto 61, /81, dipende soltanto (dalla natura del sistema e) dalla con- 
siderata configurazione d’ equilibrio. 

Se si osserva che 41, e 6l,, presi in valore assoluto, misurano i 
cammini dei punti di applicazione delle due forze F’, ed F, nel senso 
delle rispettive linee d’azione, si ricava dalla (5) (o meglio dalla pro- 
porzione 


Fy: Fy, =| 61,|:| 82,1, 


che ne @ necessaria conseguenza) la cosi detta regola d’oro: * Quel 
‘che si guadagna in forza si perde in cammino ,. 


18. TORCHIO A VITE. — La vite, in quanto si supponga inserita 
nella rispettiva madrevite, costituisce effettivamente un sistema a 
Jegami completi. Consideriamone un generico spostamento infinitesimo, 
che é senz’altro uno spostamento virtuale, poiché si tratta di vincoli 
indipendenti dal tempo. Lo spostamento, che viene a subire un qual- 
siasi punto P della vite, potra evidentemente riguardarsi risultante 
di due altri: una traslazione elementare nel senso dell’asse (della 
vite), e una rotazione, pure elementare, attorno all’asse. 

Detta 6s, l’ ampiezza della prima, dw quella della seconda e p il 
passo della vite, é facile riconoscere che 

6:08, = 27: p. 

Infatti, quando la vite fa un giro-completo, essa procede di p nel 
senso dell’asse: d’altra parte il legame implica appunto che il corpo 
ruoti e proceda nel senso dell’asse con rapporto costante (sia che si 
tratti di uno spostamento infinitesimo, sia che si tratti di un giro 


completo). 
Ne consegue la proporzione gia scritta, ossia 
27 
oo 6 08, 
{4) W = OB: 


Levi-Civita - AMALDI — Mecc. raz. I 23 


CAPITOLO QUATTORDICESIMO 


19. Cid premesso, supponiamo che, come avviene schematicamente 
nel torchio, una vite si trovi in equilibrio, premendo mediante una 
piastra terminale ® un pezzo di superficie piana 5, normale all’asse, 
ed essendo sollecitata a trasmettere questa pressione da una forza FP, 
applicata all’estremita di un braccio normale all’asse e rigidamente 
connesso colla vite. Supponiamo ancora, per prendere in considerazione 
il caso pid comune, che la forza # agisca normalmente al piano de- 
terminato dal braccio e dall’asse, e che sia trascurabile (di fronte 
ad F) il peso proprio del sistema. Avremo cosi quali forze attive: 
1° la potenza #’; 2° la resistenza, costituita dall’insieme delle pres- 
sioni, che la piastra terminale @ della vite subisce, per reazione, da 
parte della superficie premuta oc. La risultante di queste varie pres- 
sioni reattive sara naturalmente eguale ed opposta alla pressione com- 
plessiva esercitata su co: ne designeremo il valore assoluto con ®. 

Immaginiamo impresso al sistema uno spostamento virtuale in uno 
dei due sensi: in quello, per esempio, secondo cui la forza # tende 
a far ruotare la vite. Lo spostamento d’ogni punto si puo scindere 
in due: traslatorio e rotatorio. Valutiamo i corrispondenti contributi 
al lavoro virtuale delle varie forze. Per effetto della traslazione, la F’ 
che @ per ipotesi perpendicolare all’asse, fa 
lavoro nullo: le pressioni sulla piastra ter- 
minale (che tenderebbero a far ruotare la vite 
in senso opposto) fanno tutte lavoro nega- 
tivo, complessivamente espresso da — Ddsq. 

Per effetto dello spostamento rotatorio 
(attorno all’asse della vite) le pressioni fanno 
manifestamente lavoro nullo: quanto ad F, 
siccome lo spostamento rotatorio del suo 
punto di applicazione segue proprio nella 

D direzione della forza, il lavoro sara positivo 

e misurato dal prodotto di F per l’ampiezza 

dello spostamento rotatorio suddetto. Avremo 

cosl Fbéw, chiamando b la lunghezza del braccio. Sostituendo a dw 
il suo valore (4), il lavoro virtuale complessivo assume I’ aspetto 


b 


cosicché la condizione d’equilibrio @ data da 
5 D— — Fb. 
(5) = 


Come si vede, essa non dipende dalla grossezza della vite (raggio 
del cilindro su cui é riportato il filetto elicoidale), ma soltanto dal 
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_. passo p. Per esercitare grandi pressioni con sforzi moderati converra 
_ manifestamente diminuire quanto é possibile » ed aumentare il braccio 
di leva. 


20. Se oltre ad F agisce sulla testa della vite un’altra forza ana- 


loga FF” (normale anch’essa e cospirante con F’, quanto al senso, in 
cui tende a far rotare la vite), ed @ b’ il corrispondente braccio, si 
trova immediatamente in luogo della (5) l’equazione 


2m. ae 
O= Si roe ryt. 


La quantita in parentesi pud interpretarsi come il momento risul- 
tante delle due forze F’ ed F” rispetto all’asse; od anche, essendo 
nullo il momento delle pressioni, come il momento risultante di tutte 
le forze attive. D’altra parte il primo membro pud riguardarsi come 
risultante, nel senso dell’asse, di tutte le forze attive (poiche F' ed F” 
non recano alcun contributo). 

Chiamando al solito R ed M la risultante ed il momento risul- 
tante (rispetto ad un punto dell’asse) di tutte le forze attive, ed 7 la 
direzione dell’asse (in uno dei due versi, scelto a piacere), la trovata 
condizione d’equilibrio pud essere scritta: 


= a cad M,. 
p 
Sarebbe assai facile riconoscere, valendosi dell’espressione del la- 
voro virtuale indicata al n. 11, che, sotto questa forma, essa rimane 
valida in generale, cioé qualunque sia, per numero, intensita e dire- 
zione, il sistema di forze attive applicate alla vite. 


§ 6. — Statica dei sistemi olonomi 
a quanti si vogliono gradi di liberta. 
Condizioni di equilibrio in coordinate lagrangiane. 


21. Si consideri un sistema olonomo costituito da N punti P, 
(i =1, 2,..., N) e dotato di m gradi di liberta, e, riferendolo ad 
un generico sistema di coordinate lagrangiane (indipendenti) 9, 
(h=1,2,.:.., 2), 8k abbia 
(6) P;, =P; (Qi, Ga,-++) Ini 4) ((=1,2,..., N). 
Poiché qui ogni spostamento virtuale 


n oP, 
; CLS a C h 
(7) 2i oq; qi 


(dove le &q, sono arbitrarie e indipendenti) risulta reversibile (VI; 
n. 10), le condizioni necessarie e sufficienti perché il sistema sotto 
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una data sollecitazione F, (i=1, 2,..., N) sia in equilibrio saranno 
fornite dall’equazione simbolica della Statica 


N 
(8) 6h = yy PO = 0, 

1 
la quale, ove si tenga conto delle ae assume la forma 


Z 3, Fi want = bq, =0, 


ossia 
(8’) %y Or CFh 0 
quando si ponga 
oP; 
(9) n= HEF xe = te oe ee 


La (8’) deve sussistere per qualsiasi spostamento virtuale del sistema, 
cioé per ogni possibile scelta delle arbitrarie ¢q, (in particolare quando 
esse si pongano tutte eguali a zero, tranne una); onde consegue che 
in condizioni statiche debbono valere, simultaneamente, le » equazioni 
(10) Y,=0, Q,=0,..., On =9; 
e, viceversa, € chiaro che, se sono soddisfatte queste equazioni, risulta 
pur soddisfatta la (8’) e quindi la (8) per qualsiasi scelta delie ¢q,,, 
cioé per ogni spostamento virtuale del sistema, e l’equilibrio @ assi- 
curato. > 

Insomma le condizioni necessarie e sufficienti per l’equilibrio del 
sistema olonomo considerato sono date dalle » equazioni (10). 


22, Fissiamo l’attenzione sulle » quantita scalari Q, definite dalle 
(9). Da queste equazioni si desume anzitutto che le Q, risultano nulle 
tutte le volte che si annullano le forze direttamente applicate F,,; e, 
in secondo luogo, quando il sistema olonomo si riduce ad WN punti 
liberi, talché a coordinate indipendenti sia lecito assumere le coordi- 
nate cartesiane 7,;, y;, 2; degli N punti P;, le Q, assumono la forma 


oP; oP; 


oP; 
BX 55, Y Gore BX 5p (bay 25 ce ee 


cioé si riducono alle componenti X;, X;, Z; delle forze attive F, 
secondo gli assi cartesiani. 

Per queste analogie (e per altre che tosto indichereme) fra le 
X;, ¥;, Z; e le Q,, queste ultime quantita scalari si sogliono chia- 
mare le componenti della sollecitazione del dato sistema secondo le coor- 
dinate lagrangiane q,. 


23. Per indicare altre notevoli analogie fra le componenti lagran- 
giane Q, della sollecitazione e le componenti cartesiane X,;, Y,, Z;, 
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precisiamo anzitutto in qual senso debbano intendersi date, dal punto 
di vista matematico, le forze attive F’; che sollecitano il sistema. 

In accordo con quanto si é convenuto nel caso di un punto libero 
(VII; § 8), la sollecitazione F’; si considerera matematicamente nota, 
quando ogni singola F; (forza totale agente sul generico punto P; del 
sistema) é data, istante per istante, in funzione della configurazione 
del sistema e delle velocita dei singoli suoi punti. Se si tien conto 
delle (6) e delle espressioni che ne conseguono per le velocita dei 
vari punti P, 


jhe ahaee oP; 
P= Banay et aE ea oy ine ON ies 


si riconosce che la sollecitazione va risguardata nota quando ciascuno 
dei vettori #7, é dato in funzione delle q,, delle q, (che si chiamano 
velocit del sistema secondo le coordinate lagrangiane q,) ed, even- 
tualmente del tempo. 

In particolare, la sollecitazione si dira puramente posizionale quando 
le F; dipendono esclusivamente dalla configurazione del sistema, cioé, 
dalle sole qg,. In tal caso, come risulta dalle (9), dipenderanno dalle 
sole q, anche le componenti lagrangiane Q,; e le condizioni d’ equi- 
librio (10) forniscono » equazioni fra le x coordinate di posizione q,, 
le quali caratterizzano le configurazioni di equilibrio del sistema 
analogamente a quanto accade, nel caso di un punto libero sollecitato 
da una forza posizionale, per le equazioni che si ottengono egua- 
gliando a zero le tre componenti cartesiane della forza attiva. 


24. Proseguendo nella enunciazione delle analogie fra le X;, Y;, 2; 
e le Q,, premettiamo che una sollecitazione F, (i =1, 2,..., N) di 
un sistema di N punti si dice conservativa, quando il lavoro comples- 
sivo delle forze F’, per uno spostamento qualsivoglia dP; del sistema 
é identico al differenziale totale di una funzione U delle 3N coordi- 
nate cartesiane z,, y;, 2; dei punti del sistema; cioé quando si ha 
identicamente 


N 
Poiché questa equazione si pud scrivere esplicitamente sotto la forma 
¥ N (0U oU ae 
By (Xp da_ + Yidy,+ Z,d2) =, (= da, + a OY; OL mires mes 


si conclude, identificando i coefficienti dei differenziali eae e 


ee necat) dx,, dy;, dz;, che essa é equivalente alle 3N identita 
oU oU oU oR 


; : f =o) ie ee 
X= aie an,” ni oy,” a Cf; & 


ot y eee x aa 
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La funzione U, determinata a meno di una costante additiva arbitra-_ 


ria, dicesi, come nel caso di un’ unica forza conservativa, potenziale 
della sollecitazione. 

Cid premesso, applichiamo, nell’ipotesi di una sollecitazione con- 
servativa, la identita (11) al caso di uno spostamento virtuale. Avremo 


N 
y; Fy><6P; =o. 
ossia, tenuto conto delle (7) e (9), 
n 
Ba On 2dn = 6U; 


talché, immaginardo la U espressa, per mezzo delle (6), in funzione 
delle q; e identificando i coefficienti delle 5g,, si conclude 
oU oU aU 
O1= 5g, =F, peony Qn=35 ° 
Possiamo percid dire che anche le componenti lagrangiane derivano 
da un potenziale. 
Giova rilevare esplicitamente che la precedente osservazione non 
é invertibile, in quanto pud darsi benissimo che il lavoro virtuale 


xy On 2s. 


sia identicamente eguale a un differenziale esatto senza che tale sia 
il lavoro elementare per uno spostamento del tutto arbitrario 


N 
xy F,x<dP;. 


1 


= 


Ad ogni modo tutte le volte che le componenti lagrangiane Y, am- 
mettono un potenziale, si desume dalle condizioni di equilibrio (10) 
e dalle identita (12) che ad ogni massimo o minimo del potenziale cor- 
risponde pel sistema olonomo una configurazione di equilibrio. 

Se poi si estende all’ equilibrio dei sistemi olonomi il criterio qua- 
litativo di stabilita che si é accennato al n. 20, c) del Cap. XII, si 
riconosce che anche per codesti sistemi sono configurazioni di equili- 
brio stabile quelle, cui corrisponde pel potenziale un valore massimo. 


CAPITOLO XV. 


EQUILIBRIO RELATIVO. 


§ 1. — Nozione di equilibrio relativo. 
Regola di applicazione generale. 


1. Nei capitoli precedenti abbiamo studiato le condizioni di equi- 
librio di varie specie di sistemi materiali, riferendoci ad una terna 
di assi galileiani (VIL; n. 20) 0, in casi speciali, terrestri. 

Consideriamo pili generalmente un sistema di assi Oxyz, animati, 
rispetto alla terna galileiana (0, eventualmente, terrestre) di riferi- 
mento meccanico, da un moto comunque assegnato, e proponiamoci 
di trovare le condizioni cui debbono sottostare le forze direttamente 
applicate ad un sistema materiale, affinché esso, malgrado la solleci- 
tazione, serbi posizione invariata, rispetto alla terna Oxyz. B questo 
il cosi detto equilibrio relativo, attribuendosi, quando si possa temere 
ambiguita, la qualifica di equilibrio assoluto a quello di cui ci siamo 
occupati finora. | 


2. Cominciamo, come !nello studio dell’equilibrio assoluto, dal 
caso semplice in cui si tratta di un punto materiale P. In quanto si 
vuole che esso serbi posizione invariata rispetto agli assi Oxyz, la 
sua velocita relativa (cioé rispetto a codesti assi mobili) v,, e di con- 
seguenza l’analoga accelerazione relatiwa a,, debbono annullarsi. 

Cid posto, sia F la risultante di tutte le forze che sollecitano P 
(compresa eventualmente la reazione, se vi sono dei vincoli). Si tratta 
di stabilire a quale condizione deve soddisfare F' affinché il punto P 
stia in equilibrio relativo. 

Ci bastera all’uopo combinare l’equazione fondamentale della 
dinamica 

NO,—Ff, 


(dove, per maggior chiarezza, si designa con @, laccelerazione as- 


soluta) col teorema del CORIOLIS, espresso (cfr. Cap. IV, n. 3) dalla 
-equazione 


hy A,+a,+ 2a,. 


Se V’equilibrio relativo sussiste, sara, per quanto s’é osservato dap- 
principio, @,—0, nonche @,= »/\ v,=0, quindi @,=a,, e la legge 
fondamentale del moto (assoluto) potra scriversi ma, = F, ossia 
(1) F—ma,=0. 

E questa la condizione cui deve necessariamente soddisfare la 
forza F’, quando il punto P si trova in equilibrio relativo. 

Ma essa é pur sufficiente; cioé se la (1) é verificata, lV equilibrio 
sussiste; ossia ancora, se si suppone che, in un particolare istante 
qualsiasi ¢=7?,, il punto P si trovi in quiete relativa (v,—0, per 
t=4,), consegue dalla (1) v,—0 per qualsiasi istante ¢. 

Infatti Vipotesi (1) equivale ad @,—«a@,, od anche, sostituendo 
ad @, la sua espressione fornita dal teorema del CORIOLIS, ad 


,+2a,=0. 

Poicheé il vettore @,=@/V,, ove non sia nullo, risulta perpen- 
dicolare a v,., la relazione precedente, moltiplicata scalarmente per 2, , 
porge 

CU; A, 08 
ossia 


ad : 
VG Dig Or Ae gp 


onde si conclude v,—cost.; e poiché per ipotesi uv, si annulla nel- 
Pistante f), si manterra costantemente eguale a zero. 

La (1) & dunque condizione necessaria e sufficiente perche il punto P 
sia in equilibrio relatiwo rispetto alla terna Oxy2. 


3. Tale risultato si pud interpretare in modo espressivo, ravvici- 
nandolo all’analoga condizione di equilibrio assoluto, che, come ben 
sappiamo, é data dall’annullarsi della risultante di tutte le forze ap- 
plicate al punto (VIL; n. 11). Si pud cioe rappresentarsi la (1) come 
condizione di equilibrio assoluto per un punto materiale sollecitato, 
oltre che dalla forza F' (effettivamente applicata), anche da una forza 
addizionale y¥== — ma, . Questa forza fittizia, che, in ordine all’ equi- 
librio relativo del punto, rappresenta |’ influenza del moto degli assi 
e si riduce a zero non soltanto quando questi son fissi, ma anche 
ogni qualvolta sia @,= 0, si suol chiamare forza di trascinamento. 
- Introducendo sistematicamente siffatta forza, possiamo enunciare 
la regola seguente: Tutte le questioni di equilibrio relativo del punto 
st discutono come se si trattasse di equilibrio assoluto, avendo pero cura 


EQUILIBRIO RELATIVO 


di annoverare ciascuna volta fra le forze esterne direttamente applicate 
anche la forza di trascinamento. 

Questa, per la sua stessa definizione, dipende dal moto degli assis. 
e al prossimo § indagheremo il suo comportamento nei casi pitt sem- 
plici e pit interessanti per le applicazioni. 


4. La regola di Statica relativa, or ora stabilita nel caso del punto, 
si estende a sistemi materiali di natura qualsiasi e risulta senz’altro 
applicabile a tutti quei casi (solidi, liberi o vincolati, sistemi artico- 
lati, fili, ece.) pei quali gia si conoscono le condizioni di equilibrio 
assoluto. 

Per giustificare questa asserzione basta, se si tratta di vincoli privi 
di attrito, invocare il principio dei lavori virtuali, cioé (Cap. prec., 
n. 2) la relazione 6A =3; R;<C¢P;=0, e notare che, nel caso del- 
Pequilibrio relativo, ogni reazione R, é precisamente eguale a — (forza 
attiva +- forza di trascinamento). Si arriva quindi allo stesso enun- 
ciato (Cap. prec., n. 5) della condizione necessaria e sufficiente per 
Yequilibrio assoluto, colla sola avvertenza che, nel caso dell’equilibrio 
relativo, vanno annoverate fra le forze attive anche quelle di trasci- 
namento. Si ha cosi una conclusione generale ed espressiva. 

Per altro non é inutile di rendersene conto anche in altro modo, 
riportandosi ai criteri piu elementari e particolari (sebbene per qual- 
che rispetto pit. pratici, perché non escludono a priori gli attriti) che 
abbiamo seguito nei Cap. IX, XII e XIII per stabilire le condizioni 
di equilibrio assoluto spettanti ad ognuna delle categorie di sistemi 
ivi considerati. Abbiamo allora proceduto come segue: 

a) si @ espresso che ciascun punto P del sistema si trova in 
equilibrio sotto Vazione delle forze esterne direttamente applicate e 
di forze interne o reazioni vincolari, soddisfacenti a determinate ca- 
ratteristiche sperimentali; 

b) si sono combinate opportunamente le conseguenze di codeste 
condizioni elementari di equilibrio, in modo da mettervi in evidenza 
le forze direttamente applicate e da eliminare, per quanto @ possi- 
bile, gli elementi ausiliari. 

Ora questo stesso procedimento € manifestamente applicabile anche 
alla deduzione delle condizioni dell’equilibrio relativo; ed anzi se, 
come accade in molti casi, é lecito ritenere che anche durante il moto 
le forze interne e le reazioni vincolari conservino quegli stessi carat- 
teri sperimentali che furono loro riconosciuti in istato di quiete, le 
condizioni elementari a) per l’equilibrio relativo non differiranno dalle 
analoghe condizioni per lequilibrio assoluto se non per laggiunta, in 
ciascun punto, della corrispondente forza di trascinamento, con carat- 
tere di forza esterna. Conseguentemente nulla vi sara da modificare 


oF, 
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nella eliminazione b) degli elementi ausiliari, e quindi nelle rispettive $5 


conclusioni finali, salva, beninteso, la norma generale di aggiungere 
alle forze esterne effettive le forze di trascinamento dei singoli punti 
del sistema. 

Cosi la regola del n. prec. risulta estesa a sistemi materiali quali 
si vogliano, a condizione che le forze interne e le reazioni vincolari 
-conservino durante il moto lo stesso comportamento, che le caratte- 
rizza in istato di quiete. 

Giova tuttavia notare che non sempre cio si verifica e daremo in 
‘proposito un esempio tipico al § 3. In siffatti casi si potra pur sem- 
pre applicare il procedimento suaccennato, ma nel far cid bisognera 
tener conto della influenza che lo stato di moto ha sul comportamento 
delle forze interne e reattive. 

Vale allora per ogni punto P la regola del n. prec., e, anche nelie 
conclusioni finali, il divario dall’equilibrio assoluto al relativo sara 
questo soltanto che, accanto alle forze esterne effettivamente appli- 


cate, bisognera far intervenire (per ciascuna particella elementare del — 


sistema di cui si tratta) la forza di trascinamento y. 


§ 2. - Casi particolari notevoli- 


ed esempi illustrativi. 


5. TRASLAZIONI. — Gli assi mobili di riferimento Oxyz siano ani- 
mati da un moto traslatorio (qualsiasi). L’accelerazione di trascina- 
mento @, @, ad un dato istante, la stessa per qualsivoglia punto P 
(III, n. 4) e pud quindi identificarsi coll’accelerazione @, dell’origine 
O. Lo stesso carattere di indipendenza locale presenta cosi la forza 
di frascinamento X= — MQ. 

Un esempio illustrativo assai semplice é fornito dall’equilibrio re- 
lativo rispetto ad un corpo liberamente cadente, supposto che sia 
lanciato 0 abbandonato in modo da assumere un moto puramente 
traslatorio (4). 

Detta g V’accelerazione di gravita (in grandezza e direzione), sara 
naturalmeute @—g, cosicché la forza di trascinamento ,.=—mg 
equilibra il peso. 

Cosi in particolare per un solido qualsiasi su cui, oltre al peso, 
non siano direttamente applicate altre forze, le condizioni di equi- 
librio relativo si trovano senz’altro soddisfatte. 

Supponendo, per es., che una persona porti sulle spalle un carico, 


(+) L’intuizione ci dice che cid & effettivamente possibile, e i principi della 
Dinamica ne porgono, come si vedra, la conferma rigorosa (cfr. P. IL, Cap. V,n. 12). 
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é — spicchi un eats all’ ingit, nel periodo di caduta lo sforzo musco- 
2 dare di sostentamento del carico é ridotto a zero. E lo stesso puo 
-dirsi anche pel periodo d’ascesa, se il salto fosse spiccato all’ insu. 
‘L’apparenza contraria va attribuita allo sforzo preliminare necessario 
per spiccare un tale salto all’ inst. 

Se poi il moto degli assi Oxyz, oltre ad essere traslatorio, é ache 
uniforme, Paccelerazione di trascinamento 6 nulla, e con essa la forza x. 

Una traslazione uniforme non ha pertanto alcuna influenza sulle 
condiziont statiche: esse sono identiche a quelle valide per V equilibrio 
assoluto. 


6. ROTAZIONI E ROTOTRASLAZIONI UNIFORMI. — FORZA CENTRIFUGA. — 
Gili assi di riferimento siano invece animati da un moto rotatorio 
uniforme.. 

Detta @ la velocita angolare, e Q la proiezione sull’asse di rota- 
zione del generico punto P che si considera, sappiamo (III; n. 8) che 
a@2= 0? (Q — P); 

si ha quindi 
(2) K=O (P=) 

A questa forza di trascinamento, derivante da una SEES uni- 
forme, si da il nome particolare di forza cen- z 
trifuga. 0 

Essa dipende, come si vede, dalla posizione a 
del punto P rispetto all’asse di rotazione: é @ me 
diretta radialmente verso l’esterno (cioé se- [ | 
condo il prolungamento della QP), ed ha in- | 
tensita proporzionale alla massa del punto, alla a i, 
sua distanza dall’asse e al quadrato della ve- ve NJ 
locita angolare. t 

Ove si assuma l’asse di rotazione per asse delle 2 e si designino 
con x, y, 2 le coordinate di P, le componenti del vettore y sono, a 
norma della (2), 

X2= Mw? x , Xy =m wy, %=9, 
cioé coincidono colle derivate (rapporto alle coordinate x, y, 2 di P) 
della funzione 


1 
ms (a? + y?) =m > w*® PQ?. 


2 


La forza centrifuga ha pertanto carattere di forza Sy RE W 
suo potenziale unitario (cioe riferito all’ unita di massa) vale 
1 
a w? PY 
ed @ quindi proporzionale al quadrato della distanza dall’asse di rota- 
zione e al quadrato della velocita angolare. 
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7. Consideriamo p. es. un punto pesante P, costretto a restare 
sopra una superficie 5, rotante uniformemente attorno ad un asse 
verticale, e cerchiamo sotto quali condizioni il punto possa stare in 
equilibrio sulla superficie, supposta priva d’attrito. 

Secondo la regola generale del n. 3 dovremo riguardare come 
forza direttamente applicata a P, accanto al suo peso p, anche la 
forza centrifuga y ; e saremo ricondotti (IX; n. 7) ad esprimere che 
la risultante p+ y é@ diretta secondo la normale alla superficie co. Se 
si tratta di un punto, non obbligato a stare sopra o, ma soggetto 
soltanto ad un vincolo unilaterale (per es. appoggiato a o), bisogna 
aggiungere la restrizione qualitativa che la forza p-+-y risulti rivolta 
verso la regione non consentita dal vincolo (cioé verso lV’ interno del 
corpo, la cui superficie offre V appoggio). 

Sono dunque posizioni di equilibrio tutte e sole quelle, in cui la 
normale a o é parallela a p+-y, con in pit la suddetta condizione 
pel verso, se il vincolo non é bilaterale. 

Cio posto, osserviamo anzitutto che nei punti dell’ asse di rota- 
zione 6 y =0; talché le cose vanno come per I’ equilibrio assoluto: 
se dunque la nostra co taglia l’asse (per ipotesi, verticale) in qualche 
punto, l equilibrio potra ivi sussistere solo a patto che il rispettivo 
piano tangente sia orizzontale. 

Escluse queste eventuali posizioni di equilibrio in punti dell’ asse, 
la forza centrifuga y= mw?(P— Q) sara rap- 
presentata da un vettore orizzontale non nullo. 

D’altra parte le due forze p e y, e quindi 
anche la p+, sono contenute in un mede- 
simo piano verticale, determinato dall’asse di 
rotazione e dalla posizione d’ equilibrio P, che 
si tratta di caratterizzare: cosicché la linea 
(@azione di p+ y, cioé la normale alla super- 
ficie o in P deve incontrare V asse di rotazione 
in un certo punto N, necessariamente situato 
al disopra di P (per essere y diretta radialmente verso Vl esterno). 

La condizione che la normale incontri I’ asse é di per sé verificata, 
quando si tratta di superficie rotonde (aventi per.asse l’ asse di ro- 
tazione). In ogni caso, poi, detta 6 V’inclinazione della normale sulla 
verticale, dovra aversi ulteriormente 


e di qui, se si bada al triangolo rettangolo PQN e si tien conto che 
(essendosi escluse le eventuali posizioni di equilibrio sull’ asse) tg@_ 


t 
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»\ - . . 
e certamente diversa da zero, si ricava 


, g 
(3’) ONS aoe 

Risulta da questa condizione che le posizioni di equilibrio relativo 
dipendono dalla forma geometrica della superficie e dalla velocita 
angolare, non dalla massa del punto. 

Nel caso delle superficie di rotazione, il segmento QN rappresenta 
manifestamente la swnnormale della curva meridiana (relativa al 
punto P); cosicché la discussione delle posizioni di equilibrio (non 
situate sull’asse) porta allora a ricercare quei punti del meridiano, 

per cui la sunnormale assume lo speciale valore g/w?. 


8. Nel caso della sfera la sannormale QN, ove F designi il raggio, 
é data da Rceos6, talche la (3’) diventa 


g 


(4) cos8 = op : 


Questa equazione in § ammette soluzioni effettive (cioe reali) e 
definisce univocamente un angolo (acuto) §, sotto la condizione 
9/(w?R) <1, 0, cid che é lo stesso, 


mise, 
R 


Bisogna dunque che la velocita angolare, con cui la sfera ruota, 
superi un certo limite, perché un punto pesante possa trovarsi su 
di essa in equilibrio relativo in posizioni diverse dai due poli. Su- 
perato questo limite, il luogo delle possibili posizioni di equilibrio 
un parallelo orizzontale dell’ emisfero inferiore, la cui colatitudine 
determinata dalla (4). 

Quanto pit rapidamente gira la sfera, cioé quanto pit grande 
é w, tanto pit piccolo risulta cos@: percid il parallelo orizzontale 
ad’ equilibrio va spostandosi dal polo inferiore verso l’equatore e vi 
tende asintoticamente al crescere indefinito di w. 


- &- 


9. Esaminiamo da ultimo anche il caso di un moto rototraslatorio 
uniforme del triedro Owyz (III; n. 16). Osservando che in un moto 
composto da due o pit altri, l’ accelerazione € la somma di quelle 
spettanti ai moti componenti, risulta in’ generale che una traslazione 
uniforme (sovrapposta ad un altro moto rigido) non ne altera I’ acce- 
lerazione di trascinamento. Cos) per un moto rototraslatorio uniforme, 
le cose vanno come nel caso di una semplice rotazione uniforme, e si @ 
quindi ancora ricondotti alla forza centrifuga. 


a 


Ny 


CAPITOLO QUINDECESIMO 


‘ \ 


8 3. — Rotazione di regime d’un albero orizzontale. 
Eccentricita dell’ appoggio sui cuscinetti. 


i0. Consideriamo un albero (cilindrico) orizzontale, poggiato alle 
estremita su due cuscinetti, ciascuno dei quali costituisce come un 
alveo cilindrico di diametro leggermente superiore a quello dell’ albero,, 
@ supponiamo che I’ albero ruoti uniformemente attorno al proprio asse.. 

Ci proponiamo di far vedere che nelle condizioni di sollecitazione, 
che intervengono pit frequentemente in pratica (e che saranno qui 
appresso specificate), l’appoggio dell’ albero sui cuscinetti, ove si tenga. 
conto del rispettivo attrito, non ha luogo nei punti pit bassi dei 
cuscinetti stessi, come a prima vista potrebbe ritenersi, e come ma- 
nifestamente avviene nel caso statico. 

Discutiamo dapprima un caso fittizio, considerando il fenomeno 
in sezione piana verticale. Avremo in questo piano un cerchio solido 
(disco circolare) di raggio 7, che ruota uniformemente attorno al proprio 
centro O, appoggiando per un punto P (cfr. la fig. alla pag. seg.) sopra. 
un orlo fisso (traccia del cuscinetto). Supponiamo che le forze esterne 
effettivamente applicate (tutte situate nel detto piano) si possano 
raggruppare come segue: 

1. una coppia motrice, cioé una coppia di momento [, parallelo 
all’ asse di rotazione (ossia perpendicolare al piano del cerchio) il cui 
verso di rotazione coincide con quello dell’ albero; 

2. una coppia resistente, cioé una coppia di momento [T, sempre 
parallelo all’asse di rotazione e diretto per verso opposto; 

3. il peso p (verticale verso il basso); 

4. la reazione # del punto di appoggio P dell’ albero sul cu- 
scinetto. 

-Supponiamo ancora che I’ albero, e per conseguenza il disco sche- 
matico che ora consideriamo, siano omogenei. I] baricentro coincide 
allora col centro O del disco. 

Cerchiamo, in queste condizioni, come possa Il albero trovarsi in 
rotazione di regime (uniforme) attorno al proprio asse. Bastera ma- 
nifestamente esprimere che, rispetto ad un sistema di assi solidali 
col? albero e quindi uniformemente rotanti, ha luogo I equilibrio 
relativo dell’ albero stesso, sotto l’azione delle forze testé specificate.. 

Trattandosi di solido, é necessario e sufficiente, come ben sappiamo, 
aver riguardo alle equazioni cardinali; si intende che secondo la 
regola precedentemente esposta, bisogna tener conto anche delle forze 
centrifughe dei singoli punti del corpo. Nel caso presente tuttavia, 
data l’ omogeneita dell’ albero, alla forza centrifuga che si desta in 
un generico elemento 4 fa riscontro una forza centrifuga eguale e 
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_ direttamente opposta, spettante all’elemento 4’, simmetrico di A 
rispetto ad O. . 

Ne viene che il complesso delle forze centrifughe non reca con- 
tributo alle equazioni cardinali, e si pud quindi prescinderne. 

Cio posto, cominciamo coll’ esprimere che si annulla la risultante 
delle forze esterne. Dacché le due coppie (motrice e resistente) hanno. 
risultante nulla, dovra pure esser zero la somma geometrica del peso 
e della reazione #, il che vale a dire che il peso e la reazione deb- 
bono costituire una terza coppia (od in particolare essere direttamente 
opposte). 

Per proceder oltre occorre qui tener conto della circostanza che 
la reazione # e€ precisamente una di quelle forze sul cui comporta- 
mento influisce lo stato di moto, talché non valgono pit per la R&,. 
in condizioni di moto, le norme desunte dall’ esperienza per IV attrito 
statico (Cap. IX). Anticipando un risultato sperimentale che verra 
meglio chiarito e precisato in Dinamica, qui ci limiteremo ad affer- 
mare che durante il moto si pud ritenere che la reazione BR agisca 
secondo una generatrice della falda esterna di un certo cono di attrito 
(dinamico) di vertice nel punto di appoggio e avente per asse la nor-. 
male, e precisamente secondo quella generatrice che si proietta orto- 
gonalmente sulla tangente alla traiettoria in senso opposto a quello 
‘del moto. _ 

Risulta appunto di qui che, escluso il caso ideale d'un attrito. 
‘nullo, Pappoggio deve essere eccentrico, non pud cioé seguire nel 
punto piu basso. Infatti, in tal caso, essendo verticale la normale, 
non potrebbe esserlo una generatrice del cono d’attrito e sarebbe 
quindi impossibile che peso e reazione avessero risultante nulla. 

Dobbiamo quindi supporre il punto di contatto P alquanto spo- 
stato dalla posizione pil bassa. Si vede subito che I’ entita dello spo- 
stamento é misurata dall’angolo di apertura del cono d’attrito o 
angolo a’ attrito dinamico ». Infatti la verticale PV condotta per P 
deve essere generatrice del cono @ at- 
trito, il che implica che Il’ angolo OPV ae 
sia eguale a ¢. Siccome poi la forza / =~ 

! 7] 


d’ attrito si esplica ostacolando il moto 
, 14 A 
ae 7 gr 


di P, cos? il punto di contatto dovra 
in definitiva ritenersi spostato di ~ in 
senso contrario alla rotazione. 

Esprimiamo ora che é nullo il mo- 
mento risultante rispetto ad O. Questa relazione vettoriale si riduce 
ad una relazione algebrica, avendo tutti i momenti come linea d’ azione 
l’asse dell’ albero, sicché basta che si annulli il momento risultante 
rispetto a tale asse. 
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Abbiamo chiamato [',, I, i momenti rispetto ad O delle due prime 
coppie; quello della coppia peso-reazione é in valore assoluto (poichée 
la linea d’azione del peso passa per O, e quella della reazione é la 
verticale di P) 


be Oe aie [<8 
V 1+ tg?» Vile” 


Y=rp sin p=rp 


e pud assimilarsi ad rpf (f coefficiente d’attrito dinamico), se p e 
abbastanza piccolo. . 

D’altra parte esso ha lo stesso senso di [',, perché la componente 
tangenziale della reazione tende (per la enunciata legge dell’ attrito 
dinamico) ad opporsi al moto, e la normale ha momento nullo essendo 
diretta verso O. Dovra dunque, in valore assoluto, il momento [, della 
coppia motrice eguagliare la somma dei momenti delle altre due 
coppie: e cid da 


(5) h=!l.+y; 


dove si pud ritenere y= pf. 

La (5), unita al fatto geometrico che V eccentricita dell’ appoggio é 
misurata dall’angolo d’attrito ~:, costituisce la cercata condizione di 
equilibrio relativo. 


11. Nel caso reale in cui l’appoggio ha luogo su due cuscinetti, 
possiamo immaginare il peso p dell’ albero decomposto in due forze, 
egualmente verticali, 72,, 2. applicate agli estremi O,, O, dell’ albero. 

Supposto poi che le altre forze esterne si riducano qui ancora a 
due coppie (motrice e resistente) di momenti [T, e [,, aventi entrambi 
VY asse dell’ albero per linea d’ azione, bastera evidentemente per I’ equi- 
librio relativo: 

1. che 7, e la reazione FR, dell appoggio P, costituiscano una 
coppia; 

2. che, analogamente, costituiscano una coppia p, e la reazione 
Ke, di Py; 

3. che si annulli il momento risultante delle quattro coppie 
(motrice; resistente; 7,, M,; 2, A.) rispetto all’asse di rotazione. 

Alle prime due condizioni, ammesso che l’angolo d’attrito © sia 
lo stesso per entrambi i cuscinetti, si soddisfa con una eguale eccen- 
tricita dei due appoggi P, e Py. 

La terza condizione, detti y, e y, i momenti (rispetto all’ asse di 
rotazione) delle due coppie (resistenti entrambe) p,, R, e Po, Re, 
si traduce nell’ eguaglianza aritmetica 


T= yi + Ye - 
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Come al n. prec. si ha sensibilmente 


| Y1=71fD1, Y2=rfhpr , 
essendo 7 il raggio del nostro albero cilindrico. Ne viene 
N=T,+7 fp ) 


dove p 6 il peso totale dell’ albero. 


Si ritrova cosi, anche per il caso pratico, la stessa condizione del 
n. prec. 


§ 4. - Peso e attrazione terrestre. 
Variazione di g colla latitudine - Deviazione della verticale. 


12. Fissiamo col pensiero un corpo qualsiasi, meglio anzi per sem- 
oo un punto materiale P, in prossimita della superficie terrestre, 

e supponiamo che P non si trovi a contatto con altri corpi, né sia 
comunque sollecitato da speciali dispositivi. Rimane allora notoriamente 
sensibile una forza tipica, il “peso, di P, che pud quindi riguar- 


- darsi come la forza che occorre vincere, per impedire la caduta di P; 


o, in forma piu precisa, per mantenerlo in equilibrio (relativo) ri- 
spetto alla terra. 

Rayvviciniamo questa constatazione sperimentale alla legge newto- 
niana di gravitazione universale (1). Secondo tale legge, il nostro 
punto materiale P (che, come si é detto, si suppone sottratto ad ogni 
forza, per dir cosi, artificialmente provocata) é da ritenersi soggetto 
alle attrazioni degli altri corpi, e a queste soltanto. Siccome poi per 
Yenorme distanza, quelle dei vari corpi celesti riescono affatto tra- 
scurabili in confronto dell’ attrazione terrestre G, cosi quest’ ultima 
é€ gensibilmente la sola forza agente su P. Sarebbe quindi necessario 
e sufficiente elidere G per mantenerlo in equilibrio assoluto. Se si 
vuole invece aver riguardo all’equilibrio relativo rispetto ad assi 
solidali col nostro globo, si sara condotti (§ 1) ad associare a G la 
forza di trascinamento y, proveniente dal moto di questi assi (ri- 
spetto alle stelle fisse). 

In ultima analisi la concezione newtoniana porta ad identificare il 
peso (forza da vincere per I’ equilibrio relativo del generico P) colia 
somma G+ yx della attrazione terrestre e della forza di trascinamento. 

Cosi procedendo, riconosceremo anzitutto, con un semplice apprez- 


() Cfr. le nostre Lezions di meccanica nazionale (Bologna, Zanichelli), Vol I, 
Cap. XI, n. 2. 
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zamento qualitativo, che il comportamento di G+ y risponde in realta 2 © 


a quello osservato pel peso. : 

Passando poi dal qualitativo al quantitativo, potremo (anche accon- 
tentandoci di una prima approssimazione nel calcolo di G) render conto 
del modo di variare dell’ accelerazione della gravita alla superficie ter- 
restre (cfr. Cap. II, n. 27). Avremo cosi una manifesta conferma della 
perfetta attendibilita della legge uewtoniana. Certo, assai pit, e piu 
squisite conferme ha ricevuto questa legge dall’ Astronomia nell’ambito 
dei fenomeni dinamici (moto dei corpi celesti); tuttavia anche il 
presente controllo statico ed espressivo (che, a differenza della espe- 
rienza del CAVENDISH ('), non richiede finezze sperimentali) merita 
un considerevole interesse. 

Conviene poi aggiungere che la relazione 


peso=G+y 


costituisce il fondamento meccanico della Geodesia, in quanto, bene 
inteso, non si schematizzi, come ora per semplicita ci accingiamo a 
fare, la valutazione di G', ma si passi ad approssimazioni ulteriori. 


13. SPECIFICAZIONE DI G, — Trattiamo la Terra come una sfera 
a strati omogenei concentrici. Per quel che riguarda la forma geo- 
metrica, date le dimensioni della Terra, siamo certo prossimi alle 
circostanze di fatto, giacché le deviazioni (dovute per es. allo schiac- 
ciamento polare, alle montagne, ecc.) sono di un ordine di grandezza 
che non va al di la (anzi resta quasi sempre molto al disotto) del 
cinque per mille. Quanto alla ipotesi della stratificazione concentrica 
essa € perfettamente ragionevole a titolo d’ assaggio, visto che non 
si ha conoscenza diretta della interna costituzione della Terra, e che 
@altra parte, vi figura ancora una indeterminata (la legge, con cui 
varia la densita in funzione della distanza del centro), mediante la 
quale si pud sempre pensare attribuito alla densita media di un ge- 
nerico strato proprio il valore che gli compete in natura. 

Ammesse questi ipotesi, ne consegue che-l’attrazione della Terra 
nei punti esterni (e in particolare nell’immediata prossimita della 
superficie), si esercita (?) come se Vintera massa M fosse raccolta 


(1) CavENDIsH Henry, n. a Nizza nel 1731, m. a Londra nel 1810. Ricchis- 
simo Lord, coltivd la Scienza in un suo laboratorio privato; fu membro della 
Societa reale di Londra e dell’ Istituto di Francia. La relazione delle sue fa- 
mose esperienze per la determinazione diretta dell’ attrazione fra corpi fu 
pubblicata sotto il titolo Hxperiments to determine the density of the Harth 
(Philosophical Transactions, 1798). 

(7) Cfr. loco citato alla pag. prec., n. 22. 
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nel centro 0. Il vettore G sara pertanto diretto verso on e la sua 
_intensita, relativa all’ unita di massa del punto potenziato P, avra il 
valore Mt /p?, essendo f la cosi detta costante di attrazione @); 
e op la distanza di P dal centro. 

i appena necessario rilevare che, se si considera un campo di 
pochi chilometri nell’intorno di un punto qualsiasi della superficie, 
il vettore G sara, entro questo campo, sensibilmente costante, in 
grandezza e direzione. 

Infatti, essendo il raggio R della sfera terrestre circa 6300 km., 
uno spostamento radiale o laterale di qualche chilometro altera di ben 
poco cosi la intensita come la direzione. Dell’ entita delle alterazioni 
possiamo renderci conto come segue: 

1.° (quanto alla direzione). Per uno spostamento, sopra una sfera 
di raggio #, di un arco (di circolo massimo) As, la deviazione ango- 
lare (in parti di raggio) vale As/R, talché 360 As /27R rappresenta 
la deviazione in gradi. Supposto per es. che As non superi 1 Km., 
la deviazione rimane inferiore a mezzo minuto primo. 

2.° (quanto all’intensita). Per uno spostamento, lungo il raggio, 
di Af a partire da p=, l’incremento che subisce G=fM/p? é€ 


fee eae AR 
cram ~ =e |O+ Ge) —3). 


Siccome AR é piccolo di fronte ad R, sviluppando (1 4-. R/R)—? 
colla formula del binomio ed arrestandoci al primo termine, avremo, 
come ordine di grandezza della variazione di G, 


{mM 2AR 
25 ge 
quindi, in valore assoluto, la variazione relativa (riferita cioé all’ in- 
tensita superficiale) 6 rappresentata da 2AR/#, il che 6 meno di 
1/1000 per altezze AR che non superino i 3 km. 


i4. Volendo caratterizzare il modo di variare di G lungo un ge- 
nerico meridiano, converra riferirci ad un sistema di assi Oxy situati 
nel piano del meridiano, aventi la direzione positiva dell’asse Oy 
verso il polo boreale, e quella dell’asse Ox verso il meridiano 
(semicircolo massimo) di cui si tratta. 


(1) La determinazione diretta del CAVENDISH e quelle successivamente com- 
piute con mezzi sempre piu raftfinati concordano nell’ assegnare a questa co- 
stante f, in cifra tonda, un valore numerico di 6.7 10~® unita C.G 8., cioe 
67 bilionesimi di dine, pari a 6.7 X 10—*/ 080 gr, ossia circa 6.7 > 10—" gr. 
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. ‘ ) - = 
Detta i la latitudine di un generico 


ranno manifestamente cos) e sind i 
coseni direttori del raggio vettore 
P —O, e avremo per G le componenti 


(6) G,=— Geos), G,= = G sind, 


il valore di G essendo fM/ Rh, e 
quindi indipendente da A, anzi ad- 


dirittura una costante su tutta la 
T superficie terrestre. 


15, SPECIFICAZIONE DI y. — Il movimento della Terra si intendera 
composto, nel noto modo, di una rotazione uniforme intorno all’ asse 
polare II Il’ (rotazione diurna), e di una traslazione di insieme, per 
cui (conformemente alle leggi di KEPLERO) Ja Terra descrive, in un 
anno, un’ ellisse attorno al sole, come fuoco. La forza di trascina- 
mento y risultera di conseguenza dalla somma di due addendi: 
Puno y, dovuto alla rotazione, l’altro y, dovuto alla traslazione. 
Se si pensa che, in quest’ ultimo movimento, si richiede un intero 
anno a compiere un giro, e che quindi (per intervalli di tempo pic- 
coli di fronte al periodo) il moto pud sensibilmente considerarsi come 

rettilineo uniforme, si é tratti (n. 5) a trascurare senz’ altro xz ()- 

Rimane cosi soltanto il primo addendo y,, cioe la forza centrifuga 
dovuta alla rotazione diurna. La corrispondente velocita angolare w 
(areo descritto nell’ unita di tempo, cioé in un secondo di tempo 
solare medio) @ data, come sappiamo (Cap. VII, n. 18), da 


ssw 
O== 86164 ” 

(1) A questo proposito @ bene ricordare che, nella rivoluzione terrestre 
attorno al Sole, 1 accelerazione di trascinamento (che, trattandosi di moto tra- 
slatorio, 6 la stessa per tutti i punti della Terra) @ alquanto minore di un 
centimetro per secondo: circa la millesima parte di g (Cap. VII, n. 18). 

Siccome yx» per un punto di massa 1, non 6 altro che questa accelerazione, 
presa per verso opposto, cosi potremo effettivamente trascurarla nel computo 
del peso, cioé di g, dato l’ordine di approssimazione, di cui qui ci acconten- 
tiamo. A dire il vero anche quando si richieda ben maggiore esattezza, si finisce 
col poter prescindere da y,. Ma cid, non perché x2 sia per se stessa trascurabile, 
sibbene perché tale forza, sempre diretta per verso opposto al Sole, trova com- 
penso nell’ attrazione solare, che pure abbiamo qui trascurato (n. 12) di fronte 
alla attraziove terrestre. 


punto P del meridiano suddetto, sa- 


4 
4 


or 
ni coe ae 
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e la forza centrifuga, agente sull’unitaéa di massa, alla distanza 6 
dalV asse polare, risulta eguale ad w 6. Per un punto P della superficie, 
alla latitudine 4, sara manifestamente 5 = Rcosi, la forza agendo nel 
piano meridiano, perpendicolarmente all’ asse polare; onde, rispetto 
agli assi gia adottati al n. 14, avremo 


(7) Ye = wR. cosh, ea 


Il valore numerico di w?R (che @ un’accelerazione) risulta 
all incirca 3.5 °™/ 


2 
sece ° 


16. CONFRONTO COL PESO. PRIMA APPROSSIMAZIONE. — Dacche 
Pintensita massima di y (che si riscontra naturalmente per )=0, 
cioé all’equatore) 6 di soli 3.4 /,,,.2, quasi si pud trascurarne la 
influenza su g, identificando addirittura il peso coll’ attrazione terre- 
‘stre. Colla schematizzazione adottata per quest’ ultima ne consegue 
che il peso non varia da un luogo all’ altro della superficie terrestre, 
e che la direzione del raggio coincide in ogni punto colla direzione 
del filo di piombo. L’ una e Il’ altra cosa sono evidentemente conformi 
ai dati della esperienza volgare. 


17. SECONDA APPROSSIMAZIONE. — Quando si tien conto di y, si 
ha TP equazione vettoriale 
(8) gJ= G+y ) 
la quale spiega a prima vista il fatto qualitativo (rivelato dall’ osser- 
vazione) che l’accelerazione di gravita g va aumentando dall’ equa- 
tore verso i poli. Basta pensare che la forza centrifuga y é nulla ai 
poli (sicche g si riduce ivi a G) ed ha intensita massima all’ equatore, 
dove ha senso direttamente opposto all’attrazione terrestre G’, e 
percid attenua l’intensita di g. Fra lV equatore e il polo, attraverso 
i paralleli intermedi, la variazione di g segue sempre nello stesso 
senso. Si pud constatarlo per via geometrica, ma @ anche pil sem- 
plice desumerlo dalla espressione esplicita di gy in termini di A, che 
ricaveremo al prossimo n., precisando le conseguenze della (8). 

Qui intanto, notiamo come dalla (8) risulti che g, al pari di G 
e di y% appartiene al piano meridiano del generico punto P che si 
considera. Se (cfr. la figura) rappresentiamo, ciascuna col suo vettore, 
V attrazione G (diretta da P verso il centro O),e la forza centrifuga 
(diretta perpendicolarmente all’asse polare verso |’esterno), la dia- 
gonale del parallelogramma costruito su di esse rappresentera g. 
Detto y l’angolo acuto, che la direzione di tale diagonale (filo a 
piombo) forma col piano equatoriale, sara manifestamente 7 (alquanto) 
maggiore di X. La differenza y —) si chiama deviazione della verticale 
dovuta alla rotazione terrestre. 


CAPITOLO QUINDICESIMO 


> 


18. Proiettando la (8) sugli assi a, y, definiti al n. 14, e cam-— 
biando segno ai due membri, ove si noti che le componenti di g sono — 


—gcosy,—gsiny e si abbia riguardo alle (6) e (7), si ottiene 
gcosy=(G—w?Rk)cost, gsiny=Gsini, 


Detta gy la gravita all’ equatore (dove 1 =y=0), si ha dalla prima 
delle formule scritte 


H=G—wo fk, 
come sostanzialmente gia s’era notato al n. precedente. Ove si ponga 
w? Rh 
=e 
Jo : 


con che (n. 15) « & un puro numero che ha il valore di pochi millesimi, 
avremo G=%+w’ k=g(1+<) e potremo quindi esprimere le com- 
ponenti di g sotto la forma 


(8’) g cosy=gocosik, gsiny=—go(1+e)sindA; 


onde quadrando e sommando, si ricava 
1 
=H 00st LE (I +eptsint | = 8} +2 sin? (4 — ze) 


Rimane cosi in primo luogo giustificato l’asserto che g va costan- 


temente crescendo con A; se poi si clevano i due membri alla po- — 


1 1 
tenza ze si sviluppa 1+-2<sin?A (1+ >) (2 colla formula bi- 
nomiale, trascurando (come é ben naturale data la piccolezza di ¢) 


i termini di secondo ordine in ¢, si ha immediatamente 
(9) g9=9(1+esin’A). 

Questa formula rappresenta bene l’andamento generale della gra- 
vita lungo un meridiano. 

E stato poi constatato, passando ad una piu accurata approssi- 
mazione, che la stessa formula (9) risponde anche quantitativamente 
(entro il millimetro, di sicuro) alle effettive variazioni di g, purché 
si attribuisca ad ¢, non il valore ipotetico w?k/g) ma un opportuno 
valore numerico, cioé ¢ = 0,005302 e si ponga coll’ HELMERT (?) 
Go 98.0302"). 8 


19. Dalle (8’) si ha ancora, moltiplicando la prima per siny, la — 


seconda per cos y e sottraendo, 


Jo COS A sin ~ — Jo Sin A cos y — Moz Sin kcosy=0, 


(1) Cfr. Przzurtr, Trattato di Geodesia teoretica (Bologna, Zanichelli, 1905), 
pag. 15. 


~ Con cid ay 
~ €cos{A+(7y —A)} =e cos) cos(y — A) —esinAsin (y — A) 7s 


doe ee 
9 esin2), 


cove (colla stessa approssimazione) é lecito ancora sostituire I’ arco 
al seno, ottenendo da ultimo 


. y-A= ¢ esin 22. 


sin (y — 2) =e sin cos A= 


Questa formula ci mostra che la massima deviazione della verticale 
si ha alla latitudine di 45° (sin2i:=1). Essa ammonta (in parti di 


za 1 er 1 360 eee 5: 
raggio) a 9% cioé in gradi a > ¢-——. Col valore di « indicato al 


22 2 
n. prec. si trova un po’ meno di 10’. 
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CAPITOLO I. 


DINAMICA DEL PUNTO 


SU TRAIETTORIA PRESTABILITA 


§ 1. —- Riferimento dei fenomeni meccanici. 


1. Nei Cap. VII-XIV della I Parte, dopo avere stabilito i prin- 

_ c¢ipi della Meccanica, ne abbiamo sistematicamente sviluppato le 

pii notevoli conseguenze in ordine ai fenomeni di quiete, ossia, in 

quanto si abbia riguardo alle forze in gioco, di equilibrio (Statica). 

Qui, partendo da quegli stessi principi, dobbiamo affrontare oramai 

la Meccanica dei fenomeni di moto propriamente detti 0 Dinamica; 

e, come gia avemmo occasione di preannunciare (Cap. VU; n. 3) 

cominceremo dalla Dinamica di un unico punto materiale, la quale 

non soltanto si impone da se stessa in un primo studio per la sua 

schematica semplicita, ma costituisce la base della Dinamica dei si- Pes 

stemi materiali comunque complessi, in quanto ciascuno di questi ae 

si pud considerare, nella indagine dei fenomeni meccanici, come eo 

costituito da un aggregato di punti (od elementi) materiali. 

La dinamica del punto si fonda tutta sulla equazione 

(1) F=ma, 

che, per quel che riguarda un unico punto materiale, fornisce la 

si.tesi completa di tutti i postulati della Meccanica (P. 1; Cap. VIL). 

Im essa, come ben sappiamo, il coefficiente (scalare, essenzialmente 

pvsitivo) m denota la massa del punto, & compendia tutte le azioni 

esercitate sul punto dalle circostanze esterne 0, per essere pit precisi, 

é la risultante di tutte le forze agenti sul punto (siano esse diretta- 

mente applicate o vincolari), e, infine, @ designa I’ accelerazione del 

punto. E, tenuto presente il carattere relativo dell’ accelerazione, é 

‘di fondamentale importanza il ricordare che la (1) si é assunta come 

rigorosamente valida sotto la esplicita ipotesi che codesta accelera- 
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zione @ sia valutata rispetto ad un riferimento (terna di assi) galile- 
iana, cioé animato di un moto traslatorio uniforme rispetto alle stelle 
(Eo Cap. VITA §)¢): 

Nel seguito, ogni qual volta si applichera la (1), essa si intendets 
senz’ altro riferita ad una terna galileiana, salvo quando si avverta 
esplicitamente il contrario. Quest’ ultima riserva dipende dal fatto 
che, come sappiamo (P. I; 1. c.), la (1) resta valida in via approssimata 
anche rispetto ad assi solidali colla Terra; ed effettivamente, in varie 
questioni concrete, saremo condotti ad applicarla in questo senso. 


§ 2. - Generalita intorno al moto di un punto 


su traiettoria prestabilita. 


2. Sia P un punto materiale di massa m che si muova (0, come 
caso limite, si trovi in quiete) sotto la sollecitazione di una forza 
totale #, e supponiamo che, come in taluni casi é possibile, si sappia 
assegnare a priori (p. es. in base alle circostanze note circa il com- 
portamento della sollecitazione) la traiettoria ¢ del punto. Allora per 
caratterizzare in termini finiti il moto di P non rimane pit che da 
determinare la legge temporale. Pil precisamente, se s é la lunghezza 
dell’ arco di ¢ fra una arbitraria origine e P, contata positivamente 
in un prefissato verso (ascissa curvilinea di P), tutto si riduce a de- 
terminare Il’ eguazione oraria s=s(t) di P sulla traiettoria prestabilita c. 

A tale scopo partiamo dall’equazione fondamentale 


(1) . maf, 


e proiettiamola, in ciascun punto dic, sulla rispettiva tangente, orien- 
tata nel verso delle s crescenti. Ricordando che I accelerazione tan- 
genziale di P é § (P. I; Cap. Il, n. 26) otteniamo cosi I’ equazione 
scalare (prima equazione intrinseca del moto di P; cfr. P. 1; Cap. VII, 
n. 31) 


(2) NUS ater 


Supponiamo che la componente tangenziale F, della forza totale 
Ff sia conosciuta. In accordo con quanto si é@ stabilito al n. 22 del 
Cap. VII della P. I, cid vuol dire che la F, deve essere nota in fun- 
zione della posizione e velocita di P, nonché, eventualmente, del- 
Vistante ¢, cui si riferisce la sollecitazione. Poiché sulla traiettoria 
prestabilita ¢ la posizione di P é univocamente determinata dalla sua 
ascissa curvilinea s, la velocita dallo scalare § (in quanto la direzione 
é, punto per punto, quella della tangente), concludiamo, che nella 
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_ipotesi dianzi posta, la /’; {sara una funzione nota f(s, $\ 4) dei tre / 
_ argomenti s, §, ¢, talché la (2) assumera la forma 
(2’) f M-S——= [( S81 t)x 

Cosi il problema del moto di P sulla c vien ridotto alla deter- 
minazione di tutte le funzioni s(t) soddisfacenti alla (2’), cioé alla 
integrazione di quest’? unica equazione differenziale del 2° ordine. 

In generale essa non si sa integrare in termini finiti; e soltanto ee 
in casi molto particolari, di cui daremo ai §§ 4 e 5 qualche notevole 
esempio, si riesce a integrarla con quadrature. 

Tuttavia si dimostra in Calcolo che, sotto condizioni qualitative 
assai late per la funzione di tre argomenti f(s, | t), la (2’) ammette 
un integrale generale dipendente da due costanti arbitrarie. Poiche, P=” 
in ordine alla nostra interpretazione meccanica, codeste condizioni 
sono ampiamente soddisfatte dalle /;—=/f(s,s|f) cui si é condotti nei 
problemi concreti, possiamo dire che sulla traiettoria c, sotto la sup- 
posta sollecitazione, sono possibili pel punto P oo? moti diversi, ed 
uno di questi moti risultera individuato tutte le volte che si posseg- 
gano dati sufficienti per determinare le due costanti di integrazione. 

Cosi, p. es., si dimostra pit precisamente che, se la f(s,é|t) @, 
in un certo campo, funzione finita, continua e derivabile dei suoi 
tre argomenti, esiste sempre fra gli integrali della (2’) una funzione 
-s(é), univocamente determinata dalla condizione che essa e la sua 
derivata assumano, per un dato valore ¢, della variabile indipendente 
(appartenente al campo), due valori s,, 8) (pure del campo) prefissati 
ad arbitrio. Qui perciO potremo dire che fra i moti possibili per P 
sulla c, nelle supposte condizioni di sollecitazione, ve n’é sempre 
uno ed uno solo, in cui il mobile passa, in un dato istante, per una 
posizione arbitrariamente scelta, con una velocita pur essa prefissata 
a piacere. 

Analogamente, poiche si dimostra in Calcolo, che, sotto condi- 
zioni che qui non importa specificare, la (2’) ammette (almeno entro 
intervalli di tempo o, se si vuole, entro tratti di curva debitamente 
circoscritti) uno ed un solo integrale che per due dati valori di ¢ 
assume due valori scelti ad arbitrio, potremo affermare che fra i 
moti caratterizzati su c dalla (2’) esiste per P un moto ed uno solo, 
in cui P passa in due dati istanti per due posizioni prefissate; e 
cosi via. 


Ptr ae 


3. Fra gli oo? moti, definiti dalla (2’), potra in particolare essere 
compreso lo stato di equilibrio in qualche posizione Ss. Perché cid 
accada @ necessario e sufficiente che la (2’) sia soddisfatta identica- 
mente (cioé per qualsiasi valore della variabile indipendente ¢), quando 
vi si sostituisca, in luogo della funzione s(¢), la costante s,; questo 


Se a a a et to 


a 


implica f(s), 0|¢) = 0 (qualunque sia ¢). Cid potevasi prevedere, ricor- 
dando che condizione generale d’equilibrio € l’annullarsi della forza — 
totale e che f(s),0{¢) non é altro che la componente tangenziale 
F, di tale forza, quale compete ad un supposto stato di equilibrio 
del mobile nella posizione s= 5). : 


§ 3. - Caso di un punto vincolato 
con un solo grado di liberta. Reazione centripeta 
e forza centrifuga. Applicazioni. 


4. In molti casi il punto P si muove sopra una data linea ¢, in 
quanto vi é costretto da speciali dispositivi (appoggi, tubi, guide, fili, 
collegamenti con altri corpi) cioé da vincoli, la cui influenza sul moto 
del punto si riassume, come sappiamo (P. I; Cap. VII, n. 10), in 
una forza, a priori incognita, la cosidetta reazione vincolare R. 

In questi casi per determinare il moto del punto non basta gene- 
ralmente la conoscenza della componente tangenziale F', della forza 
attiva F’ (cioé della forza che sola solleciterebbe il mobile in assenza 
di vincoli), giacché l’equazione fondamentale (1) va, nelle indicate 
ipotesi, sostituita colla 
(1’) ma= H4-R; 
onde, proiettando sulla tangente, si ottiene in luogo della (2), la 
relazione E 
(2") més =F;,+ #,, 
dove anche la componente tangenziale R,; di R é, per lo pit, ineo- 
gnita. 

Tuttavia vi sono dei casi in cui la R, @ preventivamente asse- 
gnabile. Noi ci riserbiamo di precisare quanto prima (§ 8) il compor- > 
tamento della reazione # durante il moto, analogamente a quanto 
si ¢ fatto al Cap. IX della I P. nell’ipotesi dell’equilibrio. Ma gia 
fin dora, se teniamo conto dei risultati la stabiliti (e delle conside- 
razioni generali del n. 3 del Cap XIV), siamo condotti per ovvia gene- 
ralizzazione a ritenere che, se si tratta di vincoli realizzati in modo 
che, in condizioni statiche, sia trascurabile l’ azione dell’ attrito (cioé 
idealmente privi di attrito), la reazione, anche in condizioni di moto, 
sia in ogni posizione del mobile normale alla traiettoria. Cid implica 
R,=0, talché il moto risulta definito ancora daila (2). In parole 
possiamo dire che: Un punto vincolato a restare su di una curva priva 
(0 sensibilmente priva) di attrito si muove su di essa come se fosse 
esclusivamente soggetto all’azione della forza attiva (tangenziale). 
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5. In ogni caso (cioe siavi o no attrito) Il’ equazione fondamentale 
(1’) Ma=F+R 


conduce a notevoli considerazioni. Proiettando per ogni punto della 
traiettoria questa equazione sulla rispettiva normale principale » 
(orientata verso il centro di curvatura) si ottiene, ove si isoli ine 
si ricordi l’espressione @,, = v?/r della accelerazione normale (P. I; 
Cap. I, n. 26), 


2 


(3) R, =m — Se 


dove, beninteso, v rappresenta il valore assoluto della velocita ed r 
il raggio di curvatura della traiettoria. 

La componente k,, dell’ azione complessiva & esercitata dai vincoli, 
cioé da quei corpi (tubi, guide, ecc.) che materializzano la curva ¢, 
si chiama reazione centripeta della traiettoria. 

Mentre nel caso statico (v = 0) essa deve essere esattamente eguale 
ed opposta all’ analoga componente della forza attiva, quando la velo- 
cita é€ diversa da zero, interviene, a norma della (3), il contributo 
cinetico mv?/r, che, come si vede, é sempre positivo [rivolto verso la 
concavita, 0, come si suol dire, verso l’interno (4)], direttamente 
proporzionale al quadrato della velocita, e inversamente proporzio- 
nale al raggio di curvatura di ¢, nella posizione di cui si tratta. 


6. In virtu del principio di reazione, alla forza R, esercitata dalla 
- traiettoria (cioe dal corpo o dai corpi che la materializzano) sul mobile, 
ne fa riscontro una eguale ed opposta — R, che la traiettoria subisce 
da parte del mobile (nella posizione che esso occupa in un generico 
istante). 

La componente secondo la normale esterna di questa azione — Ft 
risentita dai vincoli, che € poi ancora misurata da &,, si chiama 
forza centrifuga. (Va notato che la forza centrifuga, si intende qui 
in un senso affatto diverso da quello con cui ricorre nella teoria 
dell’ equilibrio relativo: P. I; Cap. XV, n. 6). 


(4) A dir vero la locuzione @ impropria, perché pud dar luogo ad ambi- 
guita, nel caso di una curva chiusa c. Cid apparisce per 
esempio dall’unita figura, in cui m 6 diretta verso la con- ae 


SN 
cavita, e non verso |’interno, rispetto all’intera curva c. 7) 
Po. 

ee 


Non v’e pericolo di ambiguita, quando ci si limita, come 
avviene nel testo, a considerare l’andamento locale nel- 
Vintorno d’una posizione generica P. Allora 8 comodo ed 
espressivo dire interno od esterno, anziché rivolto verso la concayita, o rivelto 


dalla banda opposta. 
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E la forza centrifuga, testé accennata, che si rende manifesta 
sulla fionda, quando la si fa rotare per scagliare un sasso; é dessa 
ancora che quando una pallina scorre rapidamente in una scanalatura 


incurvata (per es. circolare), tende a corroderne Vlorlo ,esterno, ece. 


7%. In relazione ai dispositivi che realizzano i vincoli, ha talora 
importanza pratica anche maggiore della #, una qualche altra com- 
ponente, normale alla traiettoria, della forza — A. Sia v una qualsiasi 
direzione (orientata) normale alla curva e sia § V’angolo che essa 
forma colla normale principale n. Poiché il vettore accelerazione é 
somma di un componente diretto secondo la tangente e di un com- 
ponente avente la direzione e il verso della n, la sua componente a, 


secondo la direzione orientata y si riduce (P. I; Cap. I, n. 12) ad 
2 
ty = 4, 008 § = m — cos 8. 


Percid proiettando la (1’) sulla v e isolando R, si ottiene 


2 


(3’) Rk, = m— COs dee 

Ove, come gia per la forza centrifuga, si convenga di invertire, 
nella valutazione della componente della forza — &, il senso della y, 
abbiamo nella (3’) V’espressione della componente di codesta forza 
nella direzione v. Essa, naturalmente, comprende come caso partico- 
laré, per 0 ==0:, la. (3). 


8. Interessanti applicazioni della formula (3’) si hanno, conside- 
rando il caso in cui la forza attiva si riduce al peso. Ove si indichi 
con « l’ angolo formato da v (che, giova ripeterlo, per 6 = 0 si riduce 
alla normale principale nel senso della concavita) colla verticale 
discendente, si ha manifestamente F, = mg cosa, e la (3’) assume 
VY aspetto 


2 
(4) ky = m(= cos 6 — y cos a). 


Importa rilevare che questa espressione di R, seguita a sussistere 
anche quando si abbiano, oltre al peso, altre forze attive puramente 
tangenziali, in quanto esse non portano alcun contributo alla /’,. 
Se la traiettoria € orizzontale, lo 6 anche la direzione m, talché 
risulta «= 7/2. La (4), fattovi 6 = 0, mostra che la R,, é allora essen- 
zialmente positiva (purché si tratti di effettivo moto curvilineo, purché 
cioé sieno diverse da zero la velocita » e la curvatura 1/7). Ne viene 
che i vincoli sono sottoposti ad una sollecitazione centrifuga (secondo 


la normale esterna) che diviene rilevante, quando lo sono massa e 
velocita. 


9. SOPRAELEVAMENTO DELLA ROTAIA ESTERNA. — Le condizioni or 
ora dette si trovano attuate, per esempio, nel caso di un carro fer- 
roviario. 

Fissiamo piu precisamente la nostra attenzione sulle ruote, tenendo 
conto della circostanza ben nota (cfr. la figura) che esse sono munite, 
verso linterno del binario, di un orlo sporgente, destinato ad impe- 
dire che il veicolo esca alalis rotaie. 

Quando la linea é in curva il vincolo che sottostd alla forza cen- 
trifuga € la rotaia esterna, la quale si trova premuta verso Jl’esterno 
(secondo la normale al binario contenuta nel 
piano stradale) dall’orlo anzidetto (mentre la 
rotaia interna non puod subire dall’orlo delle 
corrispondenti ruote alcuna analoga sollecita- 
zione). Di qua risulta il grave inconveniente 
che, in una curva orizzontale, la rotaia esterna 
sottosta a sforzi rilevanti tendenti a deterio- 
rarla. A questo inconveniente si é da tempo 
ovviato col sopraelevamento della rotaia esterna nei tratti in curva, 
determinato in modo da rendere nulla, 0 quanto meno da attenuare, 
la sollecitazione centrifuga. 

Per rendersene conto basta pensare che, in generale, I’ intensita 
di tale sollecitazione é data dal valore assoluto del secondo membro 
della formula (4). Apparisce da essa che, se la traiettoria non é conte- 
nuta in un piano orizzontale, interviene il termine — g cos a, del quale 
si puo profittare per diminuire, o addirittura per eliminare, |’ influenza 
del primo addendo v? cos 6/7. 

Nel caso presente la direzione v che occorre prendere in conside- 
razione @ la normale al binario situata nel piano stradale, il quale 
piano é da ritenersi non pil orizzontale, ma AGATE Bee il sopra- 
elevamento della rotaia esterna. 

D’altra parte ciascuna delle due rotaie seguita ad essere collocata 
in piano orizzontale. Orizzontale é pertanto la normale principale 
da prendere in considerazione; e l’angolo 0 fra  e y si identifica 
coll’ inclinazione del piano stradale sull’ orizzonte. 

L’ angolo « fra vy e la verticale discendente é percid 90° — 0, e la (4) 
assume I’ aspetto 


v? ; 
Re = m (© eos @ — gsind) 


Apparisce di qua che, dato 7, cioé il raggio della curva ferroviaria 


in questione, e la velocita media » (rispetto ai vari tipi di treni, che 
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percorrono la linea), ove si assegni l’inclinazione § a norma della 


formula : 
y 2 
(5) Nee ait 
sara &,—=0 per la velocita media: per velocita superiori, la solle- 
citazione Ry, risulteré positiva, cioé diretta verso l’esterno; per velo- 
citi inferiori alla media, avremo invece una sollecitazione diretta 
verso l’interno. Nel primo caso sara ancora la rotaia esterna, su cui 
si scarica la sollecitazione, nel secondo la rotaia interna. Comunque, 
finché si trattera di velocita non molto diverse dalla media, entrambe 
queste sollecitazioni rimarranno contenute entro limiti tollerabili. 
10. La misura del sopraelevamento si ricava daila (5), in base alle 
osservazioni seguenti. ; 
Sia P un punto della rotaia esterna sul piano stradale. Conduciamo 
per P la normale y alia rotaia nel piano stradale, e sia P’ il punto 
in cui questa normale interseca la rotaia interna. Il segmento PP’ = s 
misura la larghezza (interna) del binario e si chiama lo scartamento 
della linea (*). 
Dicasi Q la proiezione di P sul piano orizzontale passante per P’, 
e si consideri il triangolo PQP’. Ul 
segmentino PQ misura il cercato 


A eee ; sopraelevamento h, mentre l’angolo 
{| Pin P’ (fra vy e la orizzontale) é pre- 


@ _ cisamente l’inclinazione @. 
Ne consegue sinO=h/s, donde 
h 
tg s  teeweaeeee a 
Vs? —h 


e quindi, portando nella (5), 
h Doce | 


——— SS d 

Vs? aan 
donde si ricava h, risolvendo una equazione di secondo grado. In 
pratica si € gia sicuri a priori che l’inclinazione 6 deve essere 
piccola. Ritenendola tale da poter confondere il seno con la tangente, 
si pud porre addirittura nella (5) 


tg8= - ; 
con che risulta pi semplicemente 
(5) ae ee 
gr 


(*) Nelle linee principali di quasi tutti i paesi (in Kuropa fanno eccezione 
soltanto la Russia e la Spagna) lo scartamento ha il valore costante di m. 1.445. 
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: Se si tratta per es. di una curva di 1000 m. di raggio, e si calcola 
sopra una velocita media di 15 metri al secondo (cioé 54 Km. all’ora) 
risulta un sopraelevamento 


poe 225 1.445 33 
= 05.1000. — 
11. “ ANELLO DELLA MORTE , — Mediante la (4) possiamo ancora 


darci ragione della riuscita di quell’ esercizio acrobatico, conosciuto 
sotto il nome di “anello della morte , (looping the loop). 

Il ciclista P (o automobilista che sia) percorre allora una traiet- 
toria verticale 4 BCD E (o meglio sensibilmente verticale, perche la 
seconda meta CDF é un poco spostata all’ indietro), del tipo indicato 
in figura. Egli rimane sempre 
dalla parte della concavita, 
sicché, in particolare, nel 
punto pit alto C del cappio, 
si trova col capo all’ ingit. 

Fra le forze attive figura 
(qui, come del resto nell’esempio dei carri ferroviari) la forza di 
propulsione (esercitata, nel caso che ci occupa, sui pedali, 0 col motore); 
ma essa é essenzialmente tangenziale; seguita quindi a sussistere la (4). 

Trattandosi di semplice appoggio sull’impiantito che realizza la 
traiettoria, la reazione deve essere diretta dall’appoggio verso P, cioe 
verso la concavita: il movimento é quindi realizzabile, nelle supposte 
condizioni pratiche, soltanto a patto che sia Rk, >0. D’altra parte 
questa condizione é anche sufficiente, perché l’impiantito @ atto a 
reagire normalmente, verso il corpo appoggiato, con qualsiasi inten- 
sita (che non arrivi, beninteso, a compromettere la stabilita dell’ im- 
piantito stesso). 

Tutto si riduce dunque a regolare la curvatura e la velocita del 
mobile in modo che sia dovunque 


ye 

— COS & 

> 9 008 a, 
condizione verificata a fortiori ove si renda 


v>yogr. 

Supposto che, nella parte pit. pericolosa del cappio, il raggio di 
eurvatura sia all’incirca 3 m., basta, per il successo dell’ esercizio, 
una velocita assai moderata, di poco superiore a V39, p. es. di 6 m. 
al secondo. Essa corrisponde ad una velocita oraria di Km. 21.6, 
che, per breve tratto, pud essere agevolmente mantenuta da qualsiasi 
ciclista. L’ esercizio richiede piuttosto fermezza di polso e sangue freddo. 
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§$ 4. — Forze posizionali. Carattere qualitativo che 
contraddistingue le forze elastiche o forze di richiamo. 


Espressione tipica. 


12. Come gid avvertimmo al n. 2, studieremo in questo § e nel 
successivo due tipi di forze, per le quali l’equazione (2) del moto 
di un punto su traiettoria prestabilita si integra per quadrature. 

Consideriamo anzitutto le forze posizionali (P. I; Cap. VII, n. 22). 
Per una forza siffatta sara /;—/f(s), onde l’equazione (2’) assumera 
la forma 
(6) me==T Is); 

Per mostrare come la (6) si riduea con una quadratura ad una 
equazione del 1° ordine (dipendente da una costante arbitraria) ricor- 
diamo che la forza viva 7' del mobile @ qui definita da m $#/2, talché 
risulta 

UN Oe 
at =SS. 

Osserviamo d’altra parte che, essendo f funzione della sola s, 
esiste un’altra funzione U della sola s (anzi ne esistono infinite, 
potendosi aggiungere una costante arbitraria) tale che 


(7) nT 


con che U rappresenta una generica determinazione dell’ integrale 
indefinito lra $. 


Cid posto, é chiaro che la (6), ove se ne moltiplichino ambo i 
membri per §, pud essere scritta 
ar au, 


a as) 


Il secondo membro, in quanto si consideri U come funzione di ¢ 
pel tramite dell’arco s, non 6 altro che la derivata di U rapporto 
a ¢, onde integrando (rispetto a questa variabile) e designando con H 
la costante di integrazione, si ricava 
(8) T—U=8, , 

Questa relazione in termini finiti, fra la forza viva 7 del mobile 
e la sua posizione sulla curva (caratterizzata dalla funzione U(s) ), 
si chiama integrale delle forze vive. Esso fornisce, in ultima analisi, 
una relazione fra s ed § (e la costante arbitraria), cioé una equazione 


——S ee 
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differenziale del 1° ordine, e baster§ integrarla per giungere simul- 
taneamente alla integrazione della (6), Ma prima di proceder oltre 
in questo senso, giovera indugiarci un momento su codesto integrale 


{8) delle forze vive. 


13. Va notato che, gia nel Cap. VIII, n. 11, della P. I, esaminando 
le prime conseguenze dei postulati della Meccanica, si é riconosciuta 
valida la (8) per ogni movimento, in cui la forza totale sia conser- 
vativa, cioé tale che il lavoro elementare #’X<d P sia il differenziale 
esatto di una funzione U(P) del posto. 

Nel caso attuale, in cui si suppone prestabilita la traiettoria, siamo 
arrivati alla (8) senza bisogno di introdurre preventivamente I’ ipotesi 
che la forza totale sia conservativa: basta che la sua componente 
tangenziale sia posizionale. Infatti, limitatamente alla mobilita di P 
sopra la curva c, si ha (considerando il prodotto scalare >< dP come 
prodotto aritmetico delle componenti tangenziali) 

WES P fis: 

Il secondo membro, in quanto é una espressione differenziale in 
una sola variabile, si pud manifestamente considerare come un dif- 
ferenziale esatto, e la forza risulta conservativa, il relativo potenziale 
essendo U(s) in base alla (7). 

In ogni caso la differenza fra i valori di U, corrispondenti a due 
punti s, ed s,, vale, a norma della (6), 


8 sy 

[fas = [#xaP, 
e misura quindi il lavoro, che viene effettuato dalla forza F nel 
passaggio del mobile dalla posizione s) alla posizione 5. E dunque 
giustificato (cfr. P. I; Cap. VIII, n. 11) di interpretare — U come 
una forma di energia, conferita al mobile dalla posizione che esso 
occupa (sulla curva c); la (8) sta cosi ad esprimere il principio di 
conseryazione dell’ energia (sotto le due sole forme cinetica e poten- 
ziale) di fronte al movimento del punto P. 

E appena necessario avvertire che, quando la forza # deriva da 
un potenziale, cioé quando si ha incondizionatamente 
Ped P= au, 

questa U, considerata in particolare come funzione dei punti della 
curva ¢, 0, se si vuole, dell’ arco s, soddisfa alla (7) e quindi coincide 
colla precedente, a meno di una (inessenziale) costante additiva. 


14. E interessante osservare che, se un punto materiale soggetto 
ad una forza attiva derivante dal potenziale U, si trova costretto da 


a Fey 


mA 
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legami privi di attrito a descrivere una traiettoria prestabilita, la (8) 
é verificata, perché la componente tangenziale della forza totale si 
riduce a @U/ds. D’altra parte la (8) stessa vale anche per il moto 
in assenza di legami sotto l’ azione della forza conservativa. 

Si ha dunque, nei due casi: 

TL, — Ty =U; — Uy, 
essendo 7, ed U,, 7, ed U, i valori di 7 e di U in due istanti ge- 
nerici t) e ¢,. 

Una conseguenza espressiva di questa relazione si ha conside- 
rando due punti materiali di eguale massa, che siano fatti partire 
colla stessa velocitié da una medesima posizione, oppure da due po- 
sizioni appartenenti alla stessa superficie U =cost. (con che, in par- 
tenza, T, ed U, hanno, nei due casi, lo stesso valore). Se questi due 
punti si muovono sotto l’azione di una forza derivante dal poten- 

-ziale U, Puno libero e J altro costretto a restare sopra una curva 
priva di attrito, essi attraversano ciascuna superficie equipotenziale 
con eguale velocita. 

Cosi ad esempio, se due punti pesanti di egual massa cadono, a 
partire dalla quiete, uno liberamente, |’ altro sopra un sostegno pre- 
stabilito (privo di attrito), dopo essere discesi di una stessa quota, 
posseggono la stessa velocita. 

Come corollario scende subito la nota proposizione di GALILEO, 
concernente la discesa di gravi da uno stesso punto fino ad uno stesso 
piano orizzontale lungo cammini diversamenti inclinati. 


15. Torniamo oramai al problema dell’integrazione della equa- 
zione (6) del moto, riprendendo le mosse dall’integrale delle forze 
vive (8), che, ove si ponga 


(9) ~ (Us) + E)=86), 


si pud serivere sotto la forma 


(8) (37) =00). 


Di qui risulta 


dove va preso il segno superiore o inferiore secondo che la velocit® 
scalare ds/dt & positiva o negativa, o, in altre parole, secondo che il 
moto € progressivo 0 retrogrado. Separando le variabili, si ottiene, 


come spstenmialments. equivalente all’ Cusine equazione (6), l’ equa- es 
-zione 


ads 
a 
Vo () 
che, integrata mediante una quadratura, fornisce la cercata relazione ; 
in termini finiti tra s e ¢. Le due costanti arbitrarie da cui essa deve oe 
‘dipendere son date luna dalla costante additiva dell’ ultima qua- eh 
dratura, Valtra dalla # dell’integrale delle forze vive. 


16. Fra le forze posizionali f(s) meritano speciale menzione le cosi 
dette forze di richiamo, verso un’ assegnata posizione O della curva c, 
che si considera. 

La proprieta caratteristica di tali forze é di annullarsi in O e di 
-esplicarsi, in ogni altro punto dic, come attrazioni (tangenziali, trat- 
tandosi qui esclusivamente della componente tangenziale) verso 0, 
erescenti quanto pili ci si allontana da O lungo la curva. E questo 
il comportamento tipico delle forze elastiche, come si riconosce ov- 
viamente pensando all’ azione di una molla; essa é tanto piuintensa, 
quanto pit la molla é tesa o compressa, quanto pil, cioé, si é discosti Bee 
dalla stato naturale, in cui scompare ogni sollecitazione. 

Immaginando di contare gli archi a partire dalla posizione di ri- 
chiame (0, se si vuole, di equilibrio), !’anzidetta proprieta caratte- 
ristica si esprime analiticamente come segue: f(s) si annulla per 
s=0, ha segno sempre opposto a quello di s (cid che traduce il ca- 
rattere attrattivo della forza ed equivale a sf(s)<0 per ogni valore 
di s non nullo); infine /(s) cresce, in valore assoluto, assieme al valore 
assoluto dell’ argomento. 


i7. Il caso pitt semplice si ha naturalmente quando I intensita 
della forza non solo cresce colla distanza s, ma le é addirittura pro- 
porzionale. Designando con i la costante positiva di proporzionalita 
si ha allora ovviamente 
(10) f(s) =—As, 
che pud assumersi come espressione tipica di una forza elastica di 
richiamo. 

BE ragionevole di aesbairls una speciale importanza per le con- 
siderazioni che seguono. 

Anzitutto (supponendo f(s) dotata di derivata prima e seconda 
continue) si pud rappresentare /(s) nell’ intorno di s=0 collo sviluppo 
abbreviato del MACLAURIN sotto la forma 


f(s) =1() + sf O+5 ~ f"(s4). 


dove s, designa un qualche valore compreso fra 0 ed s. Se ci si limita 
a considerare l’azione della forza in un intorno abbastanza piccolo 
della posizione di equilibrio O, riuscira trascurabile s? di fronte ad s, 
e per conseguenza (supposto che /’ (0) non si annulli) il prodotto sf’ (0) 
sara di un ordine di grandezza assai piu rilevante del termine com- 
plementare s?f”(s,)/2 che @ affetto dal fattore s? (essendo f” una 
quantita, per ipotesi, finita). Cid posto, siccome f(0)=0, si potra, in 
un intorno abbastanza piccolo dell’ origine, confondere approssimati- 
vamente f(s) col termine lineare sf’ (0). Il coefficiente 7’ (0) non puo 
essere positivo; poiché non si avrebbe in tal caso una forza di ri- 
chiamo; onde si é ricondotti alla espressione tipica (10). 


18, La legge del moto, provocato da una forza —As, rientra in 
una classe ben nota. Possiamo infatti chiamare w? il numero essen- 
zialmente positivo 4/m, cid che conferisce all’ equazione del moto (6) 

la forma 
S-F.wss— 0. 

caratteristica delle oscillazioni armoniche (P. I; Cap. H, n. 36) col- 
VPavvertenza che va materialmente sostituita alla lettera x las, e 
quindi all’immagine del moto rettilineo, quella del moto sopra la 
curva ¢. 

Il periodo 2m/w = 2m Vm/d &, come si vede, univocamente deter- 
minato dalla natura della forza elastica e dalla massa del mobile; 
VY ampiezza delle escursioni e la fase (che compariscono come costanti 
di integrazione) dipendono invece dalle circostanze iniziali. 

Pur senza dimostrarlo, notiamo che, anche nel caso generale di 
‘una forza di richiamo qualsiasi, il moto presenta un andamento qua- 
litativo analogo. Si tratta sempre di escursioni periodiche (per quanto 
non semplicemente sinusoidali) del mobile, da una parte e dall’ altra 
della posizione di equilibrio O; ma le massime distanze da O rag- 
giunte dal mobile (massimi valori di s e —s) non sono necessaria- 
mente eguali, come accade nei moti armonici. 


§ 5. - Forze dipendenti soltanto dalla velocita. Resistenze 
passive ed espressione tipica (cosidetta resistenza viscosa). 
Resistenza idraulica. Caso dei proiettili. 


19. Un secondo caso, in cui l’equazione del moto (2’) di un punto 
su traiettoria prestabilita diventa integrabile per quadrature, é quello 
corrispondente ad una forza tangenziale che dipenda soltanto dalla 
velocita. La (2’) assume in tal caso la forma 


ms=f (8) , 
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onde, separando le variabili § e ¢, si deduce 
oP ds 
par) 

Di qui, con una quadratura, si deduce una relazione in termini 
finiti fra § e ¢, diciamo anzi fra § e t—f, indicando con t la co- 
stante di integrazione. Ove si immagini di risolvere questa relazione 
rispetto ad Ss, rimane in definitiva determinato §, ossia ds / dt, in ter- 
mini di ¢—f. Basta allora una nuova quadratura per ricavare s(t). 


=d. 


20. Gia nel Cap. VIL della P. I (@. 23) abbiamo definito come 
resistenze passive quelle forze che tendono, in ogni caso, ad opporsi 
al moto, formanti cioé un angolo essenzialmente ottuso colla dire- 
. zione della velocita. % 

Nel caso presente, wna F,=f(S) sara da qualificarsi resistenza 
passiva quando abbia segno costantemente opposto a quello di s. In 
queste condizioni (ammesso che la forza dipenda dalla velocita in 
modo continuo) bisogna che sia f(0)=0: in caso contrario, infatti, 
f(8) avrebbe, per § abbastanza piccolo, il segno di f(0), e non potrebbe 
quindi mutarlo insieme con &, come si richiede per una resistenza 
passiva. 


21. L’ espressione analitica piu semplice di una resistenza passiva 
é manifestamente 
(11) f($.= — 68, 
ove si designi con b una qualsiasi costante positiva. Per ragione 
analoga a quella esposta nel n. 15, si pud considerare la (11) come 
forma tipica delle resistenze passive per tutti i casi in cui si tratta 
di piccole velocita. In tale categoria rientrano, almeno in prima 
approssimazione, le cosi dette resistenze viscose, destate nei mezzi 
fluidi, sia liquidi che gasosi, dal moto lento dei corpi immersi. Il 
valore del coefficiente b dipende essenzialmente dalla natura del 
mezzo, dalle dimensioni e dalla forma del corpo che si muove (corpo 
che pur é assimilabile ad un punto materiale per quanto concerne 
la sua localizzazione sulla curva c). Per dare un’idea dell’ ordine di 
grandezza, diremo che la teoria dei fluidi viscosi porge, per una sfera 
di raggio'r, 

b= 6ryr, 

dove, in unita C.G.S. e alla temperatura di 15°, si ha p=0,0115 
per l’acqua, e = 0,000189 per l’ aria. Le dimensioni del coefficiente 
sono manifestamente [p] = mt—1/—1. Coi valori testé riportati di p, 
dato r in centimetri ed § in centimetri per secondo, la forza bs 
risulta espressa in dine. Per averla in grammi bisogna manifesta- 
mente dividere per g = 980. 
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“agg 22. Conviene avvertire che, quando non si tratta di motilenti,la 
| legge delle resistenze di mezzo non é pil lineare. Bo 
vs In un intervallo, praticamente considerevole, di velocita, comprese, 
ie all’ ingrosso, fra 2 e 200 metri al secondo, la resistenza é a ritenersi 
-____ gensibilmente proporzionale al quadrato delle velocita (): @ questo 
il cosi detto regime idraulico, che vale con sufficiente approssimazione 
aa, tanto per l’acqua, quanto per I’ aria. Il coefficieate di v? pud essere 
a posto sotto la forma K Aa, dove K dipende soltanto dalla natura 
del mezzo, risultando proporzionale alla densita di questo; A rappre- 
; senta l’area investita, cioeé l’ area della proiezione del mobile sopra 
un piano perpendicolare alla direzione del moto; e « @ un fattore di 
forma, cioé un numero puro, che dipende dalla forma (non dalle 
dimensioni) del corpo che si muove, e dalla sua orientazione rispetto 
alla direzione del moto (supposto traslatorio). 
Manifestamente K viene cosi a rappresentare la resistenza del 
mezzo, quando A ed « si riducono all’ unita. 
Prendendo «—1 per la forma quadrata (lastra sottile conformata 
4 . a quadrato, che si sposta normalmente ai proprio piano) risulta, come 
media di numerose esperienze (7), per lacqua: 
K = 94.6 Kg. per m. ?; 


per Varia 
K=O 08 Ke; periin: 

Non sara male aggiungere che, per piccole lastre, si-fa sentire 
una certa influenza marginale che attenua alquanto il valore di K 
2 (da 0.08 fino a 0.066 per lastre quadrate di pochi centimetri, nell’aria), 
Al di sopra di un m.? di sezione cessa sensibilmente questa variabilita, 
sicché si pud ritenere 0.08 come il valore pil attendibile per le appli- 
cazioni usuali. 

Nell’ espressione generale di una tale resistenza quadratica 
Oj] 2K Ae USK Ao $* 

é necessario introdurre il doppio segno, tenendo ben presente che la 
direzione della forza ¢ sempre opposta a quella della velocita, e che 
va quindi premesso il segno --, quando il moto é diretto (¢ > 0), il 
segno -+, quando il moto é retrogrado ($< 0). 


23. Per velocita pit rilevanti come sono quelle che interessano la 


(1) Esperienze recentemente eseguite in vista delle ragguardevoli velocita 
oggidi raggiunte dagli acroplani sembrano accennare ad una non lieve dimi- 
nuzione del cvefficiente di proporzionalita fra 75 e 100 m. / sec. Cfr. p. esempio 
Fucus-Horr, dérodynamik (Berlin, Schmidt, 1922). 

(7) Cfr. per es. G. Kivrey, La résistence de V air, (Paris, Dunod et Pinat, 
1910). 
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- Balistica, la resistenza non si mantiene affatto proporzionale al qua- 
drato della velocita, ma segue tutt’ altra legge. 

; Rappresentiamo in generale la resistenza dell’ aria riferita all’ unita 
di massa (0, come si suol dire in Balistica, la ritardazione), corrispon- 
dente alla velocita v, sotto la forma 


AF(), 


dove A @ un coefficiente indipendente dalla velociti e dipendente 
invece dalla forma del proietto e dalla densité dell’ aria (analogo al 
KAz di prima) ed F(v) denota una funzione del solo argomento v. 

fl Sraccr (4) ha per primo istituito esperienze e studi sistematici 
nell’intento di determinare la funzione F'(v). Le sue ricerche, corro- 
borate da altre successivamente compiute presso Artiglierie estere, 
hanno condotto a rappresentare il quoziente K (v) = F(v)/v? (che do- 
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vrebbe essere costante, qualora valesse la legge quadratica) mediante 
“una curva, che a partire dai 200 m/sec, sale rapidamente, presen- 


tando un flesso in prossimita della velocita del suono e raggiun-~ 


gendo, fra i 400 e i 500 m/sec, un massimo, oltre il quale scende 
in-modo pit lento, almeno fino alle velocita sperimentate finora. Cio 
apparisce dalla unita figura, in cui le ascisse rappresentano i valori 
di v, e le ordinate quelle di K (2). 


(4) FraNcEsco Sraccr, nu. a Roma nel 1839 da padre corso. Studid a Roma 
e vi consegui la laurea ad honorem in matematica nel 1861. Subito dopo 
emigrd in Piemonte e divenne ufficiale di artiglieria, raggiungendovi il grado 
di maggior generale; insegno, dal 1866 al 1892, la Ralistica alla Scuola d’Appli- 
eazione d’Artiglieria e Genio in Torino: e dal 1872 anche in quella Universita 
(prima Meceanica celeste, poi Meccanica superiore e razionale). Nel 1893, riti- 
ratosi dal servizio militare, passo all’ Universita’ di Napoli, dove insegno fino 
alla morte (1907). Fu prima deputato © poi senatore [1 Sracct, cultore esimio di 
Meccanica analitica, lascia opera imperitura nella Balistica per il suo metodo 
di risoluzione dei problemi del tiro e pel trattato, la cui forma definitiva @ 
del 1888 (2.2 ediz.; Torino, Casanova). 
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§ 6. - Pendolo semplice. 


24. Applichiamo i criteri generali stabiliti nei §§ prec. al pendolo 
semplice. In Meccanica si suo] designare con tal nome un punto ma- 
teriale pesante P, il quale sia costretto a rimanere sopra una circonfe- 
renza, situata in piano verticale, e priva di attrito. La forza tangen- 
ziale (totale) F;, si riduce in tal caso alla componente del peso, onde si 
tratta di una forza posizionale, e si pud senz’ altro affermare (§ 4) che 
la determinazione del moto é effettuabile mediante quadrature. 

Ma, prima di discutere ]’andamento del moto, facciamoci un’ idea 
delle condizioni pratiche sotto cui riescono sensibilmente verificate 
le precedenti ipotesi. Se si ha una pallina pesante, scorrevole entro 
un tubo a direttrice circolare, l’azione dell’ attrito @ gia troppo rile- 
vante, perché si possa addirittura prescinderne, anche in prima appros- 
simazione. Le cose vanno meglio, quando il legame, cui é soggetto P, 
é un vero dispositivo pendolare; quando cioé si tratta di un filo, attac- 
cato per una estremita ad un punto fisso O e recante all’ altra estre- 
mita la massa pendolare P; od anche di una (sottile) asta rigida, 
girevole (in un dato piano verticale) attorno ad 0. 

Ammettiamo, se si tratta di un filo, che valga (anzi che seguiti a 
valere anche in istato di moto) il comportamento della tensione, che 

precisammo al n. 17 del Cap. Xitl 


a ot della Parte I (4). In tale potesi, quando 
ee BEANS : : : A 
= pee cet P oscilla in modo che il filo rimanga 
<= a eee ee teso, l’azione F, che esso subisce da 
So 6. 4B parte del filo, é tutta diretta verso il 
, ee vs 


ed ae ‘<p  , Punto fisso 0, e quindi normale alla 
SAV a traiettoria, cio che appunto caratte- 
7 tI ‘ rizza l’assenza d’ attrito. 
Se il filo é sostituito da un’ astie- 
ciuola rigida, si pud a priori ritenere che questa, non soltanto agisca 
su P, nel senso radiale (verso O, 0 eventualmente, verso I’ esterno), 
ma trasmetta anche (integralmente o parzialmente) al punto taluna 
delle sollecitazioni cui essa stessa sottosta: peso proprio, resistenza 
dell’ aria, e soprattutto attriti, che si destano in 0. 

Tuttavia gli attriti all’ attacco possono essere attenuati con artifici 
opportuni (sospensione su coltelli); la resistenza dell’aria é piccola 
e pud essere, come |’ influenza del peso proprio dell’ asta, ridotta a’ 
piacere, supponendo l’asta abbastanza sottile; talché, sotto siffatte 


(?) D’or innauzi, nelle citazioni, i Capitoli della Parte I, verranno designati — 
coi rispettivi numeri ordinali, contraddistinti con un indice 1 alla, base, cioe 
CoC ea! Fpl Pr WB Ee ere 
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limitazioni e ancora lecito riguardare il vincolo come privo di 
attrito. 


25. Sia ¢ la circonferenza in piano verticale, su cui ha luogo il 
movimento di P. Riferiamo i punti del piano ad un sistema di assi 
x, y coll’ origine nel punto di sospensione O (centro della circonfe- 
renza c) e l’asse y verticale diretto verso il basso. Diciamo J la lun- 
ghezza del pendolo (raggio di c), e @ la sua anomalia o deviazione 
dalla verticale, cioe  angolo (contato positivamente nel verso dall’asse 
orientato «x all’asse orientato y traverso |’ angolo retto) che il raggio 
vettore O P forma colla verticale discendente y. Con cid naturalmente 
VYanomalia spettante a una data posizione del mobile P risulta deter- 
minata soltanto a meno di multipli (positivi o negativi) di 27; ma si 
pud immaginare individuata fissando il numero di volte che il mobile 
ha descritto Pintera circonferenza a partire dalla posizione pit bassa 
_M, nell’ uno o nell’altro verso, prima di portarsi in P. 

Fissato uno qualsiasi 0 di cotesti valori dell’ anomalia di P, 7/2 -+- 8 
potra sempre interpretarsi come |’ angolo che la retta orientata OP 
forma colla direzione positiva dell’asse x (contato come sopra, posi- 
tivamente nel verso x—>y, negativamente nel verso opposto). Si 
avra quindi, per ogni punto P di ¢ 


(12) w=toos(F +0) = —tsind, y=tsin(S +0 )=teos Q. 


Se poi contiamo gli archi s dic a partire dal punto pit basso M, 
con la stessa convenzione di verso adottata per le anomalie, avremo 
la relazione 
(13) $3105 
di cui ci varremo per sostituire 0 ad s come parametro determinativo 
delle posizioni del mobile, e che intanto, derivata rispetto al tempo, 
fornisce la nota relazione tra la velocita scalare e quella angolare 
(14) $=16. 

Cid premesso, per scrivere |’ equazione differenziale del moto del 
pendolo si osservi che, essendo 6+ 7/2 l’anomalia della tangente 
alla circonferenza (orientata nel senso delle s e delle 9 crescenti) la 
componente tangenziale del peso di P, ove se ne assuma la massa 
come unita, 6 data da 

T : 
g cos (6+ 5) =—gsind, 
talché, tenendo conto della (13), si ottiene pel moto del pendolo 
Y equazione 
(15) j—— 7 sin 6, 


che, sotto vari aspetti, @ assai notevole. 
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Qui anzitutto @ opportuno avvertire che la (15), pel modo stesso 
in cui ¢ stata stabilita (si ricordi la valutazione della forza solleci- 
tante tangenziale), @ valida sotto la condizione essenziale che il mo- 
bile sia vincolato a muoversi szlla circonferenza (vincolo bilaterale).— 
Questa condizione sara indubbiamente rispettata senza eccezione 
quando il vincolo di P sia realizzato mediante un’asticella rigida 
imponderabile. Per rendere l indagine, almeno in un primo tempo, 
quanto pil semplice é possibile, noi discuteremo dapprima il problema 
nell’ipotesi del vincolo bilaterale : esamineremo poi (n. 32), tenendo 
conto della reazione vincolare, se e fino a qual punto le conclusioni, 
cui saremo cosi pervenuti, si mantengano valide nel caso di una sospen- 
sione filare (vincolo unilaterale). 


26. Sappiamo gia, in base alle considerazioni generali dei nn. 12, 15, 
che la (15) @ integrabile con due quadrature; e l’integrale cui si 
perviene con la prima di queste (e che direttamente si ottiene mol- 
tiplicando ambo i membri della (15) per fe integrando) é Vintegrale 
delle forze vive 

=U, 
dove, nel caso di una forza conservativa qual’é il peso, U denota il 
potenziale. Poiché il potenziale del peso, riferito all’unité di massa, 
é dato (VII,, n. 29) da 
U=gy=gicos0, 
e la forza viva di P, in base alla (14), ha V espressione 


1 


| anf 62, 


r9| 


lV integrale delle forze vive assume la forma 


1 
= o PO? —gleost=E£, 


ossia 
(16) @¢ = 22 (cos +e), 
dove la costante 
eas 
c= gl 


va determinata in base alle condizioni iniziali, cioe sostituendo nella 
(16) al posto di 8 e 6 i valori che ad esse competono nell’ istante 
iniziale. Notiamo che la condizione di realita di § implica e=> — 1; ed 
osserviamo subito che, se e = — 1, il solo modo di soddisfare alla (16), 
nel campo reale, si é di porre cos § 1, cioé § = 0, con che 6 risulta 
costantemente nulla, e si tratta manifestamente dello stato di equilibrio 
(stabile) nella posizione pit. bassa M della traiettoria. Noi qui discu- 
teremo successivamente le due ipotesi e >>1e —1<e< 1. 


Poiché si € notato or ora che l’ipotesi e = — 1 caratterizza lo stato 
di equilibrio (stabile) nella posizione pit bassa M, resterd escluso 
dalla nostra discussione soltanto il caso ¢ = 1. Una soluzione evidente 
della (16) é, in questa ipotesi, fornita da cos § = — le?0ssia, 0:7; 
vale a dire dallo stato di equilibrio (instabile) nella posizione pit alta 
della traiettoria. Ma anche con condizioni iniziali diverse da 0) —=7, 
09 = 0 (ci limitiamo ad affermarlo) si pud rendere ¢ = — 1: e, a par- 
tire da queste condizioni iniziali, il mobile, al crescere indefinito del 
tempo, tende alla posizione pit alta senza mai raggiungerla (moto a 
meta asintotica). 


27. MOTI ROTATORI. — Per e >1 l’andamento del moto é presto 
discusso. Dall’espressione (16) della 6? si riconosce che essa non 
scende mai al di sotto della costante, essenzialmente positiva, 


aa 2-1). 


Percid la velocité angolare @ del mobile non si annulla mai, sicché 
si tratta di un moto costantemente progressivo o retrogrado, secondo 
il segno invariabile di 6 (che si pud inizialmente fissare ad arbitrio). 
EK, quanto al valore assoluto, la § rimane sempre maggiore di w, il 
che vuol dire che il mobile ruota (sempre in uno stesso senso) anche 
piu rapidamente di un punto fittizio, che descriva Ja circonferenza 
con moto uniforme di periodo 27/w. 

Esso ripassa infinite volte per ciascun punto della circonferenza 
(in particolare per la sua posizione iniziale) e, come risulta dalla (16) 
e dalla periodicita di cos §, vi riprende ogni volta la medesima velo- 
cita angolare (e scalare). Ora é facile dimostrare che si tratta di un 
moto periodico. Infatti osserviamo anzitutto che, se 0) € la anomalia 
iniziale del mobile e, per fissare le idee, si suppone che il moto sia 
inizialmente progressivo, l’ anomalia 6(¢) del punto in una sua posi- 
zione generica é definita in funzione del tempo (contato dall’ inizio 
del moto) come quell’ integrale dell’ equazione differenziale. 


(17) = - (cos 6+- e) 


che risulta univocamente determinato dalla condizione iniziale 
(18) 8 (0) = 95. 
Designato con 7 V’intervallo di tempo (determinato e finito per 


quanto si é detto or ora), in capo al quale il mobile ripassa, per la 
prima volta, per la posizione iniziale, avremo pel medesimo integrale 


della (17 
(19) 6(T)=0+2t. 
Ora la funzione §(¢-+ 7’) soddisfa al pari della 0(f) alla (17), 
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come si verifica. osservando che codesta equazione differenziale si 


trasforma in se stessa col cambiamento della variabile ¢ nella ¢+- 7; 
e alla medesima equazione (17) soddisfa, per la periodicita del coseno, 
anche la funzione ©(f), definita dalla identita 
(20) O(f)=0(t+7)—2r. 

Ma per questo integrale particolare della (17) abbiamo 

(0) =8(7)—27 
ossta, tenendo conto della (19), 
0(0)=6, 

talché © (4), soddisfacendo alla stessa condizione iniziale di § (#), coin- 
cide per il teorema di unicita dell’integrale, con 6 (@); e si ottiene, in 
base alla definizione (20) di 0 (4), lV’ identita 
(21) IO Ce at AD mae (9 a 
la quale, in quanto due anomalie differenti di 2x individuano uno 
stesso punto della circonferenza, esprime appunto che il nostro moto 
é periodico di periodo 7. 

Analoga dimostrazione vale naturalmente nel caso di un moto 


retrogrado; basta soltanto cambiare 2m in — 2a nelle (19), (20), e 
quindi nella (21). 


28. MoTI OSCILLATORI. — I] tipo dianzi studiato di rotazioni pro- 
gressive non presenta evidentemente i caratteri delle ordinarie oscil- 
lazioni pendolari. Queste rimangono definite, come qui ci proponiamo 
di mostrare, da tutti e soli quegli integrali della equazione del moto, 
per cui la costante e risulta maggiore di — 1 e minore di + 1. 

Poniamoci a tal fine nelle condizioni tipiche dell’inizio di un 
moto pendolare, supponendo che la massa pendolare P venga rimossa 
dalla sua posizione di equilibrio e abbandonata a se stessa, senza 
velocita iniziale, da una posizione iniziale distinta da M e dalla 
diametralmente opposta. Indichiamo con 9) l’anomalia di Py, sup- 
ponendola senz’altro fissata tra — ze, esclusi naturalmente i 
valori estremi e il valore 0. 

Sostituendo nella (16) i valori iniziali 6 (0) = 6), 6(0)=0, otte- 
niamo per la,costante e il valore 
(22) €= C08, , 
manifestamente compreso fra — 1 e + 1. Viceversa tutte le volte che 
nella equazione (16) la costante e soddisfa alla condizione —1<e<1, 
basta prendere ‘ i 

0) = arecos (— e) 


per avere l’anomalia di una posizione, da cui, abbandonandc P con 


velocita iniziale nulla, si ottiene un moto definito dalla (16). 
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Assumiamo dunque |’ equazione (16) sotto la forma 
(16) (22 a (cos § — cos ) , 


da cui apparisce che 6 pud annullarsi allora e allora soltanto che 
cos 0 = cos 0), cioé nella posizione iniziale Py e nella posizione sim- 
metrica P, (rispetto alla verticale di 0). 

Cid premesso, veniamo alla determinazione del moto, prendendo 
le mosse, come @ naturale, dall’istante iniziale. 

Il pendolo comincia evidentemente a discendere, seguendo la sol- 
_lecitazione della forza. Sotto VY aspetto analitico, cid risulta dall’osser- 
vare che, nella posizione iniziale, la funzione 6 (¢) ha un massimo: si 
annulla infatti la derivata prima, e la derivata seconda. é negativa, 
in virtii della (15). Poiché per t=0, 6 @ negativa, 6 andra’ decre- 
scendo: quindi, siccome inizialmente @ zero, assumerd, almeno nei 
primi istanti, valori negativi. Avremo in conseguenza dalla (16’) 


(16”) (== 4 cos § — cos6y , 


intendendosi attribuiti ai radicali i loro valori aritmetici. 

Fino a quando continuera a valere questa determinazione ? O, 
in forma piu espressiva, fino a quale posizione andra decrescendo 
Y anomalia? 

Gia pocanzi abbiamo notato che 6 si annulla soltanto in P, ed 
in P,’. Il moto non puod per conseguenza cambiare di senso se non 
in queste due posizioni. Cid induce a ritenere che 0, partendo dal 
valore iniziale §,, seguiti a decrescere, finché non si arriva alla posi- 
zione simmetrica, cioe al valore — Q. 

Le cose stanno precisamente cosi. Tuttavia, dal punto di vista del 
rigore matematico, é necessario procedere con cautela, perché a priori, 
pur essendo escluso che il moto cambi di senso fra Py e P)’, rimane 
aperto V’adito all’eventualita che @ vada bens} decrescendo, ma resti 
sempre al di qua di — 6): il mobile convergerebbe in tal caso asin- 
toticamente (cioé col crescere indefinito di ¢) verso una qualche posi- 
zione compresa fra Py e Py. _ 

Per togliere di mezzo ogni difficolta, si pud ragionare come segue. 
Separiamo le variabili nella (16”) isolando dt; e integriamo da Q a 
un § generico (< 6,). Ove si determini la costante di integrazione in 
modo che risulti ¢=- 0 per 0= 05, si ha 


Do 
Vz ra a0 me yz { ag 
(23) ae 29.) ¥ cos@ — cos, 29.) ¥ cos 8 — cos 0, 
Oo 0 


Il secondo membro é una funzione di 6, la quale, se si fa 


CAPITOLO PRIMO 


variare §, sempre decrescendo, da §) fino a — 4, si mantiene reale e 
costantemente crescente: essa si presenta infatti come integrale di una 
1 


Ycos 8 — cos 6, 
relativo ad un intervallo che va crescendo al decrescere di 6. Si noti 
che per § == Qi, la funzione cos @ — cos ha uno zero di primo 
ordine, poiché essa si annulla, mentre, la sua derivata prima — sin§ 


funzione sempre positiva-(tale é entro i limiti indicati), 


ha un valore diverso da zero. Percio Veos § — cos, si annulla di or- 


ee rae , pur diventando infinita 
cos 6 — cos Oy w 


nei due punti predetti, si conserva integrabile (l’ordine di infinito 
essendo minore dell’ unita). 

Ne viene che la funzione ¢(6), definita dalla (23), mentre 0 varia 
decrescendo da 9 a — @», si mantiene finita e continua, e va costan- 
temente crescendo, da zero fino ad un valore ben determinato 


9, 
(24) <5 (2 dO. 
~ ‘Tt 29 JV cos 8 — cos@, | 
ans 


Con questo legame funzionale fra ¢ e @ rimane per costruzione, 
verificata la relazione (16’’) e quindi anche la (16’). 

Ora, per il fatto che ¢ varia sempre in un medesimo senso al va- 
riare di @, la corrispondenza stabilita dalla (23) é biunivoca: esiste 
cioé, uno ed un solo valore di 6, per cui ¢t assume un prefissato valore 
compreso fra zero e t. Questo € quanto dire che la (23) stessa pud 
essere univocamente risoluta rispetto a 8, definendo 6 come una fun- 
zione uniforme y(t), che varia, sempre decrescendo, da § a — 4, 
mentre ¢ cresce da zero a 7. 

‘ La (16’) seguita ad essere una identita, anche se il legame fun- 
zionale (22) si considera nella nuova accezione. Si puod pertanto affer- 
mare che la funzione 0 = y (¢) (definita nell’intervallo 0™t) che pro- 
viene dalla risoluzione della (23), € integrale della (16’) e quindi anche 
della originaria equazione di secondo ordine (15), che ne é una conse- 
guenza differenziale. 

Questa y(t) soddisfa inoltre alle volute condizioni per ¢ = 0: essa 
assume infatti il valore 4, e come integrale della (16), ha derivata 
nulla. 

Ne consegue che 


(25) =X) (0<t<7) 


costituisce il cercato integrale della originaria equazione del moto, 


dine 1/,, e la sua reciproca 


rey Bite ene toy 
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ed € quindi atto a rappresentarlo in tutto I’ intervallo 0“, entro il 
quale é stato finora definita la funzione y. 

In particolare, rimane provato con tutto rigore che l’anomalia 
§ seguita a decrescere, finché non si raggiunge la posizione simme- 
trica, ossia il valore — 6), cid che avviene nel tempo [ben determi- 
nato e finito, a norma della (24 ¢ =7t. 


29. La prosecuzione del moto oltre l’istante t+ é intuitivamente 
evidente. 

Ul pendolo si trova, per t= 7, in condizioni perfettamente simme- 
triche alle iniziali, rispetto alla verticale OM: .il conseguente feno- 
meno dovra quindi svolgersi in modo simmetrico, ossia il pendolo 
discendera, per rimontare alla posizione originaria Py, in capo allo 
stesso tempo t, impiegato nel primo tragitto (prima oscillazione 
semplice). 

Cio porta a ritenere che in un generico istante ¢t, compreso fra t 
e 27, la 0 abbia valore eguale ed opposto a quello che le competeva 
nell’ istante ¢ — t, sia cioe 


(26) (= —yx(t—7) (t<t<2r). 


Ci limitiamo ad affermare che sarebbe facile darne una dimostra- 
zione per via puramente analitica. 


30. Per ¢= 2t, abbiamo di nuovo, come apparisce dalla (25), le 
stesse condizioni iniziali. Ne consegue una seconda oscillazione com- 
pleta, identica alla prima, tranne, si intende, un ritardo costante (nei 
corrispondenti stati di moto) di 


(27) T= 2t. 


Verra poi una terza oscillazione, e cosi di seguito indefinitamente. 

Si tratta insomma di un moto oscillatorio ;periodico, il cui periodo 
T—=27 é espresso in termini dell’ anomalia iniziale 6) per mezzo 
della (24). 

La funzione 6 (¢), che rappresenta il moto, definito dalle (23) e (25) 
nell intervallo 07’, rimane ovviamente estesa a qualsiasi altro valore 
di ¢t, in base alla condizione di periodicita. Ne consegue la relazione 
funzionale 

Oe = 0s 


valida per qualsiasi valore di f. 


31. CALCOLO DEL PERIODO. — II periodo 7’ del moto oscillatorio 
del pendolo é il doppio della durata t di una oscillazione semplice, 


o\icuas 
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fornita dalla (24). Si tratta dunque di calcolare V integrale a secondo 


membro di codesta formula. ; 
Osserviamo anzitutto che 6 identicamente 


(Hs 0 9% 
do do i Ay) 
Se —— —+- ee 
lve @ — cos 8, f= —cost, . Vcos 6 — cos Go 
—# —9, 0 = 
0 0 6 


th do 
oe w= 


0 


come tosto apparisce eseguendo, nel primo integrale del secondo 
membro, lo scambio della variabile corrente di integrazione 6, in 6. 
La (24) assume cosi I’ aspetto 


i) 
ae : a 
(24"). ee 29} Vcos 6 — cos Q, ° 


e notiamo incidentalmente che, confrontando questa equazione colla 
(23), si rileva che la durata di ciascuna oscillazione semplice é doppia 
del tempo necessario al pendolo per raggiungere la verticale OM, a 
partire da una delle posizioni estreme. : 

Tornando al nostro calcolo, mostriamo anzitutto come I!’ integrale 
del secondo membro della (24’) si riduca ad un integrale elittico. A 
tal fine sostituiamo alla variabile d’integrazione 06 la variabile ~ defi- 
nita da 


i Be matt 
ew yee 2? 


tenendo conto della conseguente relazione differenziale 


1 i) wee iNe 
“5 cos 9 40 =sin “> lu 


e delle identita 


ea es, 
cos § — cos 0, = 2 (sint i =e sin? >) 
iy _» Do 
eee SA pe een 
cos 5 = yi wisn”? 


dove il radicale va preso in senso aritmetico. 
Osservando che, al variare di 0 da 0 a @, la w varia, sempre 
crescendo, da 0 ad 1, si ottiene per la durata t di una oscillazione 


Iw Saree ee ee ee ee 


‘Sad 1 
: as du 
@ <5) ae 
. 9) VA —w (1 — kw) 
5 2 0 ; 
dove, per semplicita di scrittura si é indicato sin con k. 


Un integrale siffatto non si pud calcolare per mezzo di trascen- 
denti elementari, bensi soltanto come somma di una serie. Per otte- 
nere una serie convergente rapidamente, e percid adatta ai calcoli 
numerici, si pud procedere nel modo seguente. 

_ Poiché in tutto Vintervallo di integrazione si ha kh? u2?<k?<1,la 
funzione 
: 1 


pe ee ee =(4 — ku?) ants 
Vi —- kw 


2 


si puo sviluppare in serie convergente colla formula del binomio, 
con che si ottiene: 


1 


Se Ae ar 1.3 . 
(1 — k? u*) OO i Ug eg OT ere ot 
ies oan ly = 
an SUR ary ee 


o in forma pit concisa 


aa 
a ae ke? u?) 2= OA wie ; 
o 


is 


dove si @ posto 


Wee yh (P7 =e 1)) 
(22) ee 13 nT 46 On OF: 


Sostituiamo nell’ espressione (28) di t ed integriamo termine a 


foe} 
termine (il che é lecito perché la serie Xn Cy, hk?” uw", come si desume 


. le.@} 
dal confronto colla serie a termini costanti Xn c, k?", é uniformemente 


convergente in tutto l’intervallo di integrazione). Cid da per 7 la 
espressione 


0 : ie pe 
0 


ee) ee [ee 
eA aa SS ee 
Vv 
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la quale, essendo notoriamente 


semplifica in 


Puee 
vant pa red on 
g 0 


: ; pulpces 
Serivendo per disteso e riponendo per xk il suo valore sin “9? St 


ottiene lo Sie richiesto 
(30) eeu Ti+ ) ‘sine (59 sq) sin F aS We dered 


Coe Waa 1) NA eae Ue 
sin?” 2 2... : 
a Me OR par 

Se l’anomalia iniziale 6, é piuttosto piccola, si pud con notevole 
approssimazione arrestare lo sviluppo ai due primi termini, il che 


porge 

1 ) 
30’ iets AU eS . 0) 
(30’) tal (14 7 sin? a). 


Supponendo di poter trascurare anche i termini di secondo ordine, 
si ha la formula elementare ben nota 


(307) el 


32. REAZIONE VINCOLARE. — Poiché la forza attiva si riduce al 
peso, la reazione @ espressa dalla formula (n. 8) 
v2 
tn Fp TYCO, 


in cui R, pud essere interpretata come la componente secondo la 
normale esterna (radiale nel caso nostro) della forza centrifuga, cui 
sottosta Pasta di sospensione del pendolo, 7 e « sono rispettivamente 
il raggio di curvatura e I’ inclinazione sulla verticale discendente della 
normale (nel senso della concavita). E chiaro che per il pendolo si 
ha r = 1, cos «= — cos9; sicché la forza cui é sottoposta l’ asta rimane 
espressa da 


— +9 0080. 


Si puod farla dipendere esclusivamente dall’ anomalia 6, ricorrendo 


a. 
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all’ integrale delle forze vive che assumeremo sotto la sua forma 
generale (16). Poiché, infatti, per la (14), 72/116, otteniamo in 
virti della (16), : 


(31) Rh, = 39 (cos 6 -++ ¥°) : 


Se, come si € supposto sin qui, il vincolo é realizzato mediante 
un’ asta rigida ed € quindi bilaterale, l’ andamento del moto, quale 
fu da noi studiato nei vari casi possibili, non resta turbato dalla 
circostanza che la #, si annulli e passi da valori positivi a nega- 
tivi. Avremo soltanto che, finché Rk, > 0, Vasta @ soggetta ad una 
tensione, mentre sottosta ad una pressione quando R, <0. Cosi é 
facile verificare sulla (31), come del resto @ a priori intuitivo, che 
nei due casi di equilibrio si ha tensione o pressione secondo che la 
massa pendolare occupa la posizione pit bassa M o quella diame- 
tralmente opposta. 

Ma se il vincolo é realizzato mediante un filo (vincolo unilaterale) 
é essenziale tener conto del segno di R,,, giacché il moto del pendolo 
segue l’andamento caratterizzato, secondo i vari casi possibili, nei 
nn. prec., solo a condizione che il vincolo eserciti la sua azione, cioé 
si mantenga F,, > 0. 

Per precisare meglio la cosa vediamo per quali valori della costante 
e (che, come ben sappiamo @ sempre > W— 1) l’espressione formale 
(31) della R, possa diventare negativa. Dalla (31) stessa risulta imme- 
diatamente che la Rk, é€ positiva se e>3/2; d’altra parte basta 
serivere la (31) sotto la forma 


R,, = 39 (cos 6+ e) — eg 


e osservare che, per la (16), 6 sempre cos §—+-e > 0 per riconoscere 
che la R,, € certamente positiva tutte le volte che e< 0. 

Per conseguenza i casi, in cui la espressione formale di Fk, pud 
diventare negativa, e percio lo studio del pendolo filare richiede una 
discussione ulteriore, corrispondono ai valori di ¢ compresi nei due 
intervalli da 0 a 1 e da 1 a 3/2. Qualora il vincolo fosse bilaterale 
si avrebbe, rispettivamente: a) per 0<e< i un moto oscillatorio in 
cui, come risulta dalla (22), il pendolo é abbandonato senza velocita 
iniziale da una posizione non inferiore a quella del centro O di sospen- 
sione; b) per 1 < e <3/2 un moto rotatorio abbastanza lento, e pil 


precisamente, tale che la velocita angolare minima (n. 27) non supera 


V g/l (e per e=1 un moto avente per meta asintotica il punto pit 


_alto della traiettoria circolare c). 
Supponiamo che la sospensione sia attuata mediante un filo, ed 
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‘ : 

esaminiamo dapprima i moti oscillatori. Nel caso e=0 (moto oscil- 
latorio che, come risulta dalla (22), si realizza, abbandonando il pen- 
dolo, a filo teso, e senza velocita iniziale, da una delle due posizioni 
di quota eguale al centro di sospensione) nulla vi é da dire, se non 
che la R,, mantenendosi positiva durante Jl’ oscillazione, si annulla 
agli estremi di essa. Fissato allora per e un valore compreso tra 0 
ed 1 (estremi esclusi), immaginiamo di determinare il corrispondente 
moto oscillatorio, lanciando il pendolo dalla sua posizione piu. bassa 
M (8 = 0), nell’uno o nell’altro senso, con quella velocita angolare 
che in base alla (16) ivi compete al moto considerato. Dapprima le 
cose vanno come se la sospensione fosse realizzata mediante un’ astic- 
ciuola rigida; ma la reazione k,,, che sull’inizio, cioeé per valori di 
§ abbastanza vicini a 0, é, come risulta dalla (31), positiva, va dimi- 
nuendo al crescere del valore assoluto di 6, finché in una certa posi- 
zione si annulla; e questa posizione, in virtu della (31), é€ certamente 
pit alta di 0(0 > 7/2 0 0< — z/2), ma in ogni caso, come risulta 
dal confronto della (31) colla (16), precede quella, in cui si annulle- 
rebbe 6 e che, se il vincolo fosse bilaterale, costituirebbe ’ estremo 
della oscillazione. 

Analoghe circostanze si verificano per 1 <e< 3/2, cioé pei moti 
rotatori e pel moto a meta asintotica nel punto piu alto di c. 

Vi é€ dunque nell’una e nell’altra ipotesi un istante ¢,, in cui 
R, si annulla per la prima volta, in modo che diventerebbe poi nega- 
tiva se, essendo il vincolo realizzato mediante un’ asta, il moto potesse 
proseguire, oltre quell’istante, secondo le varie eventualita esaminate 
ai nn. prec. Ora é facile riconoscere che cosa accada in tali condi- 
zioni. La massa pendolare nella posizione P,, corrispondente a ¢, (e 
certamente piu alta di 0) abbandona la circonferenza c e il moto 
(alineno per un po’, finche cioé non si torna.a tendere il filo) avviene 
liberamente sotto V azione della gravita, come se il filo non ci 
fosse. 

Naturalmente le due fasi del moto si raccordano in P,, in modo 
completo, non solo quanto a velocita, ma anche quanto ad accelera- 
zione. Cid perche, nell’istante t,, essendo R, —0, il mobile non sot- 
tosta ad alcuna reazione vincolare e la forza totale si trova in quel- 
Pistante gia ridotta al solo peso, come nel successivo moto libero. 

fl raccordo delle velocita implica quello delle tangenti ai due archi 
di traiettoria in P, (rispettivamente circolo e parabola). Dal raccordo- 


delle accelerazioni seende poi che il raggio di curvatura della para- 


bola in P, non é altro che il raggio J del cerchio c: basta pensare, 
che, coincidendo le direzioni delle normali, la componente normale 
dell’ accelerazione, cioé la v?/r, é in entrambi i casi la stessa; & 
poiche la v ha lo stesso valore, cid deve altresi verificarsi per 7. 
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33. Oi0 DI PICCOLE OSCILLAZIONI. — Se si suppone a priori che (Oe 
la deviazione verticale § del pendolo rimanga piccola, tale per es. Be 
che §? sia trascurabile di fronte all’ unita, il seno si pud confondere. Bee 
coll’ arco (come € ben noto e come del resto si verifica ovviamente, Ms 

_ prendendo per sin®@ lo sviluppo del Macnaurin arrestato al terzo- 

_ termine). 
In quest’ ordine di approssimazione, la equazione differenziale (15), 2 = 
che regge il moto pendolare, pud essere sostituita dall’ equazione. eS 
lineare : 

Z SS ce i) 


Riconosciamo nel secondo membro I’ espressione tipica (n. 17) delle: 
forze di richiamo verso la posizione di equilibrio 80 (punto 0); 
e siamo senz’altro ricondotti ad un moto armonico di centro 0, ri- ue 
spetto alla variabile 0, cioé sulla circonferenza c. 

La costante w?, che caratterizza la equazione armonica, é qui Rae 
sostituita dal rapporto g/l. Il periodo del moto 7=2z7/w € cosi 


espresso da anVi/g, e il semiperiodo t (durata di una oscillazione- 
semplice) da a eG 
Co=at Je : & 

g a 


come gia avevamo trovato (n. 31), in base all’ espressione rigorosa. 
di t, nell’ipotesi (sostanzialmente equivalente alla attuale) che gia. 


ee) Ss rs 
sin? — potesse trascurarsi di fronte all’ unita. 


2 
34. EFFETTI DI UNA RESISTENZA VISCOSA. — Per tener conto di Ze 
una resistenza passiva proporzionale alla velocita, del tipo — bs a 


(n. 21), basta evidentemente aggiungere al secondo membro della (15) 
un termine proporzionale a @ con jun fattore di proporzionalita ne- 
gativo. Designando questo fattore con — 2h, avremo 


§=—+ sino —2n6, 


la quale, se ci si limita, come sopra, all’ipotesi di oscillazioni di pic- 
cola ampiezza, si semplifica in 


§=— 70-206. 


Essa rientra nel tipo #+-2ha+kx4=0 (h e k costanti positive) 
studiato al n. 43 del Cap. Il,. Per k>>h?, Vequazione é caratteri- 
stica delle oscillazioni smorzate. 

Nel caso del pendolo, se si tratta di resistenza viscosa dovuta 


all’ aria, Vordine di grandezza di k=Vgjl e di h @ certo tale da 


CAPITOLO PRIMO 
_rendere soddisfatta la disuguaglianza k >h?. Basta pensare che, met- 
tendo in evidenza la velocita 10, il coefficiente di resistenza viscosa b 
é rappresentato da 2h/l, e va identificato (n. 21) con 6mn7, dove r 
é il raggio della massa pendolare (supposta sferica) e 1 — 0.000189. 
A titolo di apprezzamento si pud prendere /=1m.=100em., 7 =1cm. 
e si constata immediatamente come k = 9.8 sia parecchio superiore ad 


I 2 
cha (6x Tig: 0.000189 ) = (01 E83 


La resistenza (viscosa) dell’aria ha dunque per effetto di smor- 
zare le piccole oscillazioni pendolari secondo la legge esponenziale, 
gia illustrata in Cinematica. 


§. 7 — Comportamento dell’ attrito durante il moto. 
Piano inclinato scabro. 


35. Secondo quanto preannunciammo fin dal n. 4, ci proponiamo 
qui di caratterizzare il comportamento della reazione vincolare in 
condizioni di moto. 

Abbiamo visto nella Statica (Cap. [X,), che, quando un punto 
materiale appoggiato ad una superficie 0 ad una curva, si trova in 
equilibrio, l’attrito (reazione tangenziale offerta dal sostegno) non 
supera mai, quanto a valore assoluto, una certa frazione f della 
reazione normale; la direzione secondo cui si esplica questa forza 
tangenziale dipende dalla forza attiva: pil’ precisamente (poiché I at- 
trito equilibra la componente tangenziale della forza attiva) possiamo 
dire che la direzione dell’ attrito statico o di primo distacco é opposta 
a quella della proiezione della forza. 

Quando, in analoghe condizioni di appoggio, abbia luogo un ge- 
nerico movimento, e sia # la forza attiva, applicata al mobile, il 
sostegno esplichera ancora (almeno in generale) una certa reazione R. 

Per riconoscere con quali leggi essa si manifesti bisognera natu- 
ralmente appellarsi all’ esperienza. L’intuizione ci avverte in primo 
luogo che, come nel caso statico, il sostegno é atto a reagire soltanto 
verso l’esterno del corpo che lo materializza. 

Cid ritenuto, dicasi N il valore assoluto della componente normale 
di #, ed A il componente tangenziale di A. 

Quest’ ultimo si denomina attrito, aggiungendosi la qualifica dina- 
mico o durante il moto, quando si voglia mettere in evidenza la cir- 
costanza che la velocita del mobile @ diversa da zero. 

Esperienze, istituite quasi contemporaneamente dal COULOMB e 


fea 
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dail Morin, hanno condotto il secondo a formulare (verso il 1830) le 
leggi seguenti: 
1° L’attrito dinamico e direttamente opposto alla direzione del 
moto, 0, cid che é lo stesso, della velocita. Se questa eventualmente 
si annulla durante il corso del moto, tornano a valere le leggi del- 
Vattrito di primo distacco; e quindi il movimento ha termine, o si 
riprende, secondo che la forza attiva # soddisfa o no alla condizione 
di equilibrio. Se il sostegno é una superficie, si pud dire: secondo 
che # é interna o no al cono d’attrito relativo alla posizione d’ ar- 
resto. Ei la stessa dicitura salvo lo scambio di “interna, in “esterna, 
si pud usare se il sostegno é@ una curva (cfr. Cap. IX della I P.). 
2° L’intensita A dell’ attrito dinamico é direttamente propor- 
zionale alla reazione normale N. I] coefficiente di proporzionalita © 
una frazione propria, che non dipende dalla velocita del mobile, né 
dall’ estensione delle superficie che si trovano in contatto, ma soltanto 
dalla loro natura materiale. 

Questo coefficiente di proporzionalita si chiama cofficiente d’ attrito 
(dinamico o durante il moto) e si suol designare colla stessa lettera f, 
gia adottata per l’attrito statico. L’uso non é ingiustificato, poiché, 
molto all’ ingrosso, i due coefficienti d’attrito, statico e dinamico, 
coincidono. 

In un tale ordine di approssimazione si pud riassumere sotto forma 
espressiva il comportamento della reazione #& nel modo seguente: 
La reazione offerta da un sostegno scabro (la quale, nel caso statico, 
é soltanto circoscritta a non uscire dal cono d’attrito o meglio a 
stare in una delle due regioni, in cui esso divide lo spazio) im con- 
dizioni dinamiche viene proprio a trovarsi sulla superficie conica, e 
precisamente sopra quella generatrice che si proietta (ortogonalmente) 
in senso opposto al moto sulla tangente alla traiettoria. 

Di tuttocid si pud rendersi ragicne per via intuitiva, rappresen- 
tandosi in ogni caso (tanto in condizioni di equilibrio, quanto in con- 
dizioni di moto) l’attrito come una resistenza passiva, capace di rag- 
giungere un certo massimo (frazione determinata di N) ed esplicantesi 
in quel modo che pit ostacola il moto, impedendone I inizio con quel 
valore (non superiore al massimo) che equilibra la sollecitazione attiva, 
e raggiungendo il massimo (in direzione diametralmente opposta al 
moto), quando la velocita é diversa da zero. 

In realta le cose non corrispondono esattamente a questo schema 
teleologico. 

Il coefficiente di attrito dinamico é sempre alquanto (talora anche 
considerevolmente) inferiore al coefficiente di attrito statico. Inoltre, 
mentre si conserva sensibilmente .costante finché si tratta di piccole 
yelocita (non superiori ai 4 o 5 m./sec.) e di pressioni non troppo 
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rilevanti, va poi lentamente diminuendo al crescere della velocita e 
vaumentando al crescere della pressione. 

Cid si verifica in particolare per i freni del materiale ferroviario 
(ceppi di ghisa contro cerchioni di acciaio), dove perd si pud pensare 
che non si tratti di contatto a secco, in causa dell’ aria interposta 
che opera forse come un lubrificante ('). Non ci @ qui possibile ap- 
profondire questo importante argomento, ma vogliamo almeno avver- 
tire che, quando fra la superficie del mobile e quella del sostegno é 
interposto un lubrificante, il coefficiente d’attrito dipende, in modo 
essenziale e non ancora ben precisato, dalla velocita v, dalla pressione 
normale N e dal coefficiente di viscosita del lubrificante 4; per altro 
si pud ritenere che questi tre elementi influiscano soltanto attraverso 
la combinazione pv/N. 


36. Il principio di indipendenza dal modo con cui sono realizzati 
i vincoli, gia usufruito nella Statica (P. 1; Cap. IX, n. 11), interviene 
utilmente anche in Dinamica. Cosi, per l’attrito durante il moto, si 
presume che, ogni qualvolta un punto materiale e ritenuto da di- 
spositivi opportuni su di una determinata curva o superficie, il com- 
portamento sia analogo a quello che si ha nel caso di un appoggio 
sopra un sostegno materiale. 

E le conseguenze di questa presunzione si trovano in sufficiente 
accordo coi fatti osservati. 


37. In base alle precedenti generalita, si forma subito l’ equazione, 
che regge il moto di un punto su traiettoria prestabilita, quando sia 
nota la forza attiva F e il coefficiente di attrito f. 

Basta evidentemente proiettare nella direzione tangenziale é l’ equa- 
zione 
(1’) ma= F'+- fh, 
tenendo conto (n. 35) che Rk; =+A—+fN e il segno va fissato in 
modo che la forza sia sempre resistente: bisogna quindi prendere il 
segno —, quando (rispetto alla direzione é) il moto é diretto, cioé 
quando s>0, il segno+-, quando s<0. 


(*) Cfr. per es. M. Panerri « Meccanica applicata alle Macchine» parte 1; 
Torino, Peretto, 1923, p. 83. Giova rilevare altresi che recenti esperienze di 
laboratorio di carattere molto delicato hanno permesso di constatare il fatto 
imprevisto che una grande levigatezza delle superficie di contatto altera pro- 
fondamente le leggi dell’ attrito. Cfr. a questo proposito, come pure per il caso 
tecnicamente pit importante, in cui sia interposto un lubrificante, il bell’ ar- 
ticolo riassuntivo di A. SOMMERFELD « Zur Theorie der Schmiermittelreibung ». 
Zeitschrift fiir technische Physik, 2° Annata, 1921, pp. 59-63, 89-93; od anche 
Ostwald’s Klassiker des Exakten Wissenschaften, Nr. 218 (Leipzig, Akademische 
Verlagsgesellschaft, 1927). 


sn 
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Con tale avvertenza riguardo al doppio segno, risulta 
a) msi=F,—fN, per §>0; 
b) ms=F,+fN, per §<0. 

Resta da esprimere N (valore assoluto della reazione normale), 
per il che bisogna ancora ricorrere all’ equazione fondamentale (1’), 
-proiettandola sulle altre due direzioni principali (normale principale 


nm, binormale 6). Per quanto concerne la normale principale si ha 
‘dalla (3) °~° 


(32) 


v2 
= 7p: —F;,,; 
per la binormale, essendo nulla la relativa componente di a, 
k,=—F;. 
Se ora si nota che la reazione normale é, per sua definizione, la 
proiezione di #& sul piano normale, ossia il vettore (di questo piano) 
che ha per componenti #,, &,, risulta manifestamente~ 


v=VE+R = |/ 


sottointendendo pel radicale il suo valore assoluto. 

E questa la cercata espressione di N, valida nel caso pitt generale: 
come si vede, essa dipende dalle componenti normali della forza 
attiva F,,, F;, dalla velocita v del mobile (ossia da &), e dal raggio 
di curvatura 7 della traiettoria, nella posizione generica di cui si 
tratta (ossia da s). 

In ultima analisi, quando, come noi vogliamo supporre, si riguarda 
nota la legge della forza, e quindi si ritengono F,,, F, funzioni as- 
segnate di s, §, t, tale si presenta pure N. 

Ci limiteremo al caso in cw la forza attiva F é tutta contenuta 
nel piano osculatore. Allora F;,=0, e l’espressione di N si semplifica in 


y2 )2 
nee 12 
ree Fn Soe 


y2 


Si ha cosi, per la reazione d’attrito, 


essendo sempre da adottare il segno superiore o l’inferiore secon- 
doché § é positivo o negativo. 
In forma diversa, ma sostanzialmente equivalente, si pud scrivere 
2 


2 
f (x, —m — , ogni qualvolta (m - = Fy ) S20; 
R, = ; 


‘ 2 % hig Z 
—f (, — m~) , ogni qualvolta (m a Fy ) S20, 


PUD REN Pe ei ke 
ays b 
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2 
Infatti, quando il prodotto (m ~ = ,)s é [positivo, i due fattori s 


v hae ee 
ed m— —F,, sono o entrambi positivi o entrambi negativi. 


yy? 
Nella prima eventualita N= m para F,,, Ry=—fN: nella seconda 


2 
N=—- (m ae Fy), R,=fN; donde nell’una e nell’ altra I’ espres- 
4s “ 
: sione superiore di R; Analogamente si verifica che, se il prodotto 
2 . 
(m= — F,)s é negativo, vale per R&;, l’espressione inferiore. Se mai 


il detto prodotto fosse nullo, si avrebbe dalle due espressioni, indifferen- 

temente, R,;=0: questo perche, trattandosi qui di attrito dinamico, si 

suppone essenzialmente la velocita § diversa da zero, onde il caso in 

questione pud presentarsi solo quando si annulla il primo fattore 
v? 

m ae —F ne 


Cid posto, la (32) equivale alla 
2 
(82) mitt (¥,—m =), 


dove il segno va scelto secondo il criterio testé fissato. 

Se si nota che F; ed F,, sono da considerarsi, pur nelle condizioni 
piu generali, funzioni cognite di s, § e ¢, mentre f (coefficiente d’ at- 
trito) ed 7 (raggio di curvatura) sono funzioni, anch’esse note, della 
posizione del mobile, cioé di s, e d’altra parte v? = 68%, si riconosce 
che la (32’) costituisce effettivamente una equazione differenziale del 
secondo ordine nella sola incognita s(t). 


38. Se la forza Fé posizionale, F, ed F,, dipendono esclusivamente 
da s e il secondo membro della (32’) si presenta sotto la forma 


A (s) 0®-+ B(s), 


dove A(s) e B(s) designano rispettivamente — =, F,+AfF,, ov- 
m 
vero f ea F,—f F,, secondoché vale il segno superiore o l’ inferiore. 


m 
Dall’ espressione = f Poe A(s) appare che, trattandosi di sostegno 


scabro (per cui va ritenuto / essenzialmente > 0), questa funzione 
pud annullarsi identicamente soltanto nel caso di una traiettoria 
rettilinea (raggio di curvatura infinito). In questo caso (di cui ci 
occuperemo nel seguente paragrafo) il secondo membro della (32’) 
si riduce ad una funzione della sola s; ricadiamo quindi, per cid che 
concerne l’integrazione, in un tipo gia considerato (n. 15). 


\ 
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Ma pitt generalmente, qualunque sia la funzione A(s), VP equa- 
zione (32) si pud abbassare al prim’ ordine, riconducendosi ad un 
tipo senz’ altro integrabile per quadrature. _ 

Basta assumere come funzione incognita la 1%, al posto di Se 
quest’ ultima come variabile indipendente, al posto di ¢. Avendosi 
identicamente 


pom ds ds ds Se Nemes B00 
Adi reds. Olnardany 2. Ut? 
la (32’) assume la forma 
1 dv? 
g Ma = Als)? + Bis), 


cioé diventa una equazione differenziale lineare nella v*, considerata 
come funzione di s. La sua integrazione (che come ben si sa, richiede 
in generale due quadrature) porta alla conoscenza di v? in termini 
di s. Si assegna cosi la velocita del mobile in funzione del posto che 
esso occupa. Per completare la determinazione del moto, bisogna 
ancora coordinare il posto al tempo mediante una relazione fra s e t. 
Questa risulta da un’ulteriore quadratura, :notando che la conoscenza — 
della velocité in termini di s si traduce in una formula del tipo 


ds ; : 
—-=funzione nota di s. 
at 


Separando le variabili ed integrando, si ha ¢ in termini di s, onde 
inversamente, con operazioni in termini finiti, anche s in termini di ¢. 
ll problema si pud dunque completamente risolvere mediante qua- 
drature. 


39. Resta da tener conto dell’ influenza del doppio segno, che com- 
pare al secondo membro della (32’), 0, addirittura, della primitiva (32) 
[alla quale converra riferirsi in questa discussione, piuttosto che 
alla (32’)]. Come gia si é notato al n. 37, il moto é retto dalla (32d) 
negli intervalli di tempo, in cui il moto si mantiene progressivo 
(> 0), dalla (320) negli intervalli di tempo di moto retrogrado (§ < 0); 
talché per la continuita dis, la eventualita di dover sostituire, per 
la definizione del moto, I’ una all’ altra equazione non potra presentarsi 
se non in un istante ¢, di arresto ($= 0). Ma un tale istante va con- 
siderato con particolare attenzione, giacché esso pud segnare la fine 
del moto. Per le leggi dell’ attrito dinamico (n. 35) cid accade sempre 
e solo quando nell’ istante di arresto ¢, risulta verificata la condizione 
dell’ equilibrio statico | F;|<f N, (dove f denota il coefficiente d’ at- 
trito di primo distacco), In caso contrario il moto, subito dopo 
V istante ¢,, ricomincia; e, pili precisamente, per la legge del moto 
incipiente, il mobile si avvia nel verso che compete nell’istante /, 


Ut Ant 
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alla sollecitazione tangenziale F’,, cosicché, nella nuova fase, il moto 
sara retto dalla (32a) o dalla (32b) secondo che per t=—#, si ha 


F,>0 0 <0. Cosi l’equazione oraria del moto a partire dalla posi- 


zione di arresto s=s, (e dall’istante f=+¢,) risultera univocamente 
determinata da quell’integrale della (32a) 0, rispettivamente, della 
(320), che @ caratterizzato dalle condizioni iniziali. 
$238) 5758 0, per pe 

e codesto integrale rappresentera il moto indefinitamente, se la § si 
mantiene di segno costante, 0, in caso contrario, fino al primo istante f,, 
in cui la § si annulla. In quest’ ultima ipotesi, bisogna verificare, 
come gia nell’istante ¢,, se il moto abbia termine; ed, ove cid non 
accada, si riconosce, in base al verso della sollecitazione tangenziale, 


quale delle due equazioni (32) entri in funzione, e cosi via. 


40. PIANO INCLINATO SCABRO. — Una immediata applicazione della 


teoria pud farsi al moto di un grave sopra un piano inclinato scabro, © 


nella ipotesi che la velocita iniziale sia nulla, o diretta secondo la 
retta di massima pendenza. Per evidenti ragioni di simmetria il moto 
avverra lungo codesta retta di massima pendenza. 

Chiamando .« la inclinazione del piano, e © Il’ angolo d’ attrito 
(statico) possiamo anzitutto as- 
serire (P. I, Cap. IX, n. 5) che 
se; in un qualche istante, la 
velocita @ nulla, il grave re- 
stera fermo da quell’istante in 
poi, ovvero comincera a scen- 
dere, secondoché «< 0 >@g, 
Avremo poi, contando le s verso 
il basso (a partire per es. dalla 
posizione iniziale) F,= mg sin«g., 
N=mgcosa. Se si suppone, per 


| 
H 
J 
i ’ 
! 
q 
t 
t 
1 


/ | fissare le idee, che il coefficiente 
: / mg di attrito dinamico sia costante 
he e coincida con quello statico, 


sara f=tge, e la forza totale F,3-fN riescira, in entrambi i casi, 
costante. 
Posto per brevita: 


n= 


= C08 ® sin (2+ ¢) , 


sin(a—), G2= COS © 
avremo [dalle (32a) e (32b) rispettivamente] 

§=gsina—fgcosa=—gQ, , 
§=gsina+fgcosa=—q, 


valendo la prima quando il mobile discende (§ > 0), la seconda quando 
il mobile ascende. La costante g, é sempre positiva; segue quindi 
dalla identita 


adv? es 
‘dts =='2.55 , 


che, nel periodo del moto ascendente (¢=g,, §<< %); il valore assoluto 
della velocita va costantemente diminuendo, come é del resto intuitivo: 
il moto @ anzi uniformemente ritardato data la costanza di gp. 
Analogamente si riconosce che il moto discendente, retto dalla 
equazione §=g,, @ uniformemente ritardato, ovvero uniformemente 
accelerato (incluso il caso limite di una accelerazione nulla), secon- 
doché g, @ 0 no negativo, secondoché, cioé, » supera o non supera «. 
Questa alternativa dipende esclusivamente dalla natura del sostegno. 


41. Fissiamo, per esempio, il caso di una inclinazione pit forte 
dell’ angolo di attrito (« >~) immaginando il mobile lanciato inizial- 
mente verso l’alto con velocita v, (in valore assoluto). 

Avremo per t=0, s=0, §=—v; il moto comincera ad essere 
ascendente e quindi rappresentato da quell’integrale della equazione 
§=g., che corrisponde ai valori iniziali 0 e —» dis e di §. Esso 
é manifestamente 


1 
Sane Gat? — Vl. 
L’ equazione §(t) =0, cioé 
92t —% =0, 
ammette una (ed una sola) radice positiva 


Da t=0 fino a ¢=t¢,, il moto & sempre ascendente, e i] cammino 
percorso é misurato (in valore assoluto) da 


1 
~s=t(- 5 at). 


Les 
—s= a ie 
sia nulla, il moto non si arresta (essendosi qui supposto a>). Co- 
mincera dunque una fase discendente, retta dalla equazione §= 94, 
(dove g, 6 >0) e individuata dalle condizioni inizial: s== $50 
per t=+t,. L’integrale corrispondente é 


Per ¢=#,, si ha in particolare . Benché la velocita 


1 
sS=q Alt—hyP +s - 
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L’ equazione ¢(t)=0 non ha aleuna radice maggiore di #, (0, sotto 
altra forma, la velocit&’ non si annulla per t >¢,, perché il moto é 
uniformemente accelerato, a partire dalla quiete nell’istante ¢,). Ri- 
mane dunque valida la precedente espressione di s per ogni valore 
aioe >t. 

In modo perfettamente analogo, si discutono le eventualita: a> 9, 
Sp> 0, oppure «<e coi possibili sottocasi. 


§ 8. - Moto verticale dei gravi con riguardo alla 
resistenza dell’ aria. 


42. Trattiamo ancora, come applicazione dei criteri esposti al § 4, 
il caso semplice della discesa libera di un grave quando si tien conto 
della resistenza dell’ aria. ; 

Supponiamo che la discesa segua lungo la verticale, come avver- 
rebbe se mancasse la resistenza dell’aria, e che valga per questa 
resistenza il regime idraulico (n. 22). 

Convenendo di contare le distanze s, a partire dalla posizione 
iniziale e verso il basso, avremo §=v, §= dv/dt, F;=mg— KAav* 
e, per conseguenza, introducendo per brevitéa una costante positiva V, 
tale che 


mg 
‘ | a 
VYequazione del moto assumera la forma 
dw v 
(34 ) wa9(t—7)- 


A 


Apparisce da essa che se la velocita v e inferiore a V, la dv/dt 
€ positiva, e quindi il moto @ accelerato; se invece la, velocita é 
superiore a V il moto é ritardato. Notevole é il fatto che una solu- 
zione particolare é€ data da v—VJV, cioé da un moto uniforme dotato 
di questa velocita critica V. Per avere un’ idea dell’ ordine di gran- 
dezza di V, poniamo nella (33) «=—1, e K=0.08 (n. 22), con che 
1/VK & poco pid di 3. 

Risulta allora V approssimatamente eguale a tre volte la 


. 


Peso (espresso in Kg.) 
Area della sezione investita (espressa in m?.) 


Per un peso di un quintale, collegato ad un paracadute di 5 0 6 m. 
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di raggio (cid che rende l’area investita’ di circa 100 m*.) si pud 
presumere un valore di V intorno ai 3 metri per secondo: se non 
si cade male, una tale velocit’ non é pericolosa. 


K precisamente V, che, come vedremo tra un momento, va presa 
in considerazione, quale valore asintotico della velocita di caduta. 


43. L’integrazione formale della (34) si effettua immediatamente, 
~separando le variabili. Prima di rendere esplicite le formule, con- 
viene rilevare la circostanza che se, in un istante qualsiasi, la ve- 
locita del mobile é@ inferiore alla velocita critica V, non oltrepassa 
mai tale velocita, pur crescendo sempre e convergendo asintoticamente 
verso V per ¢—>oc. Del pari se, in un istante qualsiasi, la velocita 
supera V, rimane poi sempre superiore, decrescendo asintoticamente 
verso V al crescere indefinito di ¢. : 

La dimostrazione si fa, nei due casi, in modo perfettamente ana- 
logo. Riferiamoci al primo, per fissar le idee, e facciamo vedere che, 
negando la tesi, si cade in un assurdo. 

Supponiamo dunque che la velocita del mobile possa oltrepassare V. 
Trattandosi di funzione continua, essa dovra aver assunto, almeno 
una volta, proprio il valore V. Sia ¢, V’istante, in cui cid ha luogo 
per la prima volta; siano poi ¢’ e ¢’ >? due generici istanti anteriori 
a t,; v’ e v” (maggiore di v’ per la gia rilevata circostanza che, al 
disotto della velocita V, v cresce con ¢) i corrispondenti valori di v. 

Dalla (34), separando le variabili ed integrando da ?¢’ fino a 7”, 
ove si osservi che mentre ¢ cresce da ?¢’ a ¢”, v varia, sempre cre- 
seendo, da v’ a v’”, si ottiene 


L’assurdo annunciato si trae da questa formula, immaginando 
‘che ¢” converga verso ¢,. Infatti, mentre il secondo membro tende 
allora verso il limite finito g (t,— Vv), il primo membro (in quanto 
sussista il supposto comportamento della velocita, e v” converga di 
conseguenza verso V al convergere di ¢” verso ¢,) ha invece per 
limite l’infinito, giacché la funzione sotto il segno ha per v=V un 
infinito del 1° ordine. 


44, Veniamo ormai all’ effettiva integrazione della (34), nella ipotesi 
che il mobile sia abbandonato a se stesso senza velocita iniziale, od 
anche, pit generalmente, che sia lanciato verso il basso con velocita 
Pe<V. Per quanto abbiamo visto, sara certamente v< V in qual- 
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‘ cs Peete ae 


siasi istante, onde scrivendo la (34) a variabili separate sotto la — 


forma 


Qgdt © Bo ge ee 1 )dv 
ate 7 hy cs Saar, 


si avra che i denominatori dell’ ultimo membro si mantengono co- 
stantemente positivi. Di qui, integrando, si ottiene 


v 
sid t=Tlog at uf +- cost 
V v ; 
1 Ti 
g * 
dove la costante di integrazione si pud indicare con vy & va deter- 


minata in base alla condizione che sia »=v) per t=O; il che da in 
particolare #*=0, quando é nulla Ja velocita iniziale v (4). 
Passando dai logaritmi ai numeri e risolvendo rispetto a v, ove 


si ponga per brevita t=—g (t — ¢*) /V, si ricava . 

t ent 
(35) eels e 

Vs Ty gt 
ossia 
2V 

35’) (eal = gemma agree ee 
ett 4 


Quest’ ultima espressione esplicita di v in termini di t, e quindi 
di ¢t, porge un’ovvia conferma del duplice fatto che la velocita é 
sempre minore di V, e vi converge asintoticamente al crescere in- 
definito di ¢. 


_ 45. Lo spazio s si pud calcolare con una ulteriore quadratura. 
Invero, avendosi ds =vdt, si pud scrivere, in base alla relazione che 
lega ¢ a 7, 


y 
ds = — vat 
g 


(‘) Poiché si suppone valido durante tutto il moto il regime idraulico, bi- 
sogna preventivamente assicurarsi che le velocita estreme v) e V cadano nel- 
Vambito di validita di tale regime. A rigore, rimarrebbe cos) escluso (n. 21) 
il caso di una velocita iniziale eguale a zero, perchd, per velocita molto piccole, 
non vale il regime suddetto. Si pud perd giustificare l’applicazione delle for— 
mule a questo caso, pensando che la velocita cresce assai rapidamente: deve 
essere percid trascurabile influenza perturbatrice del primo periodo, in cui 
non vige ancora il regime idraulico. 


. eee. 
roe oe ee 


‘cee OP 


UN g log (e* + ack 


g ev ae Caz a5; 
‘Di qui, integrando e assumendo s=0 per f=0, cioé per 
t=—gt*/V=7p, si ottiene la voluta espressione di s 
: 2 Tc —T 
(36) pats hey lar 


Allo stesso risultato si pud arrivare sotto altra forma, riprendendo 
la (34) e considerando (come al n. 38) lav= ds /dt funzione di ¢ pel 
tramite di s. Con cid si ha 


dw dv ds dv 1 d(v?) 


We ede df=: dee. 2° ds 
 e alla (34) si pud dare I’ aspetto 
ee. 2g 1 d(v) 
a rr 
Leer: 


cosicché, integrando e notando che per v=% deve essere s=0, si 
perviene alla \ 
V2 V2— v2 
36’) as Pk Seamed 
(36°) $= 5, 108 pape 


o 


che, combinata colla (35), fornisce, quando si voglia, I’ espressione 
di s in termini di t. La coincidenza della (36’) colla (36) si verifica, 
~  tenendo conto appunto della (35) e della sua determinazione relativa 
all’istante iniziale 
TA an aes AF 


Vo 
V eto 4-¢ — To 


§ 9, - Vibrazioni spontanee e vibrazioni forzate. 


Risonanza. 


46. Da ultimo, come applicazione riassuntiva degli sviluppi dei §§ 4 
e 5, consideriamo il moto, su traiettoria prestabilita, di un punto 
materiale P di massa m, soggetto simultaneamente ad una forza 
tipica di richiamo verso una posizione di equilibrio O e ad una resi- 
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stenza passiva di tipo viscoso (1). L’equazione differenziale del moto 
é data da 

mé=—bs8—As, 
dove b e A denotano due costanti positive; e basta porre 


per ridurla alla forma 
(37) §+2hs+ks=0. 

Ritroviamo cosi V’equazione differenziale (lineare a coefficienti 
costanti) gia esaurientemente discussa in Cinematica (P. I; Cap. II, 
n, 43) in ordine ai moti da essa definiti. Ricordando i risultati 
la stabiliti, possiamo qui senz’ altro affermare che il punto P, nelle 
condizioni dianzi supposte, si muove di moto oscillatorio smorzato 
intorno ad O, oppure di moto aperiodico (con una inversione di senso 
al pie con meta asintotica a distanza finita oppure con meta infi- 
nitamente lontana). 

Tl caso pil interessante e a cui qui intendiamo limitarci é quello 
delle oscillazioni smorzate, che, come sappiamo, é caratterizzato dalla 
condizione k>h?. Posto allora k=h?-+w?, con che la (37) assume 
la nota forma 
(37’) §-+2h8-+ (h?+-w?)s=0, 

w fornisce la costante di frequenza delle vibrazioni, mentre h ne da 
la costante di smorzamento; e l equazione oraria del moto (integrale 
generale della (37’)) assume la forma 


s—re—"™ cos(wt+- >) 


dove 7 e 6) sono, le due costanti arbitrarie. 

Un primo esempio di moti di questo tipo, realizzabili fisicamente, 
ci e stato offerto, poche pagine innanzi, dalle oscillazioni di un pen- 
dolo semplice, ostacolate da una resistenza di tipo viscoso (n. 34). 
Non meno espressivo ed interessante é il caso delle vibrazioni spon- 
tamee di un diapason, vale a dire delle vibrazioni di un diapason 
che, una volta eccitato, venga abbandonato a se stesso in aria tran- 
quilla. 

In questo caso l’estremita P di uno dei rebbi si pud considerare 
come un punto materiale che vibra descrivendo una linea assai poco 
diversa da una retta; e il suo collegamento con I’ asta determina una 
(intensa) forza elastica di richiamo verso la posizione di equilibrio, 


(') Per il caso, in cui la resistenza sia invece di tipo idraulico, una discus— 
sione approfondita si pud trovare in una Memoria del Sr@norIni (Atti del 
R. Ist. Ven., t. 73, 1914, pp. 810-858). 
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e un sistema di eventuali resistenze passive (attrito, imperfetta ela- 
sticita, ecc.), cui si aggiunge quella dell’ aria. Queste resistenze pas- 
sive potranno in prima approssimazione compendiarsi in una semplice 
resistenza viscosa, talché sono sensibilmente realizzate le 
condizioni di sollecitazione supposte dapprincipio; e, ove 
si indichi con s l’arco descritto da P contato a partire 
dalla posizione naturale del rebbio (positivamente in un 
senso, negativamente nell’ altro), il moto é definito ap- 
punto da un’equazione del tipo (37)..Siccome poi la re- 
sistenza passiva (tangenziale) risultante ¢ estremamente 
piccola di fronte alla forza di richiamo é a ritenersi lar- 
gamente soddisfatta la condizione k>h?, che assicura 
pel moto il carattere di vibrazioni smorzate. 

‘Tl fatto che, nelle supposte condizioni, il periodo T=2a/» non 
dipende dalle circostanze iniziali (modalita dell’ eccitazione), ma sol- 
tanto da h e k, cioé da elementi intrinseci del diapason, giustifica 
il suo impiego come strumento campione delle altezze dei suoni. 


47. VIBRAZIONI FORZATE. — Si sogliono designare con questo nome 
quelle vibrazioni che vengono determinate dall’azione di una asse- 
gnata forza periodica, sovrapposta ad un’ influenza del tipo gia consi- 
derato (richiamo elastico e resistenza viscosa). Designando con Q la 
componente tangenziale di questa forza nel senso delle s crescenti, 
divisa per m, cioé riferita all’ unita di massa del mobile, e denotando 
con E(s) Vespressione differenziale a primo membro della (37), si ha 
ovviamente I’ equazione del moto sotto la forma 
(38) TG (8)==-0- 

La forza periodica Q si intende numericamente definita in ogni 
istante, ed € quindi da riguardarsi funzione della sola ¢, dotata di un 
certo periodo 7, = 2 7/w. 


48, Per l’integrazione della (38) (equazione lineare non omogenea) 
tutto si riduce, secondo una nota regola di Calcolo, a determinarne 
un’integrale particolare J(t); giacché se ne deduce poi subito I’ inte- 
grale generale, ponendo 
(39) s=J-+o, 
dove o designa I’ integrale generale della equazione priva di secondo 
membro E(s) =0, cioé (n. 46) 


o==re—cos (wt+ 9), w= Vh—k 


colle due costanti di integrazione 7 e Gy. 
Che J-+o costituisca effettivamente I’ integrale generale della (38) 


ee) [PA era Ds 
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é ben chiaro. Anzitutto sommando le due equazioni, cui per defini- 

zione soddisfanno J e a, 


risulta ' 

E(J)+-E() =E(J+5)=9, 
e quindi J-+o verifica la (38); inoltre esso contiene in modo essen- 
ziale (al pari di o) due costanti -arbitrarie. 

Dalla espressione (39) dell’integrale generale, ove si tenga conto 
della circostanza che o converge a zero al crescere indefinito dit (o 
praticamente in un intervallo di tempo abbastanza breve), si ricava 
un criterio importantissimo di fronte alle applicazioni concrete. Ed e 
che, per caratterizzare Vv andamento di regime delle oscillazioni forzate 
(regime che si stabilisce tanto pit rapidamente, quanto é pil grande 
lo smorzamento h), basta aver riguardo all’ integrale particolare J. 


49. FORZA ADDIZIONALE COSTANTE. — Consideriamo in primo luogo 
il caso semplicissimo di una forza addizionale costante, (che é, si pud 
dire, il limite di una variazione periodica, quando tende a zero il 
periodo, in capo al quale si rinnovano le stesse condizioni). Un inte- 
erale particolare J di H#(s)= Q, per Q costante, é ovviamente fornito 
dal valore, pure costante, s= Q/k, che corrisponde ad uno stato di 
equilibrio forzato, cioé in posizione alquanto spostata (nel senso della 
forza agente) dalla posizione di equilibrio naturale (s= 0). 

La sollecitazione addizionale @ statica, e statico é corrispondente- 
mente l’assetto di regime. Quanto all’integrale generale s=J-+-o, 
esso rappresenta (come si vede subito assumendo la posizione s= J 
per origine degli archi) delle oscillazioni smorzate, identiche a quelle 
che si hanno in assenza di Q, salvo che il centro di estinzione e 
dislocato e ha sede, come é naturale, nella nuova posizione di equi- 
librio. 


50. FORZA ADDIZIONALE SINUSOIDALE, — La determinazione espli- 


cita di J pud ancora ottenersi in modo assai agevole nel caso parti- 
colarmente importante, in cui la funzione periodica Q sia sinusoidale, 


cioé della forma 
q sin (w, t+ a) 
dove g, a (ed ,) sono costanti date comunque. Notiamo che, volendo, 
si pud qui far apparire il coseno in luogo del seno, scambiando 
a in «+ 7/2; e, d’altra parte, si pud in ogni caso, spostando I ori- 
gine dei tempi, ridurrea=0, ¢q>0. 
Noi poniamo senz’ altro, 


9= qsinw,t , (¢>0), 


< e ci. proponiamo di dimostrare che I’ equazione iferensisle (38) am- 
-mette un integrale particolare della forma 


(40) J() =p sin(o.t— 2), a 


dove, beninteso, le costanti p e ~ vanno scelte in modo opportuno. 
A tale scopo partiamo dall identita 


E(J)=J+2hnI+kJ= 


Nod 2a 


= p| 2h, cos (w, ¢ — ¢) + [k — w7] sin (w.t — ¢)} , 
e osserviamo che per rendere E (J) identico a 
9=4sinw, t= qsin[ e+ (wt — ~) |= 
= q {sin 7 cos (w, t — ~) + cos yp sin (w, t — g) | 


\Geantty 


‘basta eguagliare, nelle due espressioni, i coefficienti di cos (, t — 9) 
e sin (w,¢— 9). Otteniamo cosi il sistema 


2hpm= sing, p(k—w)=—qeosg, 
‘che determina upivocamente le due costanti p e& , purche si con- 


venga di assumere p >0 e ~ compreso fra 0 e x (escluso quest’ ul- 
timo estremo). Infatti, quadrando e sommando, si ha 


(41) p= 
V(k -- wi)? +412 3 


dove, per le imposte condizioni, il radicale va assunto in senso 

aritmetico; e, d’altra parte dividendo membro a membro, si ottiene 
2h 

(42) teg= go 

con che Vangdlo ¢, subordinatamente alla condizione 0<o<n, 

risulta individuato. 

La soluzione particolare (40) cosi determinata € evidentemente 
periodica con lo stesso periodo 7,=27/w, della forza addizionale 
Q=qsinw,t; in essa p rappresenta Il’ ampiezza della oscillazione 
forzata e g si pud interpretare come la differenza, anzi il ritardo 
di fase fra la forza e il moto. 

Dalla (42) risulta che tgg @ positiva o negativa e quindi  é 
minore 0 maggiore di 7/2 (cioe di un quarto di periodo (#)) se- 
condoché w? 6 < 0 >k. 


51. Caso DI UNO SMORZAMENTO LIEVE. — Nell’ ipotesi che la co- 
stante di smorzamento h sia molto piccola (come in particolare ay- 


‘() In quanto, rispetto alla fase w,¢—g dell’integrale J definito dalla 
(40), x/2 rappresenta precisamente il quarto del periodo 27. 


" act's mS 
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viene per i diapason) e sia quindi trascurabile h? di fronte a hk, si 
pud identificare & con k — h?=w? (quadrato della costante di frequenza 
delle oscillazioni spontanee) e attribuire di conseguenza al criterio 


discriminante or ora stabilito, wi Sk, la forma w S wo* od anche 


onde si perviene alla conclusione espressiva che, nell’ipotesi di uno 
smorzamento molto lieve, il ritardo di fase é minore di un quarto 
di periodo (p< 7/2), ogni qualvolta la frequenza (inversa del periodo) 
della forza esterna sia inferiore a quella delle oscillazioni spontanee; 
maggiore di un quarto di periodo nel caso opposto. 

Giova inoltre osservare che, per quel che riguarda il calcolo della 
ampiezza », non basta il fatto che h? sia trascurabile di fronte a k, 
percheé a denominatore della (41) si possa trascurare il termine 4h*w? 
di fronte a (k —w3)?; ché anzi cid non sara certamente lecito se w? 
é prossimo a k 0, cid che qui @ lo stesso, ad w?, e in tal caso biso- 
genera attenersi alla formula rigorosa (41). Ma se, sempre nell’ ipotesi 
di h piccolissimo, si ha di pit che la costante di frequenza w, della 
sollecitazione addizionale non é troppo vicina all’ analoga costante w 
intrinseca al sistema, si potra usare in luogo della (41) la formula 
approssimata 
(41) . aca ae 
0, se si vuole, 

Dp =o? — 0 5 

Se poi, oltre le ipotesi ammesse sin qui, si verifica anche la cir- 
costanza che la w, sia piccolissima, diciamo addirittura trascurabile 
di fronte ad w (0, cid che qui é lo stesso, di fronte a k) si rileva 
dalla (42) che si ha sensibilmente y=0. Si pud dire allora che I ef- 
fetto @ in fase alla causa; e l’ampiezza si pud ritenere, in base 
alla (41’), sensibilmente uguale a q/k, cioé allo spostamento statico, 
che sarebbe provocato da una forza costante di intensitaé uguale al- 
Vintensit’ massima q della sollecitazione periodica addizionale. 


51. CASO IDEALE DI UNO SMORZAMENTO NULLO. — Mettiamoci ad- 
dirittura nell’ipotesi ideale dell’assoluta assenza di ogni resistenza 
passiva (k= 0, kw) e cerchiamo di determinare per la corrispon- 
dente equazione 
(38’) §+w?s—qsinw,t 


a) 


‘DEL PUNTO SU TRAIETTORIA PREST. 


na soluzione periodica della forma (40). Per materiale sostituzione 
-perveniamo al sistema 


(43) O=qsing, —_p(w®— wf) =qeosg, 
— il quale (ove anche qui si adotti la limitazione 0< pan) da 
5 coe 


e, quando sia w Zw,, 


i ee Re 

cioé si ritrova come espressione esatta del massimo spostamento 
quello stesso che al n. prec. ottenemmo come approssimato nel caso 
di h piccolissimo ed w sensibilmente diverso da w,. 

Se poi si ha w,;=wo), cioé se il periodo 27/w, della forza addi- 
zionale @ identico a quello delle vibrazioni spontanee del sistema, 
le (43), in quanto si richieda che I’ azione perturbatrice periodica non 
sia costantemente nulla (cioé non sia g=0), diventano contraddittorie; 
il che vuol dire che in tal caso non esiste per la (38’) un integrale 
di tipo sinusoidale puro. Ma si verifica direttamente che per w, = 


la (38') ammette I integrale particolare 


A fe tsin ot , 


q 
2 0? 
il quale corrisponde, si pud dire, ad oscillazioni, che hanno tutte lo 
stesso periodo 2z/w, comune alle vibrazioni spontanee del sistema 
e all azione perturbatrice, ma sono di ampiezza indefinitamente cre- 
scente col tempo. ; 


52. RISONANZA. — Tornando alle considerazioni generali, suppo- 
niamo di tener fisse le costanti h e k (e quindi w e 7) caratteristiche 
del sistema vibrante, nonchée !’intensita massima q della forza addi- 
zionale, e facendo variare la costante di frequenza w, di quest’ ultima 
(ossia il suo periodo 7,=27/w,) ‘ vediamo come vari conseguente- 
mente I’ ampiezza p dell oscillazione forzata corrispondente. Faremo 
vedere come la » ammetta sempre un unico massimo, il quale, se é 
piecola la costante di smorzamento h propria del sistema vibrante, 
vien raggiunto per un valore di w, prossimo (sensibilmente eguale) 
alla costante di frequenza uw che compete alle vibrazioni spontance. 

Di qui segue la spiegazione del cosidetto fenomeno della risonanza 
(pei sistemi vibranti a costante di smorzamento spontaneo piccolis- 
sima), il quale si pud notoriamente schematizzare come segue. Una 
forza esterna periodica di data intensita massima q, ha, per un va- 
lore generico dclla costante di frequenza o,, un effetto appena sen- 
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sibile (ampiezza assai piccola); ma se w, @ molto prossima alla 
costante di frequenza propria w del sistema vibrante, I’ effetto (ca- 
ratterizzato dal valore del massimo spostamento ) si intensifica 
in modo enorme. 

Se ne ha un esempio tipico in un diapason (pel quale, come gia 
si notd, la costante di smorzamento h é piccolissima). 

Supponiamo che I’ aria circostante sia messa in vibrazione sonora 
da un qualche corpo esterno (per es. da un secondo diapason, o da 
una canna d’organo, ecc.). In queste condizioni il diapason conside- 
rato subisce una (debolissima) azione periodica e sensibilmente sinu- 
soidale (cfr. P osservazione finale del n. 53) che si sovrappone alle 
solite azioni intrinseche (n. 46). 

Ci troviamo cosi nel caso delle vibrazioni forzate. D’ ordinario esse 
sono deboli, e non si avvertono neanche. Quando tuttavia il suono 
esterno ha altezza eguale (o molto vicina) a quella caratteristica del 
diapason, si determina un cospicuo rinforzo, e la vibrazione del dia- 
pason si avverte in modo assai manifesto. 

Per studiare il modo in cui varia p come funzione della sola 
variabile w,, riprendiamo la (41), ponendo 


oO; 


) Ah? 
Foo Lo) ke 


=e 
con che la variabile « che vien sostituita alla frequenza qm,, risulta 
essenzialmente positiva, mentre, data la piccolezza di h, la ¢ va ritenuta 


una frazione propria, anzi una frazione piccolissima. Con cid la (41) 
si puo scrivere 


(41”) p= penalise 
V (l1—ax)?+e?a 
La funzione (1 — x)?+ e?a ha per derivata prima la — 2(1 — %)-+-«? 
e per derivata seconda la costante 2, talche ammette un minimo (ed 
uno solo) per «=1-—e?/2. Ne consegue che la yp, al variare di w,, 
possiede un massimo (ed uno solo) il quale corrisponde, per le po- 
sizioni dianzi stabilite, alla frequenza w, data da 


1 
(44) CO) ee (1- yo) Sh 2h ot, 


Codesto massimo, come si verifica ponendo, nella (41), k—w?= 
== 217, wi =w*? — h2, vale 


(45 ieee ae 


Dalle (44) e (45)risulta senz’ altro che, per ? piccolissimo di fronte 


= ad ©, il massimo di p si determina per una costante di frequenza w 
Eeona ad w ed ha un valore grandissimo rispetto a q/w?, 0, cid 
che e lo stesso, potendosi confondere w? con k, vispetto a q/k ite 
in base alla (41”), é il valore di » per «=0, ossia per eee 
Per rendersi conto del carattere spiccato del massimo nelle condi- 
3 zioni suddette, basta pensare che, se fosse completamente trascurabile 

h di fronte ad w e quindi a fortiori 

h* di fronte a k, cioé e° di fronte y 
all’ unita, il massimo di 

1 
V (1 — x7)?+- 2% 
sarebbe addirittura infinito (per 
% = 1). Ma gia con valori pil che 
discreti di ¢ (p. es. non superiori 
ad: 1/5) si: ha; per «1 — ¢?/ 2, 
un massimo acutissimo. La curva 
(cfr. la figura) 
1 o R 


~ Va) peta 


discende rapidissimamente da una parte e dall’altra del vertice. 


53. CASO DI UNA FORZA ADDIZIONALE PERIODICA QUALSIASI. — Ab- 
biamo esaminato dettagliamente le proprieta di J, nella ipotesi par- 
ticolare che la forza periodica Q sia sinusoidale, cioé riducibile alla 
forma qsinw), ¢. 

L’ importanza attribuita a questa forma speciale, é ampiamente 
giustificata dalle ragioni che seguono. 

In primo luogo, se nella equazione 


(38) E(s)= Q (0) 


la funzione Q(t) & somma di due o piu altre Q,, Q.,..., per ciascuna 
delle quali si sappia determinare un particolare integrale J,, J,,..- 
di E(s)=Q,, E(s)= Q...., basta manifestamente porre 


== See Je ee 


per avere un integrale della (41). 
Cosi, se Q é somma di termini della forma 


q sin (w, f+ &) 


con qg, ,, % costanti, comunque fissate per ciascun termine, si potra 
subito assegnare un integrale particolare J della (38) della forma di 


una somma di altrettanti termini di tipo (40) (pil un’ eventuale co- 
stante, se tra i valori di w, figura lo zero (n. 49)). 

Questa osservazione ha una grande portata, quando si connetta 
ad un risultato di Analisi, conosciuto sotto il nome di teorema del 
FOURIER (4), in base al quale qualsiasi funzione Q(t), periodica di 
periodo 7,—27/w,, finita, continua e dotata di derivata (general- 
mente) continua, puod (per qualsiasi ¢) essere rappresentata da una 
serie (assolutamente e uniformemente convergente) del tipo 


(46) : Jo + Xn Yn Sin( 2 w 1 t4-e%) 
essendo le q, e le ~, opportune costanti. ) 


La decomposizione di un’ assegnata Q(f) in termini del tipo indi- 
eato costituisce la cosidetta analist armonica. 2 

Il teorema del FouRIER, combinato colla precedente osservazione, 
permette senz’ altro di determinare (come somma di una serie, di cui 
sarebbe facile accertare la convergenza) un integrale particolare J 
della (41), qualunque sia la legge della forza periodica addizionale Q. 

Va del resto notato che, nella maggior parte dei casi pratici, il 
primo termine (non costante) della serie (46) (swono fondamentale nei 
fenomeni acustici) prepondera notevolmente sui successivi (armoniche 
superiori), sicchée Vintegrale particolare J (a prescindere da una ines- 
ae senziale costante) si riduce sensibilmente alla forma tipica (40). : 


ee Ay eae = a em oe 
. (oe ACT a 


(1) GrovaNNI Battista GIUSEPPE FouRIER, n. ad Auxerre nel 1768, m. a 
Parigi nel 1830, 6 specialmente celebrato per la sua opera fondamentale sulla 
propagazione del calore, che @ il primo e classico modello di una teoria fisico- 
matematica, che non dipende dagli schemi della Meccanica razionale, ma pro- 
cede con trattazicne autonoma. In queste ricerche si valse largamente delle 
serie e degli integrali, che portano il suo nome. Si occupd anche di Statica, 
i giustificando per nuove vie il principio dei lavori virtuali. Fu professore alla 
Scuola Politecnica di Parigi, segui Napoleone Bonaparte in Egitto, resse dal 
| 1802 al 1816 la prefettura dell’ Isére, e dal 1817 fino alla sua morte fu Segre- 
a tario perpetuo dell’Accademia delle Scienze di Parigi. Le sue opere complete 

: costituiscono due grossi volumi, pubblicati nel 1890 (Paris, Gauthier-Villars). 


CAprroLo II. 


DINAMICA DEL PUNTO LIBERO 


E SU SUPERFICIE PRESTABILITA. 


§ 1. - Generalita. Integrali primi. 


1. Occupiamoci anzitutto del moto di un punto materiale libero Wf 
soggetto ad una forza totale conosciuta F’; e notiamo subito che i 
_ problemi concreti pii importanti, che conducono a moti di punti (o 
-sistemi di punti) liberi sono: 
1°) i problemi balistici (dove per traiettorie considerevoli bisogna 
tener conto che gli assi di riferimento terrestri non sono galileiani) ; 
2°) i problemi della meccanica celeste. 

Vedemmo gia ( VII,, n. 22) come, in base alla equazione fonda- 
mentale ma= FF’, che proiettata sugli assi di una terna galileiana 
_ da, nei simboli soliti, le tre equazioni 

ME=X(L,Y,2;%,9,2 | t), 
(1) A MYU=YV(x,Y,2;%,9,é| 0), 
ME=ZA(L,Y,2;4,y9,2| 0), 

il problema della determinazione del moto del punto libero si riduca 
alla integrazione di codesto sistema di tre equazioni differenziali del 
2° ordine nelle tre funzioni incognite x,y,z dell’ unica variabile in- 
dipendente t; talche, nelle condizioni supposte, sono possibili, pel 
punto P,o<® moti diversi, corrispondentemente alle scelte possibili 
delle sei costanti arbitrarie da cui dipende Il’ integrale generale di (1). 

Per individuare uno di codesti moti occorre aggiungere tante con- 
dizioni ulteriori quante bastano a determinare le sei costanti d’ inte- 
grazione, e il modo pitt semplice e consueto di pervenire a cid si e 
di assegnare la posizione e la velocita che il punto deve assumere 
in un dato istante (per lo pit nell’istante iniziale del moto). 
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Rilevammo altresi che l’integrazione del sistema (1) non si pud in ge- 
nerale effettuare in termini finiti, bensi soltanto mediante sviluppi in serie. 

Qui aggiungiamo che in ogni caso, per ridurre la difficolta del 
problema, convien cercare di determinare qualche integrale primo del 
sistema (1), designandosi con tal nome ogni equazione della forma 
(2) f(%,Y,2; &,y,4| t) = cost. arb., 
la quale sia conseguenza necessaria delle (1), cioé risulti identicamente 
verificata (per un opportuno valore della costante a secondo membro) 
da ogni singola terna di funzioni x,y,z soddisfacenti alle (1), e non 
contenga le derivate seconde delle funzioni incognite x(t), y(t), e(d). 

La conoscenza di integrali primi agevola manifestamente la inte- 
grazione delle (1) in quanto permette di sostituirle tutte o in parte 
(secondo che si saranno trovati tre integrali primi indipendenti, ri- 
spetto ad 4,y,2, 0 meno di tre) con equazioni del tipo (2) che sono 
del primo ordine; ulteriori semplificazioni intervengono, quando si 
possono assegnare piu di tre integrali indipendenti. 


2. Esistono categorie abbastanza generali di forze, per le quali 
si possono facilmente assegnare degli integrali primi. 

a) Supponiamo, per esempio, che la forza (totale) # applicata 
ad un punto materiale P, sia costantemente perpendicolare ad una 
retta fissa (o in particolare nulla). Assumendo questa retta come asse 
2, la ipotesi equivale a Z=0, onde la terza delle (1) da per integra- 
zione successiva 

Mée=C,, M2=Cyt+e.. 

Son questi due integrali semplicissimi, di cui pero il secondo non 
é che Vintegrale generale del primo; il quale esprime evidentemente 
che € costante la componente della quantita di moto secondo 2, cioé 
nella direzione fissa perpendicolare, per ipotesi, alla forza. Esso si 
chiama percid integrale della quantita di moto. 

Il secondo integrale dice che la coordinata corrispondente é fun- 
zione lineare del tempo. 

b) Come ulteriore esempio, consideriamo il caso in cui la forza 
totale EF sia costantemente incidente ad una retta fissa (o in particolare 
nulla). Lo stesso accade, in virtti della (1), pel vettore ma@ pensato 
applicato nel punto P; in altre parole questo vettore ha momento 
nullo rispetto alla retta fissa. Ma, ove si assuma questa retta come 
asse 2, codesto momento (scalare) é dato dalla corrispondente com- 
ponente del prodotto (P— 0) \ ma, onde si ha V equazione 


(3) m (xij —yx)=0, 
che fornisce-senz’ altro lintegrale primo 
(4) M(xLY — Y x) = cost. 
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Questo integrale primo prende il nome di integrale delle aree od 
anche del momento della quantita di moto, in quanto esprime mani- 
festamente la costanza della velocitaé areolare ( I,, n. 20) della pro- 
iezione di P sul piano z=0, 0, cid che formalmente é lo stesso, 
la costanza del momento (scalare) della quantita di moto di P ri- 
spetto all’ asse ¢. 

Quando sussiste Vintegrale primo (4) si suol dire che vale pel 
moto la legge delle aree sul piano z=0 rispetto al punto O; e, scritta 
la (4) sotto la forma 


(5) LY —Yk=C, 
la costante c (doppio della velocita areolare, migncees ad O, della 
proiezione di P sul piano z= 0) si chiama costante delle aree. 
Possiamo dunque dire che pel moto di un punto sollecitato da una 
forza totale costantemente incidente ad un asse, vale, su ogni piano per- 
pendicolare a questo, la legge delle aree rispetto al punto in cui il piano 
considerato interseca 1’ asse. 
Cosi, se la forza totale @ costantemente incidente all’asse x o 
all’asse y, valgono pel moto luno 0, rispettivamente, lV’ altro dei due 
integrali primi 


m(yz—z2y)=cost. , m(zx—xé)=cost. 

Se poi si tratta addirittura di una forza F centrale} (VII, , n. 29, c), 
ed é O il suo centro, l’accelerazione @ di P, per la sua propor- 
zionalita ad #’, risulta, in ogni posizione del punto, passante per O 
(o, in particolare, nulla). Il moto é percid centrale e sussiste (II,, 
n. 45) P equazione 


(6) (P—0)\v=c, 


la quale esprime la costanza della velocita areolare, in senso vetto- 
riale, rispetto ad O ed equivale al sistema dei tre integrali primi 
(scalari) delle aree pocanzi scritti (relativi ai tre piani coordinati, 
supposti con l’origine nel centro 0Q). 

Dalla (6), come ben sappiamo (1. c., nn. 46-47), segue, in partico- 
lare, che il moto é piano e, precisamente, avviene in un piano pas- 
sante pel centro. 

c) Se la forza (totale) # applicata al punto libero P @ conser- 
vativa, le equazioni (1) ammettono come é ben noto (VIL; 2. 12) 
LV integrale (primo) delle forze vive 


T—-U=E, 


dove, secondo le consuete notazioni, 7 designa la forza viva del 
punto, U il potenziale della forza ed # lenergia totale (costante). 


EINES om RGR os ade 
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§ 2. — Moto di un punto soggetto ad una forza centrale. 


3. Il pik notevole esempio di un problema dinamico, che grazie 
alla validita di un conveniente numero di integrali primi, risulti 
integrabile per quadrature é fornito dal problema del ‘moto di un 
punto libero P, soggetto ad una forza # centrale. 

In tal caso, come si @ visto al n. prec. 5), sussiste anzitutto 
VY integrale Fottoviale delle aree (6); e il moto avviene in un certo 
piano passante pel centro O della forza. Si @ cosi condotti ad assu- 
mere codesto piano del moto quale uno dei piani coordinati, p. es. 
2==0, con che dei tre integrali (scalari) delle aree 


yé— zy = cost. , 2% —xe= cost. , LY — yX= cost. , 


i due primi si riducono ad identita, in quanto sono nulle, in ogni 
istante, le z,  (nonche le corrispondenti costanti a secondo membro), 
mentre il terzo, Gf: 

(5) LY = Yee 

fornisce una effettiva relazione fra le due coordinate incognite di P 
e le loro derivate. 

D’altra parte la F, come forza centrale, é conservativa, (VII, , 
n. 29, ce); €, precisamente, se, nator enaes al’uso invaiso nella 
teoria delle forze centrali, indichiamo con 7 (anziche con g come si é& 
fatto nella I Parte) la distanza OP e denotiamo con g(r) la compo- 
nente, secondo la retta orientata OP, della forza # (riferita all’unita 
di massa), il potenziale U é@ la funzione di 7 definita, a meno di una 
costante additiva, dalla 


(7) 


cioe la 


au 
adr 


= 9 (r) ) 


Ue)=| gear. 


Vale, quindi, con codesta determinazione del potenziale, anche 
Vintegrale primo delle forze vive (n. prec., c), che, ove per sempli- 
cita si prenda come unita di massa quella del punto mobile, assume 
lV aspetto 


(8) > Ul) =B; 


ed @ appunto dalla coesistenza dei due integrali primi (5) é (8) che, 
come vedremo, risulta la integrabilita per quadrature del problema 


y 


EL PUNTO LIBERO E SU SUP. PREST. 


vidotto al piano xy) del moto di un punto libero, soggetto ad una 
forza centrale. 

Fin dora osserviamo che, nel piano xy del moto, le incognite 
sono le coordinate x,y del punto mobile P, e queste due incognite 
sono definite (a meno delle condizioni iniziali) dai due integrali primi 
(5), (8) che costituiscono due equazioni differenziali ordinarie del 
primo ordine. L’ integrazione di questo sistema introdurra due costanti 
arbitrarie, cosicché, se si tien conto che sono pure arbitrarie le 
costanti c ed # delle aree e della energia, si riconosce che il nostro 
moto, nel suo piano, dipende da quattro costanti arbitrarie. 

Se poi si immagina di riferire il moto ad una terna generica, 
occorrono due ulteriori parametri per individuare il piano del moto 
(pel centro 0) e si ottengono, in tutto, sei costanti arbitrarie, quante 
appunto ne debbono comparire nell’integrale generale di ogni pro- 
blema di moto di un punto libero comunque sollecitato (n. 1). 


4. Prima di procedere alla integrazione del sistema (5), (8), fer- 
miamoci un momento su di una osservazione di carattere qualitativo, 
circa il caso in cui la energia totale # del mobile sia negativa e il 
potenziale U, al crescere indefinito di r, tenda ad un limite finito, 
il quale, ove si disponga della costante additiva di integrazione, si 
pud sempre ritenere, come pei potenziali newtoniani, eguale allo zero. 

L’integrale delle forze vive, in quanto 7?/2 non é mai negativo, 
implica U(r) = — EL, cosiccheé, sotto ’ipotesi EL < 0, la funzione con- 
tinua U(r), durante il moto, ammette un minimo positivo; e da cid, 
pel fatto che per 7 —> oo la U(r) si annulla, consegue che 7 ammette 
un limite superiore finito, Riconosciamo cosi che, se il potenziale U (r) 
di una forza centrale si mantiene regolare all’infinito e I’ energia 
totale del mobile é negativa, l’orbita si svolge tutta a distanza finita. 

E giova aggiungere che per le forze costantemente attrattive, in 


quanto si ha 


: e(r<0 , UP)=—ferar>o, 


V energia totale E pud benissimo risultar negativa, mentre per le forze 
sempre repulsive essa ¢ in ogni caso positiva, cosicché I’ osservazione 
teste rilevata non trova applicazione. 


Tornando oramai alla integrazione del sistema (5), (8), comin- 
ciamo col trasformarlo, riferendolo a coordinate polari 7 e @, aventi 
il polo in O e l’asse polare secondo I’asse orientato delle x. In base 


alle formule ben note (cfr. I[,, nn. 19-20) 


x=reos§, y=rsind; ey—y@#=rb, ?=Pr+r'b’," 
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otteniamo, come equazioni differenziali del problema, le 
\ reh—=c, 


9 \ . 
{ ) 5 (r2+ 72 62) = U(r) + EL. 


E qui anzitutto giova esaminare il caso eccezionale, in cui risulta 
nulla la costante delle aree c. Esclusa Vipotesi, priva di interesse, 
di uno stato di quiete del punto P nel centro di forza (r=0), sara 
6=0, cioé 6=cost.; talché si tratter’ di un moto rettilineo (lungo 
una retta pel centro) e la discussione della legge del moto, cioé la 
determinazione di 7 in funzione di f¢, si ridurra allo studio della 
equazione delle forze vive, che assume la forma . 

y2 = 2[U(r) + E]. 

Salva la diversita delle notazioni, ritroviamo una equazione del 
tipo (8) del n. 15 del Cap. prec. Approfondendo debitamente la 
discussione, si arriverebbe a riconoscere che i moti possibili sono 
o moti oscillatori periodici (fra due radici semplici di U(r) + £, 
fra le quali questa funzione si mantenga positiva) 0 moti aperiodici 
con una inversione di senso al piti; e in questo secondo caso si trattera 
o di moti a meta asintotica a distanza finita (corrispondentemente 
a qualche radice multipla di U(r)4-£) o di moti a meta infinitamente 
lontana (se nel senso della velocita iniziale non si incontra alcuna 
radice di U(r)+-£). Sara infine possibile uno stato di equilibrio (in 
ogni eventuale radice multipla di U(r) + £). 


6. Ritenuta oramai diversa da zero la costante c, si desume dalla 
legge delle aree che, essendo § di segno costante, la § varia con ¢ 
sempre nello stesso senso: anzi, senza pregiudizio della generalita 
(cioé invertendo, ove occorra, il verso positivo delle anomalie), pos- 
siamo supporre ¢ > 0, talché la 6 cresca con ft. 

Cio posto, potremo procurarci l’ equazione differenziale della traiet- 
toria (o dell’orbita, come si suol pit spesso dire nella teoria delle 
forze centrali) eliminando dalle (9) il tempo e assumendo come varia- 
bile indipendente, in luogo di ¢, l’ anomalia 6, il che é lecito, in quanto 6 
é funzione monotona di t. . 

Se, integrando l’equazione ditferenziale cosi ottenuta, riusciremo 
a determinare l’equazione polare r=/(0) dell’ orbita, l andamento 
qualitativo del moto si desumera dall’integrale delle aree 

ra—c. 
Anzi, sostituendo in questa equazione ad 7 la sua espressione nota 


in funzione di 0, otterremo un’equazione differenziale, che é mani- 
festamente integrabile per separazione di variabili (cioé con una 
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‘quadratura) e fornisce Y espr essione di 9 in funzione di ¢, cioé la legge 
temporale del moto (sull’ orbita gia conosciuta).. 


%. Per dedurre dalle (9) ’equazione differenziale che caratterizza 
P equazione incognita r =r (0) dell’ orbita, basta considerare, nell’ equa- 
zione delle forze vive, 7 come pions di ¢ pel tramite della § ed 
eliminar poi 6 per mezzo dell’equazione delle aree. Si ottiene cosi 
per l’ orbita l equazione differenziale del 1° ordine 


1 2 
Ce Tr 14 


Giova rilevare che la (10) é un integrale primo di una equazione 
del 2° ordine, cui si perviene direttamente applicando al caso attuale 
la formula del BINET (Cap. II,, n. 50), che come sappiamo fornisce 
VYespressione della accelerazione (tutta radiale) per un moto cen- 
trale, quale € appunto il nostro (n. 4). Scrivendo che I!’ accelera- 
zione (radiale) del nostro punto (supposto di massa unitaria) deve 
essere eguale alla analoga componente della forza, cioé a ¢(r), otte- 
niamo la preannunciata equazione del 2° ordine 


Bel ath ase 1 
c 7 
Ge tA iy me 
e basta ricordare la (7) per riconoscere, derivando rispetto a 0 la (10), 
che quest’ ultima equazione (dipendente dalla costante arbitraria E) 


fornisce appunto un integrale primo della (11). 


§ 3. - Moto di un punto 
ritenuto da una superficie priva di attrito. Geodetiche. 
Caso delle superficie di rotazione. 


8. Passiamo ad occuparci di qualche problema di Dinamica del 
punto in due dimensioni o con due gradi di liberta. 

Il caso pik semplice é quello di un punto materiale P che, sotto 
la sollecitazione di forze attive di risultante #’, sia costretto a muo- 
versi su di una superficie o priva di attrito. La equazione di o sia 


(12) f(x%,y,2|t)=90, 
dove l’argomento ¢ comparira esplicitamente, quando la superficie 


varia al variare del tempo. 
Le funzioni x(t), y(t), 2(), che definiscono il moto di P, devono 
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tl, 
Se 
( 


soddisfare identicamente alla (12); onde consegue ch’ esse verificano — 


anche la op. < of* y 
ve) Ba faye gy Nhe 
Ora pud accadere che il punto P, pur essendo libero, si muova 
sulla superficie o in conseguenza della natura stessa della forza attiva 
totale #’. Ma in generale cid accadra in quanto P é ritenuto su o 
da vincoli comunque realizzati. 
Si ha allora, accanto alla forza attiva I” (la cui legge é, per ipotesi, 
un dato della questione), una incognita reazione F#, proveniente dai le- 
gnami, e la forza totale, che sollecita il punto, é costituita non dalla sola 
F,, bens) dalla somma 2’+-R, talché I’ equazione del moto é data da 


(14) ma=F+R, 


dove m denota la massa di P ed @ la sua accelerazione. 

Una osservazione importante sia per la integrazione effettiva del 
problema, sia per il significato fisico si é che: Se un punto é ritenuto 
su di una superficie fissa e priva di attrito, vale ii teorema delle 
forze vive. 

Infatti, se moltiplichiamo scalarmente ambo i membri della (14) 
per udt=dP, e ricordiamo che maxvdt é il differenziale della 
forza viva T=mv?/2 del punto, mentre FX<dP é il lavoro ele- 
mentare dL della forza attiva, otteniamo 


aT=daLliRx<dP. 


Ma, per Vipotesi dell’ assenza di attrito, la reazione # e normale 
alla superficie o; e d’ altra parte, essendosi questa supposta invariabile 
nel tempo, lo spostamento dP, che fa passare da un generico punto 
di s ad un punto infinitamente vicino della superficie stessa, giace 
nel piano tangente; onde risulta che R e dP sono istante per istante 
ortogonali, e durante tutto il moto sussiste 1 equazione 
(15) : aT=aL, 
la quale, come nel caso del punto libero, esprime appunto il teorema 
delle forze vive (VIII,, n. 9). 

Non sara male rilevare, che, trattandosi di una superficie inva- 
riabile nel tempo (rispetto al riferimento meccanico) Rx dP si pud 
anche interpretare (VI,, n. 9; XIV,, n. 2) come lavoro virtuale 
della reazione e percid il suo annullarsi discende senz’altro dal 
principio generale dei lavori virtuali. 


%. Ancora come nel caso del punto libero, se la forza sollecitante 
é conservativa ed é U il suo potenziale, la (15) assume la forma 


aT=avU; 


- onde per integrazione, si deduce 


1 
Na OA 


2 
designandosi con # la costante di integrazione, ossia 
1 °o 
. y LO ae Ui 


_abbiamo dunque che l’ energia totale del mobile non si altera per effetto 


del. moto. 

Se poi si denotano con %, U, i valori della velocita e del poten- 
ziale in una generica posizione P,, l’equazione precedente si pud 
scrivere 


sal: ies 
> mv? — vo) =U — Uy, 


e diventa suscettibile di una interpretazione analoga a quella rilevata 
per il caso del moto sopra una curva prestabilita (I, n. 14). Ne ri- 
sulta cioeé che, se si fanno partire due punti materiali dotati di 
egual massa da una stessa posizione P,, colla medesima velocita e 
sotto Pazione di una stessa forza conservativa, anche se uno si sup- 
pone libero e lV altro ritenuto da una superficie priva d’ attrito, essi 
giungono in punti, pei quali il potenziale ha lo stesso valore, colla 
stessa velocita. Cosi ad esempio, se due punti materiali di egual massa, 
partendo dalla medesima posizione e dalla quiete, si muovono nel 
vuoto sotto l’azione della gravita, l’uno cadendo liberamente, I’ altro 
rimanendo sopra una superficie fissa e priva di attrito, essi posseggono 
alle stesse altezze verticali le stesse velocita. 


10. La reazione # é, come gia dicemmo, incognita; ma, nell’ ipotesi 
che la o sia priva di attrito (sia poi o no indipendente dal tempo), 
la R devesi ritenere ortogonale alla o (pid precisamente alla confi- 
gurazione che o assume istante per istante, se varia nel tempo); 
cosicché i coseni direttori di A (dovendo coincidere con quelli della 
normale alla superficie) sono proporzionali a df /ax, of / dy, of / ez, 
e le sue componenti sono del tipo 

of of of 

‘Ar Ge ) ee] 
: on? oy oz 
dove ) designa un fattore di proporzionalita, a priori incognito (sol- 
tiplicatore del LAGRANGE), che é legato all’intensita di A dalla re- 


lazione e ee of \8) 
wae) (ae) + (Gy) + (3) § 


Qui naturalmente il trinomio in parentesi dipende, a norma della 


Nar ae 
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(12), dalla posizione che il mobile occupa sopra la superficie o nel 
generico istante che si considera. > 

Cid premesso, proiettando la (14) sugli assi, si ottengono le tre 
equazioni 


x of 
Mx—=X-+d a ei 
; r of 
(14) WI ad eee 
e of 
meE=Z-+d ne, 


che insieme alla (12) formano un sistema di quattro equazioni nelle 
quattro incognite x, y,2 (fondamentali) e 4 (ausiliaria). Eliminando 2. 
fra le (14'), otterremo due equazioni fra le incognite fondamentali 
che, colla (12), determinano queste incognite in base alle condizioni 
iniziali. Il moto sara allora completamente conosciuto, e bastera 
ricorrere ad una qualsiasi delle (14’) per ricavare il valore di A, 
qualora interessi conoscere l’intensita della reazione. 


li, Ma quando il moto sia gia conosciuto, si pud assegnare per 
le intensiti R della reazione una formula pit espressiva. 

Supponiamo, per fissare le idee, che la o, nel punto che si 
considera, stia tutta da una banda del piano tangente, e denotiamo 
con N la normale alla superficie orientata verso la concavita. Desi- 
gnata con ¢ la tangente alla traiettoria, consideriamo la sezione dio 
col piano ¢ N (sezione normale tangente alla traiettoria) e chiamiamo 
g Vangolo che la normale principale ” della traiettoria (orientata 
verso il centro di curvatura) forma con la N. Per Vipotesi fatta 
sulla c codesto angolo @ acuto e, d’altra parte, se 7 ed 7) sono i 
raggi di curvatura della traiettoria e della sezione normale tangente 
nel punto di contatto, si ha, pel teorema del MEUSNIER (?), 


P=, COS. 
Ora, proiettando la (14) sulla , otteniamo 


9 


v 
ants == Tate has 


(*) Cfr. Biancut, Lezioné dé geometria differenziale. Terza ediz. (Bologna, 
Zanichelli), Vol. I, Cap. IV, § 72. 

CARLO MEUSNIER DE LA PLacn, n. a Tours nel 1754, fu ufficiale del Genio: 
nell’ esercito francesee vi raggiunse il grado di Generale di Divisione. Mor) di 
ferite presso Magonza nel 1793. Fu membro della Accademia delle Scienze di 
Parigi e deve la sua rinomanza di matematico al Mémoire sur la courbure des- 
surfaces, Mem, des Sav. étrang., 1776. 


ossia, in base alla formula precedente, 


Qe 
Le =(F, + R,) cos¢ . 
Ma, poiché la N é, al pari della x, ortogonale alla ¢ e il vettore 
'+ KF giace nel piano tn (osculatore della traiettoria), cosicché é 
decomponibile in due vettori secondo ¢ ed », abbiamo 


y+ ky=(F,,+ R,) cose. 


Da questa equazione e dalla precedente, osservando che Ry fornisce 
col suo valore assoluto la intensita Rk della reazione, si deduce la 
formula preannunciata 


me 
Rin asa — Fy. 
"9 
12. Moro SPONTANEO. — Se si suppone che le forze attive siano 


nulle cio che il moto di P avvenga su o per effetto di una velocita 
preconcetta (e della reazione della superficie), la traiettoria del mobile 
é una geodetica, descritta con velocita costante. 

Infatti, l’ accelerazione, come ben sappiamo, é contenuta nel piano 
osculatore della traiettoria, onde vi giacera’ anche la forza totale. 
Poiché questa si riduce alla reazione, che, per la supposta assenza 
di attrito, € sempre normale alla o, la traiettoria @ necessariamente 
una geodetica (1) della superficie. 

Inoltre, dal fatto che la forza totale, e con essa I’ accelerazione, 
é sempre diretta secondo la normale principale della traiettoria, 
discende che la componente tangenziale § dell’accelerazione @ costan- 
temente nulla, e quindi il moto é uniforme. 

Del resto a questa stessa conclusione si perviene anche partendo 
dal teorema (15) delle forze vive, il quale, essendo nulla la forza 
attiva, si riduce qui a @7=0 ed implica la costanza di T, cioé 
della velocita. 


13. Supponiamo, in particolare, che la o sia una superficie di 
rotazione. Allora ogni normale ne incontra l’asse e, in assenza di 
forze attive, la forza totale (riducendosi alla sola reazione normale) 


(4) Ricordiamo ancora una volta (cfr. XII’, n. 32) che le geodetiehe di 
una superficie sono caratterizzate dalla proprieta differenziale di avere in 
ogni loro punto la normale principale coincidente con la normale alla super- 
ficie e quindi il piano osculatore normale alla superficie. Ma pitt espressiva 
é V altra proprieta caratteristica (di tipo integrale), per cui ogni loro arco 
ha lunghezza stazionaria e, per estremi abbastanza vicini, addirittura minima, 
rispetto a tutte le curve che sulle superficie hanno gli stessi estremi. Cfr. 


Branca, Op. cit., Cap. VI, § 101. 
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rientra nel tipo b) del n. 2. Vale percid in questo caso, oltre V integrale — 
delle forze vive (ridotto alla costanza della velocita) anche VP integrale 
delle aree sui piani normali all’ asse di rotazione (rispetto al centro 
del rispettivo parallelo). 

Di qui risulta una notevole proprieta geometrica delle geodetiche 
delle superficie di rotazione. 

Preso come asse delle 2 l’asse di rotazione, l’integrale delle aree 
assume la nota forma : 

LY —Yy xt = cost. 

e, poiché la velocita v rimane costante, avremo lungo una geodetica 


y aw 


(16) t——y — = cost. 


: Y 


D’altra parte se, abbassata dal generico punto P (x,y,z) della 
geodetica la perpendicolare PQ sull’ asse, indichiamo con 7 il raggio 
QP del parallelo per P, i coseni direttori di P — Q sono dati da 

v y 

- ) Pp ’ 0, 
mentre quelli della tangente in P al parallelo (ortogonale a QP e 
all’ asse 2) sono eguali a 


ES 


dove la scelta del segno dipende da quella del verso che si assume 
come positivo sulla tangente. E poiché la (16) si pud scrivere 


bY y « ) 
i = ‘cost. 
( ee Recess ; ‘ 


riconosciamo che il prodotto di 7 per il coseno dell’ angolo che la 
geodetica forma col parallelo non varia lungo una medesima geodetica. 
Chiamando azimut della geodetica in un suo generico punto I’ angolo 
che essa ivi forma col meridiano (complementare di quello col pa- 
rallelo) abbiamo che: Lungo una geodetica é costante il prodotto del 
raggio del parallelo pel seno dell’ azimut (formula del CLatRaut) (). 


(1) Atessro CLaupio CLarraut, n. a Parigi nel 1718, m. ivi nel 1765, fu 
di singolare precocita di ingegno. Lesse a 12 anni una memoria sulla teoria 
delle curve all’ Accademia delle Scienze e a 18 anni fu da questa ricevuto. 
Immediato continuatore del Newron in Francia, costrul una teoria sistematica 
della Luna, espguendo e tabulando i calcoli numerici. Prese parte alla spedi- 
zione francese per la misura del grado in Lapponia nel 1736-87 e si pud dire 
che con la elassica Théorie de la figure de la Terre abbia fondato la Geodesia 
teoretica. 


CAPITOLO III. 


NOZIONI ELEMENTARI DI MECCANICA CELESTE, 


§ 1. - Interpretazione dinamica delle leggi del Kepler. 


1. Abbiamo rilevato al n. 1 del Cap. prec. che fra i problemi dina- 
mici, in cui si ¢ condotti a considerare sistemi di punti liberi, pri- 
meggiano per importanza i problemi della Meccanica celeste. Per dare 
in questo Capitolo le prime e pit elementari nozioni di codesto ramo 
della Meccanica riprendiamo i moti kepleriani gia studiati nel § 8 
del If Cap. della P. I; vale a dire i moti dei pianeti intorno al Sole, 
quali risultano eens dalle tre leggi | del ape di cui qui 
- non sara inutile ripetere gli enunciati : 

1.2 Le orbite dei pianeti sono ellissi e il Sole ne oceupa uno 
dei fuochi. 

2.2 Le aree descritte dal raggio vettore che va dal Sole ad un 
pianeta sono proporzionali ai tempi impiegati a percorrerle. 

3.2 I quadrati dei tempi impiegati dai vari pianeti a percorrere 
le loro orbite (durate delle rivoluziont) sono proporzionali ai cubi dei 
semiassi maggiori. 

Abbiamo visto (I. c.) che le prime due leggi del KEPLER bastano 
a caratterizzare il moto di un singolo pianeta P; in particolare esse 
conducono a concludere che I accelerazione di P, costantemente diretta 
verso il Sole, ha I’ intensita 


ope, 
pr’ 
| dove c é la costante delle aree (doppio della velocita areolare costante 


del pianeta), » il parametro dell’ orbita ellittica-ed 7 la distanza SP 


del pianeta dal Sole. 
Indicando con m la massa del pianeta e applicando la definizione 
_dinamica della forza totale, quale é fornita dall’ equazione fonda- 


Levi-Civita - AMALDI — Meee. raz., IL 5 
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mentale F=ma, qui possiamo dire che il pianeta si muove come 
se fosse attratto dal Sole con una forza (centrale) diretta dal pianeta 
verso il Sole di intensita 


(2) 


(Ck TD) 
p 
cioe inversamente proporzionale al quadrato della distanza. 
D’altra parte, denotando con ae T il semiasse maggiore del- 
Y orbita e la durata della rivoluzione, abbiamo trovato (Cap. I],, n. 51). 


(3) —— 408 Te, 


onde, in base alla terza legge del KEPLER, concludemmo che il coef- 
ficiente di proporzionalita 


(4) k= — 


che compare nella espressione (2) della attrazione del Sole su di un 
singolo pianeta, é il medesimo per tutti i pianeti. 


§ 2. - Problema diretto del Newton. 


2. Le conclusioni dianzi tratte dalla interpretazione dinamica delle 
leggi del KEPLER suggeriscono, in modo spontaneo, il problema di 
determinare il moto di un punto materiale P attratto da un centro 
fisso S con una forza centrale di intensita inversamente proporzionale 
al quadrato della distanza. 

Questo problema rientra come caso particolare in quello generale 
discusso nel § 2 del Cap. prec.; onde possiamo dire senz’ altro che 
si tratta di un moto piano, pel quale sussistono simultaneamente 
Vintegrale delle forze vive e quello delle aree rispetto al centro di 
forza S (Cap. Il, n. 3). 

Ma, desunti dalla teoria generale del § citato questi risultati, noi 
qui, sia in vista dell’importanza del problema particolare dianzi 
enunciato, sia in vista degli sviluppi ulteriori che ad esso intendiamo 
connettere, daremo di codesto problema una trattazione analitica 
autonoma, pur non tralasciando di richiamarci alla teoria generale 
ogni qualvolta se ne presenti la opportunita. 


3. Conveniamo anche qui di assumere come unita la massa del 
punto mobile P e rappresentiamo con & |’ intensita dell’ attrazione 
sull’unita di massa all’ unita di distanza dal centro di forza. Allora 


Darponeute p (7) dell attrazione sull’ unita di massa alla distanza ts 
secondo la retta orientata SP, avra l espressione 


e il potenziale, riferito all’ unita di massa, ove si intenda determinata 
ja costante additiva in modo che esso any nullo a distanza infinita, 
sara dato da 


(5) U()=—. 


Conseguentemente i due integrali primi delle forze vive e delle 
aree, espressi in coordinate polari 7, 6 col polo nel centro di forza, 
assumeranno la forma 


Loe i k 
(6) nO ere ere 


\ THe, 


dove, al solito, E e c denotano, rispettivamente, la costante della 
energia totale e la costante delle aree. 

La determinazione del moto @ con cid ridotta alla integrazione 
del sistema del 1° ordine (6) (alla quale, come sappiamo dalla teoria 
generale, si perviene con sole quadrature). 

Sotto l’aspetto qualitativo giova notare, in relazione colla osser- 
vazione generale del n. 4 del Cap. prec., che dall’ integrale delle forze 
vive, cioé dalla prima delle (6), discende la disuguaglianza 


k 


Bere the 


la quale, ove l’energia totale # sia negativa, implica che durante il 
moto il raggio vettore si mantiene sempre minore 0, al pil, eguale 
a —k/E, e perciO specifica la regione entro cui rimane circoscritta 
Y orbita. 


4, ORBITE CIRCOLARI. — II caso in cui I’ orbita é circolare (7 = cost.) 
gi esaurisce con considerazioni dirette ed elementari. In tal caso la 
legge delle aree implica la costanza della velocita orbitale, cosicché 
si tratta di un moto uniforme. 

Se allora indichiamo con a il raggio dell’ orbita e con 7 la velocita 
angolare (costante), avremo per la velocita orbitale v lespressione an 
e per l’accelerazione (tutta centripeta) la 


ey 
—_ =an? 
a 


ie 


sa 
4 


Das 


er 


‘ 


talchd eguagliando col valore assoluto della nostra p(r) = —k/r? 
per *7=a, otterremo 
(7) ae an. 


Rileviamo di qui che, sotto la prefissata sollecitazione, é possibile 
un moto circolare a qualsiasi distanza a@ dal centro di forza, purché 
la velocita angolare » abbia uno dei due valori determinati dalla (7). 

Da quest’ ultima equazione e dalla identita v =a pocanzi rilevata, 
risulta 

k 


(8) , Urs 


onde si deduce che la energia cinetica v?/2 della massa unitaria é 
la meta dell’ analogo valore k/a del potenziale, l’uno e |’ altra rima- 
nendo costanti durante tutto il moto. 

Alla stessa conclusione si perviene impostando la questione come 
un problema di equilibrio relativo. Invero il punto materiale, che 
ruota sulla circonferenza di raggio a con velocita angolare », si pud 
riguardare in quiete rispetto ad assi rotanti con la medesima velo- 
cita. Debbono percid farsi equilibrio (Cap. XV, n. 6) la forza attiva 
di attrazione (radiale centripeta) k/a* e la forza radiale centrifuga 
na, onde si € appunto condotti alla (7). 

Conviene infine, tenendo presente la (8), rilevare i valori che in 
questo caso particolare assumono le due costanti meccaniche della 
energia totale e delle aree: 

ji oe U= aS 


c=a@h)=aen=+Vka. 


Dalla prima di queste due formule, si desume che vel caso di 
uw orbita circolare V energia totale é negativa ed eguale alla forza viva 
cambiata di segno. 


5. ORBITE DEGENERI. — Consideriamo, come secondo caso parti- 
colare, quello in cui si annulla la costante c delle aree. 

Esclusa un’ eventuale permanenza del punto P nel centro di forza S 
(cioé escluso che sia costantemente 7 =0), si ha in tale ipotesi, in virtt 
dell’ equazione delle aree, §=0, ossia §=cost., cosicche il moto ha 
luogo su di una retta per S; ela legge temporale secondo cui varia 7 
su .codesta retta é definita dall’integrale delle forze vive, che qui si 
riduce ad 


Re 
(9) og PS aE, 


Distinguiamo due casi, secondo il segno della costante di energia LE. 

@) E<0. — Poiche, durante il moto, il secondo membro della (9) 

non deve mai diventar negativo, si avra costantemente r<— La E, 
cosicché il moto si svolgera tutto a distanza finita. 

Con considerazioni analoghe a quelle svolte nel caso del pendolo 
semplice (Cap. I, n. 28), ma anche pili elementari, si riconosce che 
se la velocita iniziale +, @ diretta verso il centro o nulla (il quale 
ultimo caso si verifica solo per 7,7 = — k / E) il mobile, senza inversione 
di senso del moto, va a cadere nel centro di forza S in un tempo 
finito, mentre la sua velocita intensiva cresce oltre ogni limite, 

Dal punto di vista astronomico, una tale eventualita si puo inter- 
pretare come un urto catastrofico tra i corpi celesti P ed Sj, oltre 
il quale non v’e ragione di seguire il fenomeno, cercando il compor- 
tamento di 7 al crescere ulteriore di ¢ (4). 

Se invece @ 7) >0, il mobile dapprima si allontana da S fino alla 
distanza 2a data da 


(10) eae 


[unica radice della funzione a secondo membro della (9) |, per poi re- 
trocedere fino a cadere, come pocanzi, in S. 

b) H>0. — In questa ipotesi il secondo membro della (9), per 
ry >0, si mantiene sempre maggiore di zero, talché, non annullandosi 
mai la velocita intensiva, il moto non pud presentare inversioni di 
senso, 

Se la velocita iniziale é diretta verso il centro (7<0,) il mobile 
dopo un tempo finito, andra a cadere nel centro di forza, come nel 
caso @). 

Se invece 7, >>0, si riconosce dalla (9), tenendo presente I ipotesi 
E>0, che, durante tutto il moto, sara 


2k 


da cui, essendo 


risulta 


Percid la grandezza 7‘, e con essa il medesimo raggio vettore 7, 


(1) Va tuttavia rilevato che in alcune ricerche di Meccanica celeste, per 
meglio approfondire il comportamento qualitativo del moto, si @ riconosciuta 
vantaggiosa anche la considerazione della continuazione analitiea degli integrali 
al di 14 di un urto. Cfr. p. es. Levi-Cryrra: Sur la régularisation dw probléme 
des trois corps, Acta math., t, 42 (1919). 
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cresce oltre ogni limite insieme con ¢; e il mobile, sulla sua traiet- 
toria rettilinea, si allontana indefinitamente dal centro. 


6. ORBITE GENERALI. — Supposto oramai c=+-0, desumiamo, dalla 
seconda delle (6) (integrale delle aree) che non’pud annullarsi 4 ossia 
che la @ é funzione monotona, e quindi univocamente invertibile, 
del tempo, talché nella prima delle (6) (integrale delle forze vive) si 
pud assumere come variabile indipendente, in luogo di f¢, la 6. Per 
eseguire questo cambiamento di variabile basta, al solito, riguardarvi 
la r come funzione di ¢ pel tramite della 6 ed eliminare poi 9 per 
mezzo dell’integrale delle aree. Si perviene cosi all’equazione diffe- 


renziale 
2 


1 
(11) d—\) 2E  & 1 1 


RSE Per ao “ye? 
a0 c vat 7 
che caratterizza l equazione polare 7 (8) dell’orbita generale del 
nostro moto, e che non @€ se non il caso particolare, relativo alla 
speciale legge di forza qui considerata, della equazione fonda- 
mentale (10) del Cap. prec. 


Ove si adotti come nuova variabile dipendente, in luogo di 7, la 


(12) 

la (11) assume la forma 
aN Be 2 

(11) (3 28 k 


dove la costante 


Cis wear ema a 


25 k? 

ote 
in quanto, per la (11’) stessa, 6 somma di due quadrati, risulta ne- 
cessariamente positiva salvo quando si annulla identicamente la y; 
e cid, in virtt: della (12), accade soltanto per »=c?/k, cioé nel caso 
di un’orbita circolare, che abbiamo gia esaurito al n. 4 e che percid 
escludiamo dalle presenti considerazioni. 

Di conseguenza possiamo porre 
2H k 

13 eee 8 
con g >0 e scrivere l’equazione differenziale dell’orbita sotto la 
forma definitiva 


* ° 
ws a 


- NOZIONI ELEMENTARI DI MECCANICA CELESTE 71 


Il suo integrale generale, come si assoda immediatamente per a 
separazione di variabili, é dato da a 


X= q cos (8 — 6), 


4 ‘ see . 
dove 6, € la costante di integrazione: talché, sostituendo a y la sua 


espressione (12), otteniamo per I’ orbita l equazione polare ; Z 
1 k BS 
> = +4008 (6-6), ‘- 

ossia + 

o i 

oe € a 
= Ses Sa 
1+ <4 cos (6 — 6) 2 


E questa V equazione polare di una conica avente un fuoco nel 
centro di forza, l’asse inclinato di  sull’asse polare, il parametro 


ce : 
( ) p k 7. : : 
e la eccentricita : 
eg 
eek! 


2 Ec? 
(15) ; c=] See 


-Ricordando le espressioni trovate al n. 4 per le costanti EH ec 
nell’ ipotesi di un’ orbita circolare (corrispondente pur essa alla con- 
dizione c+ 0) e tenendo presente che per un circolo il parametro é 
uguale al raggio, mentre |’ eccentricita e nulla, si verifica che le (14), 
(15) restano valide anche in tal caso, 

Pertanto concludiamo che nel moto di un punto soggetio ad una 
forza centrale, inversamente proporzionale al quadrato della distanza 
(esclusi i casi di moto rettilineo caratterizzati dall’ annullarsi della 
costante delle aree), l’orbita @ sempre una conica; e fra le costanti 
meccaniche di integrazione E e c (energia totale e doppio della velocita 
areolare) e gli elementi geometrici caratteristici dell’ orbita e, p (eecen- 
tricita e parametro) intercedono le relazioni (14), (15). 


7. CRITERIO DISCRIMINATIVO DELLA SPECIE DELL’ ORBITA. — La (15) 
mette in luce il risultato fondamentale che la specie della conica 
descritta dal mobile dipende esclusivamente dal segno della energia 
totale EH; giacché, essendosi supposto c=+-0, risulta per la (15), e<cl 
o =1 0 >1 secondo che si ha F<0 0 =0 0 > 0. 
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In parole, l’ orbita é ellittica, parabolica o iperbolica (beninteso, ramo 
di iperbola) secondo che Venergia totale & negativa, nulla o positiva. 

Qui giova rilevare che questo criterio risulta applicabile anche nel- 
Vipotesi, dianzi esclusa, c=0, quando questa si consideri come limite 
del caso generale. Infatti per c-> 0 il parametro dell’ orbita tende, per 
la (14), allo zero, mentre la eccentricita tende, per la (15), ad 1, il che 
geometricamente significa che Il’ orbita tende a confondersi col suo asse. 

Ora se H<0, l’orbita ellittica degenera in un segmento contato 
due volte, i cui estremi, dal punto di vista geometrico, sono ad un 
tempo fuochi e vertici della ellisse degenere e dinamicamente sono 
Vuno il centro di forza, altro l’ afelio (posizione di massima distanza 
dal centro di forza). Come risulta dal n. 5, il mobile, va a cadere 
nel centro di forza, direttamente o dopo aver raggiunto I’afelio, 
secondo il senso iniziale del moto. 

Se invece H>0, V orbita (per c=—-0 ramo di iperbole o parabola) 
degenera geometricamente in una semiretta contata due volte, il cui 
estremo, vertice e fuoco dell’ orbita, coincide col centro di forza: il 
mobile (n. 5) va ali’infinito o cade nel centro, secondo il senso della 
velocita iniziale. 


8. Come uiteriore determinazione del criterio stabilito al n. prec. 
si pud assegnare una notevole espressione generale della costante di 
energia E. Dalla (15), tenendo conto della (14), risulta 
= — so (1 —e?). 

D’altra parte, ove per un momento si prescinda dal caso delle 
orbite paraboliche e degeneri, il parametro é notoriamente dato da 
Daa a (i = e?) 5 
dove va adottato il segno superiore o l’inferiore secondo che I orbita 
é ellittica o iperbolica ed @ rappresenta rispettivamente il semiasse 

maggiore 0 quello trasverso. 


Combinando le due formule precedenti, si ottiene la formula 
preannunciata 
k 


(16) E= + yy 3 


ed @ agevole verificare direttamente che essa sussiste anche nei casi 
provvisoriamente eslusi. Invero per un’ orbita parabolica si ha H=0, 


- @=co: per un’orbita ellittica degenere 2a rappresenta la distanza 


dal centro di forza dell’ unico afelio, talché la (15) non é se non la (10) 
del n. 5: infine, se si tratta di un’ orbita iperbolica degenere, a@ non - 
ammette, per la semiretta cui si riduce il ramo di iperbola, una in- 
terpretazione geometrica diretta, ma ha unicamente il significato di 
lunghezza limite, per c-» 0, dei semiassi trasversi delle orbite iper- 


a“ 
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-boliche proprie che corrispondono ad un dato valore generico: LH >0 
della costante di energia, e la (16) definisce appunto un tale limite a. 


9. CASO KEPLERIANO. — Fissiamo, in particolare, l’attenzione sul 
caso del moto ellittico proprio, caratterizzato dalle due condizioni 
E<0, c0. 

_E facile riconoscere che, in codesto caso, il moto del punto attratto 
dal centro S in ragione inversa del quadrato della distanza é un 
moto kepleriano, cioeé un moto soddisfacente alle prime due leggi del 
KEPLER (cfr. n. 1). Infatti il moto é centrale rispetto ad S, tale es- 
sendo per ipotesi la forza; in secondo. luogo I’ orbita @ un’ellisse 
-avente un fuoco in S: ed, infine, sussiste rispetto al centro di forza, 
come in ogni moto retto da una forza centrale, la legge delle aree. 

Si tratta dunque di un moto periodico (come, del resto, era a priori 
manifesto in base alla duplice circostanza che lV’ orbita é chiusa e la 
velocita areolare é costante). Introducendo il periodo (o durata della 
rivoluzione) 7, si pud dare una forma notevole alla relazione fonda- 
mentale (14) fra gli elementi p, c, k (rispettivamente geometrico, 
cinematico e dinamico). Basta ricordare (n. 1) che 

cs ar 

Dp =A ar a) 

per poter scrivere la (14) sotto la forma 
3 


(17) k—=4n? 


; ps: 

onde si trae la formula ao 
* 3 

18 Pan ie 
(18) le 


10. LEGGE DEL TEMPO NEL MOTO KEPLERIANO. HQUAZIONE DEL KEPLER. 
— Abbiamo osservato in generale che, in ogni moto dovuto ad una forza 
centrale, la legge temporale risulta univocamente caratterizzata (dal- 
Vintegrale delle aree) non appena siasi individuata I’ orbita (Cap. H, 
n. 6). Cosi accadra pei moti, qui considerati, di un punto aftratto da 
un centro S in ragione inversa del quadrato della distanza, onde 
sorge spontaneo il problema di determinare effettivamente, per tali 
moti, P espressione analitica della legge temporale. Noi ci occuperemo 
qui di codesto problema limitatamente al caso di un moto ellittico pro- 
prio o kepleriano, rimandando per gli altri casi al trattati speciali (?). 


() Cfr. p. es. Tissmranp, Traité de Mécanique céleste, T. I, Chap. VI; 
CHARLIER, Die Mechanik des Himmels, Leipzig, Veit, 1907, Bd. II, Cap. X, § 2, 
pp. 273-289 ; MouLTON, An introduotion to celestial mechanics, New-York, Macmillan, 
1914, Cap. V; H. ANpoymER, Cours de mécanique céleste. T. I, Paris, Gauthier- 
Villars, 1923, pp. 76-82. 
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Poiché i moti ellittici, che hanno maggiore interesse astronomico, 
presentano orbite di piccola eccentricita, e quindi, sussistendo la legge 
delle aree, si riducono a moti pressocche uniformi, vien naturale di 
associare in ogni caso al moto reale ellittico di P il moto fittizio di 
un altro punto M, che descriva di moto uniforme e con lo stesso 
periodo T la circonferenza complanare e concentrica all’ orbita di P 
e avente per diametro |’asse maggiore 2a di questa, subordinatamente 
alla condizione ulteriore che P ed M passino sempre insieme pei due 
apsidi, comuni alle due orbite (cioé per le due posizioni di massima 
e minima distanza dal Sole). Data la identita del periodo (e quindi del 
semiperiodo) quest’ ultima condizione risultera per sempre soddisfatta, 
quando si verifichi una volta la coincidenza di P ed M in un apside. 

La velocita angolare costante » del punto fittizio M si chiama 
(con locuzione, a dir vero, non del tutto soddisfacente, ma oramai 
consacrata dall’uso tradizionale) moto medio di P. Esso é dato ma- 
nifestamente da 


onde alla (18) si puod dare la forma 


(18) n= 


as 


D’altra parte, se introduciamo anche il semiasse minore b del- 
Vorbita ellittica di P e teniamo presente la identita manifesta (gia 
usata in Cinematica (Cap. Il,, n. 51) 


1 
Tan >a ¢ fiir 
otteniamo per il moto medio I’ espressioue 
A c 
(19) (i == ca. c 


Cid posto, consideriamo nel piano due coppie di assi ortogonali: 
1) la coppia xy con Il origine nel 
centro di forza S, lasse x lungo 
lasse maggiore dell’ orbita orien- 
tato verso il perielio (posizione di 
minima distanza dal Sole) e |’ asse 
y orientato in modo che il verso 
positivo xy coincida con quello del 
moto di P (e di M); 2) la coppia & 4 
che si ottiene dalla xy portandone 
l origine, con una traslazione, nel 
centro O comune alle orbite di Ped M. 
Poiché la semidistanza focale OS é eguale ad ae avremo 


(20) e&=EF—ae, ee ih 


D’altra parte @ noto che, se P é un generico punto dell’ ellisse - 


e P, & quel punto della circonferenza che ha la medesima ascissa 
di Pe giace dalla stessa parte rispetto all’ asse maggiore, si dice 
anomalia eccentrica di P Vanomalia uw di P, rispetto all’ asse polare 


O€; e le equazioni parametriche dell’ ellisse, in funzione di codesta 
anomalia eccentrica w, son date da 


(21) E=@cosy , y=bdsinu, 


Durante il moto kepleriano di P, la ~ sara una ben determinata 


funzione del tempo che qui appnnto si tratta di caratterizzare ana- 
liticamente. 


A tale scopo riprendiamo Vintegrale delle aree (rispetto ad S) 
LY—YX=C, 


e sostituiamo in esso alle x, y le loro espressioni (20) e, nel risultato, 
alle —, y, le loro espressioni (21), Otteniamo cosi l’ equazione 


e=Ey—Ey—aey=abu(1—ecosu), 


che, tenendo conto della (19), si pud scrivere 
ak (u —esinu) =n. 
Integrando a partire da un istante f, in cui P ed M passano in- 


sieme al perielio (talché si ha corrispondentemente w== 0) perveniamo 
all’ equazione 


(22) u—esinu=l, 
dove si € posto 
(23) =n (t —t) . 


Questa variabile /, lineare nel tempo, € manifestamente I’ anomalia 
che, rispetto all’asse polare O§, compete nell’istante ¢ al punto fit- 
tizio M, e si dice anomalia media di P. La (22) é la celebre equa- 
zione del KEPLER, che nel moto ellittico lega, istante per istante, 
VY anomalia eccentrica ~ all’anomalia media / e che, in base alla (23), 
definisce, sotto forma implicita, la ~ in funzione del tempo (’). 


(4) La determinazione esplicita di w in funzione di J, in base ale (22), 
costituisce un problema fondamentale per |’ Astronomia di posizione; cosicché 
dal Kerrier in poi ha dato origine a ricerche molteplici, dirette sia a rendere 
agevoli i calcoli numerici, sia ad approfondire teoricamente la vatura della 
funzione u(l) definita dalla (22). — Cfr., oltre i trattati citati a p. 75, PORRO, 
Trattato di Astronomia, Bologna, Zanichelli; vedasi inoltre Levi-Crvita, Sopra 
la equazione di Kepier, Rend. Lincei, vol. 18,, 1904, pp. 260-268. 
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11. Per proseguire nell’ ordine delle nostre deduzioni, riprendiamo 
le considerazioni svolte nel n. 1, e, indicati con P,, P,,... i vari 
pianeti, conveniamo di contrassegnare, per ogni singolo pianeta P,, 
col medesimo indice i tutti i rispettivi elementi geometrici, cinematici 
e meccanici (distanza dal Sole 7;, asse maggiore dell’ orbita @;, pe- 
riodo 7, massa m;, eCe.). 

Sappiamo, nell’ ordine di approssimazione delle leggi del KEPLER, 
che i vari pianeti si muovono come se ciascuno di essi fosse attratto 
dal Sole con una forza (centrale) di intensita 

km, kms 


Me | ) ar Peery) 


rispettivamente, dove il coefficiente 


co 3 3 ‘ 
Sak ay ¢ a 
k= = 408 ag = = 4m ae =. 
Py 1 P2 T3 


ha il medesimo valore per tutti i pianeti. 

Cid induce a ritenere pit in generale che le condizioni fisiche 
dello spazio intorno al Sole siano tali che una qualsiasi massa m, 
collocata ad una qualsiasi distanza 7 dal Sole, risenta da questo una 
forza (centrale) attrattiva di intensita | 


dove il cofficiente k @ quello stesso valido nel caso dei pianeti. 
Ora é@ notorio che vari pianeti posseggono uno o pit. satelliti 


(rispettivamente Terra, Nettuno, e Marte, Giove, Saturno, Urano); 


e gia prima del NEWTON (pei satelliti allora conosciuti) si era rilevato, 
colle osservazioni dirette, che anche pel moto di ogni satellite intorno 
al rispettivo pianeta sono sensibilmente verificate le leggi del KEPLER. 

Se in base ad una valutazione intuitiva dei rapporti di prepon- 
deranza, in ordine agli effetti, fra le varie cause qui in giuoco (valu- 
tazione che preciseremo al prossimo §) ammettiamo che, in una prima 
interpretazione schematica del fenomeno di moto di un satellite 
intorno al suo pianeta, questo si possa trattare come un moto asso- 
Juto (nel solito senso attribuito in Meccanica a questa qualifica; 
Cap. VII,, n. 19) e sia inoltre lecito prescindere dalla circostanza che 
pianeta e satellite sono attratti dal Sole, la validita delle leggi del 
KEPLER pel moto del satellite intorno al pianeta porta a ritenere, 
come gia nel caso del Sole e di un pianeta, che un generico pianeta P, 


lm 


on = ‘ 


~ eserciti su di un suo satellite di massa m’ alla distanza 7’ una at- 
_trazione di intensita 

d km 

; yl?) 

_ dove k; denota un certo coefficiente che, quando il pianeta P,; pos- 
 segga pil satelliti, conserva, in virth della terza legge del KEPLER, 
il medesimo valore per tutti. 

Ma le leggi del KEPLER nulla ci dicono sulle eventuali relazioni 
fra i diversi coefficienti k, k, che compaiono nelle espressioni cosi 
_ determinate per le attrazioni del Sole sui pianeti e dei singoli pianeti 
— sui rispettivi satelliti. 

Per proceder oltre, riferiamoci alla Terra che identificheremo col 
pianeta P, (di massa m,, alla distanza 7, dal Sole): essa esercita 
sulla Luna, supposta di massa m’ e alla distanza 7’, un’ attrazione 
km’ 

(24) ra ) 
e d’altra parte é attratta dal Sole con l’intensita 


km, 
re 


(25) - 
Ma pel principio di reazione a_ quest’ ultima forza esercitata dal 
Sole sulla Terra, fa riscontro un’ attrazione, di eguale intensita, eser- 
citata dalla Terra sul Sole; e poiché non v’é ragione di ritener 
questa forza di natura diversa da quella di intensitd (24) che la Terra 
esercita sulla Luna, siamo indotti a ritenere‘che, ove con mp Si in- 
‘dichi la massa del Sole, l’intensita di codesta attrazione terrestre 
sul Sole sia data da 
ky ™% 
ve 


. 


Identificando colla intensita (25) della forza direttamente opposta, 
otteniamo 
km=ky™, 
ossia 


cosicche, se denotiamo con f il valore comune di questi due rapporti, 
possiamo scrivere 


baie; ky=fm ; 


e riconosciamo, in base alle (24), (25) e applicando il principio di 
reazione anche alla coppia Terra-Luna, che il Sole e la Terra si 
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attraggono vicendevolmente con una forza (diretta secondo la loro 
congiungente) di inteusita 


la Terra e la Luna con una forza di intensita 


f Mm, mM’ 

ih 2 

La medesima argomentazione si puo ripetere nel caso di ogni 
altro pianeta che possegga un satellite; ed estendendo, con ovvia 
induzione, il risultato anche ai pianeti privi di satelliti e, piu in ge- 
nerale, a tutti i corpi celesti, concludiamo che due corpi celesti quali 
si vogliono (considerati come punti materiali) si attraggono V un VU altro 
con una forza diretta secondo la loro congiungente, di intensita pro- 
porzionale direttamente alle loro masse m, m’, inversamente al quadrato 
della loro distanza r, 


mm 
(26) feces 


dove f denota una costante universale. 


12. Nella induzione newtoniana resta da. fare un ultimo passo, forse 
il piu ardito, tanto che la tradizione popolare ne ha conservato il 
ricordo, simboleggiandolo in un noto aneddoto della vita del NEWTON. 

Ritornando alla attrazione esercitata dalla Terra sulla Luna e 
ravvicinando a questa la forza di gravita che, nell’ambito delle nostre 
esperienze dirette, si manifesta, con carattere di attrazione della Terra, 
su ogni corpo, per quanto piccolo, vien naturale di ritenere che 
Vattrazione con cui la Terra, per cosi dire, ritiene la Luna sulla sua 
orbita, non sia se non la stessa forza di gravita terrestre, pur atte- 
nuata per unita di massa dalla grande distanza, ma, per contrapposto, 
resa capace di effetti cos cospicui dalla grandezza della massa lunare, 
rispetto alla massa dei corpi su cui noi possiamo direttamente spe- 
rimentare. 


Di qui intanto il nome di gravitazione che si suol dare alla at- 
trazione newtoniana. 

D’altra parte, come ogni corpuscolo P viene attratto dalla Terra, 
esso, per piccolo che sia, deve alla sua volta, pel principio di rea- 
zione, attrarre la Terra con una forza direttamente opposta, onde é 
logico Pinferire che lV attrazione newtoniana non sia una manifesta- 
zione esclusiva delle grandi masse celesti, bensi risponda ad una 
proprieta intrinseca ed elementare della materia. E qui soccorrono 
gli sviluppi matematici della cosi detta “ Teoria del potenziale ,, 


. =) 
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in cui si dimostra (1) che, ammessa I’ esistenza, per ogni coppia di 
elementi materiali, di una vicendevole attrazione newtoniana, un corpo 
celeste, schematizzato in una grande sfera materiale a strati omo- 
genei concentrici, esercita su ogni punto materiale esterno una at- 
trazione complessiva identica a quella che sul medesimo punto eser- 
citerebbe tutta la massa della sfera localizzata nel suo centro. 

Appare cosi legittima l’estensione della legge di forza (26) ad 
ogni possibile coppia di punti materiali; e si pud enunciare, a con- 
elusione delle precedenti argomentazioni induttive, la seguente legge, 
ben nota sotto il nome di legge del NEwron o della gravitazione 
universale: Nell’ Universo due punti materiali quali si vogliano si at- 
traggono vicendevolmente con una forza, diretta secondo la loro con- 
giungente, proporzionale direttamente alle loro masse m, m’, tmversa- 
mente al quadrato della loro distanza r: 


fy 


mim 
y2 


(26) i 


° 


Come gia avemmo occasione di notare (Cap. XV,, n, 13), la 
costante f di attrazione (0 costante del Gauss), misura della mutua 
attrazione di due masse unitarie all’unita di distanza, fu per la 
prima volta determinata con esperienze di -laboratorio dal CavEn- 
DISH (1797); in seguito ne furono compiute parecchie altre deter- 
minazioni con mezzi sempre pit precisi, ed esse concordano tutte 
nell’ assegnare ad f, in unita C.G.S., il valore numerico 6,7<10—8. 


§ 4, - Controllo della legge della gravitazione wuiversale 


sulle sue conseguenze di prima approssimazione. 


13. [1 processo induttivo, esposto schematicamente nei prec. nn., 
per giungere alla legge della gravitazione universale, si appoggia 
su di un complesso di fatti sperimentali, e sopra tutto, se non esclu- 
sivamente, sulle leggi del KEPLER (pei pianeti rispetto al Sole, pei 
satelliti rispetto ai corrispondenti pianeti). Ma ¢ manifesto che, am- 
messa la legge del NEwron, la quale implica che i corpi celesti; 
anche considerati come punti materiali, si attraggano a due a due 
in tutti i modi possibili, non possono pil conservarsi rigorosamente 
valide le leggi del KEPLER, che abbiamo preso come punto di partenza 


() Cfr. le nostre Lezioni di Meccanica razionale, Vol. I, Cap. XI, nn. 20-25 
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quando i corpi che si attraggono si riducono a due e il corpo cen- 
trale é fisso (rispetto alle stelle). 

Percio a legittimare V’ipotesi espressa dalla legge del Newton 
é necessario anzitutto assodare se essa lasci sussistere, entro conve- 
nienti limiti di approssimazione, tanto le leggi del KEPLER, quanto 
eli altri risultati sperimentali gia acquisiti. 


14, VALIDITA IN PRIMA APPROSSIMAZIONE DELLE LEGGI DEL KEPLER 
PEI PIANETI. — Tutti i corpi del sistema planetario (Sole, pianeti, 
satelliti) non soltanto si attraggono l’un l’altro a due a due, ma 
sono soggetti altresi all’ attrazione delle stelle. Tuttavia la distanza 
media di queste dal Sole é tanto grande rispetto alle dimensioni del 
sistema planetario (la stella pill vicina dista dal Sole, in cifra tonda, 
300000 volte pit della Terra) che l’azione delle stelle sul sistema 
planetario appare senz’ altro trascurabile. 

In quest’ ordine di approssimazione resta da tener conto soltanto 
delle attrazioni mutue dei corpi del sistema planetario. Si consideri 
allora un pianeta determinato, p. es. la Terra, che indicheremo con P. 
La Terra @ attratta dal Sole e dai rimanenti corpi del sistema pla- 
netaria, e l’uno e gli altri hanno da essa distanze medie fra loro 
comparabili. Ma la massa del Sole (lo si verifica a posteriori, e pos- 
siamo presumerlo fin d@’ ora per via intuitiva, in base ad una valuta- 
zione anche grossolana degli effetti) é di gran lunga maggiore della 
massa di ciascuno dei pianeti, talché appar legittimo ritenere che 
l’ attrazione preponderante sulla Terra sia quella che proviene dal Sole, 
Trascurando le altre si é condotti a riguardare la coppia Sole-Terra 
come isolata nell’ Universo. ' 

Ora il Sole e la Terra, attraendosi a vicenda, si imprimono I’ un 
altro (rispetto alle stelle cui sempre dobbiamo riferirci) una certa 
accelerazione; ma poiché le due attrazioni del Sole sulla Terra e 
della Terra sul Sole sono, pel principio di reazione, di eguale intensita, 
le conseguenti accelerazioni del Sole e della Terra sono inversamente 
proporzionali alle loro masse, talché I’ accelerazione risentita dalla 
Terra prevale su quella del Sole quanto la massa di quest’ ultimo 
su quella terrestre. Trascurando addirittura codesta piccolissima ac- 
celerazione solare dovuta alla Terra, il che equivale a considerare 
il Sole come fisso (0 animato di moto rettilineo uniforme rispetto 
alle stelle), perveniamo a schematizzare il moto della Terra intorno 
al Sole in quello di un punto materiale P attratto da un centen 
fisso S con una forza di intensita 


f 


Mm 
v2 ) 


3 - 
Es 


ove mM) ed m- denotano le masse del Sole e della Terra, 7 la loro 
- distanza. 


Siamo cos) ricondotti ad un problema di moto del tipo ampia- 
mente studiato al § 2; e i risultati 14 ottenuti si potranno qui tra- 
sportare anche sotto Y aspetto formale ove si ponga 


(27) fim=k 


e si tenga conto della circostanza inessenziale che qui il ee mo- 
bile P ha la massa m (anziché 1). 

Fra le varie specie di orbite 1a riconosciute possibili in generale 
per il punto, qui, nel caso della coppia di punti Sole-Terra (o gene- 
ricamente Sole-pianeta), lassenza di urti e il fatto, manifesto al- 
Vesperienza anche pil grossolana, che il moto si svolge tutto a di- 
stanza finita dal Sole, permettono senz’altro di concludere che I or- 
bita della Terra (come di ogni altro pianeta) 6 un’ellisse, avente un 
fuoco nel Sole, la quale vien descritta secondo la legge delle aree. 


Vediamo cosi che, in quell’ ordine di approssimazione che corri- 


sponde alla schematizzazione dianzi indicata, la legge del NEwrTon 
implica pel moto della Terra (e, pit in generale, di ogni altro pia- 
neta) intorno al Sole la validita delle due prime leggi del KEPLER. 
Quanto alla terza, dalla (17) del n. 9 e dalla (27), risulta 


as 
(28) 4® e = fino, 
ossia 
a fim 
Te = G38} 


e di qui si rileva che il rapporto del cubo del semiasse maggiore_ 


dell’ orbita planetaria al quadrato della durata della rispettiva rivo- 
luzione non dipende da elementi spettanti al pianeta, bensi soltanto 
dalla costante del Gauss e dalla massa del Sole. Percio, qualunque 
sia il pianeta che si considera, si ottiene sempre per l’indicato rap- 
porto il medesimo valore; e cid esprime appunto la validita della 
terza legge del KEPLER. 


15. VALIDITA IN PRIMA APPROSSIMAZIONE DELLE LEGGI DEL KEPLER 


PEL SATELLITI RISPETTO AI CORRISPONDENTI PIANETI. — Riferiamoci . 


p. es., al sole S, alla terra P e alla Luna P’, designandone le masse 
con m, m, m’ rispettivamente. Entro gli stessi limiti di approssima- 
zione adottati al n. prec., possiamo riguardare il Sole come fisso (0 
animato di moto rettilineo uniforme) rispetto alle stelle e il sistema 
Sole-Terra-Luna come isolato nell’ Universo. 

Indichiamo allora con A, A’ le attrazioni che |’ unita di massa 


del Sole S esercita sulle unita di massa della Terra P e, rispettiva™ 
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mente, della Luna P’, talché saranno mA ed mA’ le attrazioni— 


solari totali sulJl’ unita di massa terrestre e, rispettivamente, lunare. 
Se, analogamente, indichiamo con @ I’ attrazione dell’ unita di massa 
terrestre sull’unita di massa lunare, sara mq Il’attrazione totale 
della Terra sull’unita di massa della Luna e, per converso, — m’ @ 
Y attrazione totale della Luna sull’unita di massa della Terra. 

Cid posto, e designate con a, a’ le accelerazioni (assolute, cioé 
rispetto ad un riferimento galileiano) di Pe P’, le rispettive equa- 
zioni del moto (riferite entrambe all’unita di massa del mobile) 
assumono la forma 


a—m A ae m' ® , 


29 
23) a’ =m A’'+m@. 


Se allora riferiamo il moto di P’ (Luna) ad una terna mobile, di 
assi di origine P (Terra) e di direzione invariabile, I’ accelerazione 
(relativa) @ di P’ rispetto a P @ data pel teorema del CoRIOLts, 
in quanto il moto della terna ausiliare e@ puramente traslatorio 
(Cap. IV,, n. 4), da 


QG=a—64 5 
onde, in base alle (29), si conclude 
(30) = m%(A'— A)+(m+m')@®. 


oy 


Ma la distanza media SP Sole-Terra e€ quasi 400 volte la distanza 
PP’ Terra-Luna (esse sono, all’ incirca 23 000 e, rispettivamente, 60 raggi 
equatoriali terrestri), talché le attrazioni unitarie solari A, A’ sul- 
Yunita di massa terrestre e lunare sono confondibili (in grandezza 
e direzione): mentre, d’ altro canto, la massa lunare m’ si puo ritenere 
in prima approssimazione trascurabile rispetto alla massa terrestre m 
(il rapporto di codeste due masse é di 1: 81). 

Tenuto conto di cid, alla (30) si pud sostituire, come equazione 
del moto relativo della Luna rispetto alla Terra, la 
(30’) a=m®, 
la quale si pud interpretare come |’ equazione del mote di un punto P’, 
attratto da un centro fisso P in ragione inversa del quadrato della 
distanza. 

A questo punto basta trasportar qui, senza modificazioni essenziali, 
le considerazioni del n. prec. per concludere che nell’ ordine di ap- 
prossimazione in cui la (30’) é atta a rappresentare il moto relativo 
della Luna rispetto alla Terra, valgono per codesto moto le leggi 
del KEPLER. 

In particolare, introdotti il semiasse maggiore a’ dell’ orbita lunare 
e il periodo (o durata della rispettiva rivoluzione siderale, cioeé riferita 


—— 


ad assi- di. orientazione fissa) 7”, avremo per coefficiente di propor- 
-gionalita dell’ attrazione terrestre (riferita all’ unita di ere l’ espres- 
sione (on aloe® alla (28) relativa al Sole) 


f gee 
(31) fm = 472 ae 


E tutto cid si estende, con le stesse argomentazioni, ad ogni altra 
coppia Pianeta-Satellite. 


_ 16. La constatazione che la legge del Newron implica, come sua 
conseguenza di prima approssimazione, la validita delle leggi del 
KEPLER, in tutti i casi in cui esse erano state verificate dalle osser- 
vazioni, costituisce una prova assai suggestiva della legittimita del- 


Pipotesi espressa da quella legge. Di un’altra elassica prova ci occu- 


peremo al n. seguente: qui intanto mostriamo come dalle considera- 
zioni dei due nn. prec. si possano trarre tre notevoli conseguenze, 


di cui le due prime illustrano la grande portata della legge della 


gravitazione, la terza pud interpretarsi come una ulteriore riprova 
sperimentale di questa legge. 


a) Determinazione astronomica del rapporto tra la massa di un 
pianeia avente un satellite e la massa del Sole. — Indicando con mp, 
m le masse del Sole S e del pianeta P, con a ed a’ i semiassi mag- 
giori delle orbite del pianeta P e del satellite P’, ed infine, con 7. 7” 
le rispettive durate delle rivoluzioni, riprendiamo le formule (28) e 
(31) che danno i coefficienti di proporzionalita della attrazione totale 
di S sull’unita di massa P e dell’ attrazione totale di P sull unita di 


massa di P’, cioé le 


ae as 
pa Me ae a: 


Di qui, dividendo membro a membro la seconda equazione per la 
prima, si deduce pel rapporto delle masse del pianeta e del Sole il 


[mo = 4-0? 


- valore 


m Fase Me 
Wyn Od A 
il cui calcolo esige soltanto la conoscenza degli elementi a, a’, T, T’ 
che si rilevano senza difficolta dalle osservazioni.. 
Cosi p. es., riferendoci a Sole-Terra-Luna, si trova che la massa 


del Sole é 333000 volte quella della Terra. 


b) Densita media della Terra. — La massa m della Terra (e 
quindi la sua densita) si puo determinare, beninteso in via appros- 
simata, partendo dal valore della accelerazione g della gravita, sup- 
posto conosciuto in base ad esperienze gravimetriche dirette. 


> 


Ora il peso g della uniti di massa, in un punto qualsiasi della, 
superficie terrestre, va interpretato (§ 4 del Cap. XV,) come risul- 
tante della attrazione terrestre totale e della forza centrifuga pro- 
veniente dalla rotazione terrestre (l’una e I’ altra riferite all’ unita 
di massa). Ma la componente preponderante @ la prima, alla quale, 
ove si schematizzi la Terra in una sfera di raggio # a strati con- 
centrici omogenei e si tenga conto del valore assegnato dalla (31) per 
il coefficiente & d’attrazione terrestre, siamo condotti ad attribuire, 
alla superficie della Terra, I’ intensita 

fm 
hoes 

Percid (nell ordine di approssimazione caratterizzato dal conside- 
rare trascurabile alla superficie della Terra la forza centrifuga del- 
Yunita di massa) si puo porre 


fm 
(32) I= Fa 
onde si deduce per la massa terrestre il valore 
g R? 
NOs ae 
f 


Dividendo pel volume della Terra, sempre supposta sferica, si 
ottiene per la densité media il valore ; 
3g 
US Te Re 
Ma essendo g=9,8 m.sec—? e, per la definizione del _ metro, 
2x7R—4.10'm., si ha 
Ge AOS 
anh 8 S10Ls 
onde avendosi, in unita C.G.S., f=6,7.10—8, si conclude che la 
densita media della Terra (in gr. cm.—*) @ data da 


3.9,8.10 
8. 6,7 

pari, all’ incirca, a 5,5. 

Poiché la densita media delle rocce superficiali si aggira intorno 
a 2,5, bisogna ammettere che nell’interno della Terra la materia sia 
pit. costipata che alla superficie. 

c) Valore di g, dedotto dal moto della Luna. — Basta a tale 

scopo tener conto della (31) e della (32), vale a dire delle 


; a ® fm 
(33) fm = 478 sae I= je 


dove, al solito, a’ e T’ denotano il semiasse maggiore dell’ orbita 
lunare e il rispettivo periodo, # il raggio terrestre. Eliminando fm, 
otteniamo per g il valore 


'3 


R272 


‘ is Oar 2 tc 

(30) G47? ata B( ae qa 

Ricordiamo che il valore medio di @ / R é 60, mentre la durata 7” della 
rivoluzione (siderale) della Luna é@ di 2797" 45’ = 39345’ = (39345.60)”. 


Tenendo conto altresi della definizione del metro troviamo (in m.sec. —?) 


2 4.68.10". 
I= (39345. 60)?” 


cioé all’incirca 9,74. 

Questo valore differisce un poco da 9,80, valor medio di g, cal- 
colato direttamente alla superficie della Terra. Ma, nonostante questo 
divario, il risultato cosi ottenuto si pud accettare come una prova 
della validita della legge della gravitazione, in quanto I errore si pud 
spiegare, entro |’ ambito della stessa teoria newtoniana, tenendo conto 
delle varie ipotesi di approssimazione, in base alle quali siamo per- 
venuti alle due formule (33). La seconda si é ottenuta supponendo 
Ja Terra sferica e a strati omogenei concentrici e trascurando la 
forza centrifuga dovuta alla rotazione (cfr. Cap. XV,, n. 15). In 
verita, come valore numerico di fm/ R?, si dovrebbe assumere non 
Vaccelerazione g della gravita, bensi Vattrazione terrestre G, che 
supera g (all’equatore di circa em. 3,5); con che il divario sarebbe 
peggiorato. 

Ma importa considerare altresi che, per ottenere la (32) 0, meglio 
la (30) da cui essa fu dedotta, abbiamo anzitutto riguardato con- 
fondibili le attrazioni totali del Sole sulle unita di massa del pia- 
neta e del satellite e in secondo luogo abbiamo considerato trascurabile 
la massa del satellite rispetto a quella del pianeta. Ora nel caso 
presente di Terra-Luna non sarebbe difficile convincersi che dipende 
in massima parte da quest’ ultima ipotesi l’errore, da cui é affetto 
il risultato del caleolo suindicato di g. : 


17. ComEeTE. — Una riprova sperimentale ulteriore della legge 
della gravitazione, che gia al tempo del NEwron apparve giustamente 
decisiva, e fornita dal moto delle comete. 

Prima del NEwron gli astronomi non avevano preso in conside- 
razione il moto delle comete, che il KEPLER, ad esempio, riteneva 
meteore transitorie “generate dall’etere ,. Ma il Newron, che gia 
aveva riconosciuto col calcolo (cfr. § 2) che un punto attratto da un 
centro fisso con forza inversamente proporzionale al quadrato della 
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distanza, pud descrivere non soltanto delle orbite a piccole eccentricita 
(quali sono, in prima approssimazione, le orbite dei pianeti) bens} 
anche delle ellissi comunque allungate o addirittura degli archi di 
parabola o di iperbola, pensd di cercare se, tenendo conto di cid, 
fosse possibile dar ragione del moto delle comete, le quali sogliono 
apparire a grande distanza dal Sole e vi si avvicinano, per poi allon- 
tanarsene fino a scomparire. 

A tale scopo si valse delle osservazioni dirette di una certa cometa, 
che, apparsa il 14 Novembre 1680, si immerse pochi giorni dopo, 
cioé il 5 Dicembre, nella luce solare. Trascorsi aleuni giorni, e pre- 
cisamente il 22 Dicembre, apparve, dalla parte opposta del Sole, una 
cometa che rapidamente ando allontanandosi da esso, fino a scomparire. 
Il NEwTon, sottoponendo al calcolo i risultati delle due serie di osser- 
vazioni cosi compiute, constato che effettivamente si trattava di una 
medesima cometa, la quale aveva descritto un arco di parabola avente 
il fuoco nel Sole. 2 

In seguito si assoggetto al calcolo il moto osservato di innume- 
revoli altre comete: per talune si assodo che I orbita era parabolica, 
per altre, corrispondentemente al loro periodico riapparire, si rico- 
nobbe che l’orbita é un’ellisse di grande eccentricita; in ogni caso, 
con mirabile accordo con le conseguenze della ipotesi newtoniana, 
si constatod che il Sole é fuoco dell’ orbita cometaria, e sono sensi- 
bilmente verificate, durante il moto, la legge delle aree e la terza 
legge del KEPLER (nella sua forma dinamica di indipendenza del 
coefficiente di attrazione solare da ogni elemento caratteristico delle 
singole comete potenziate). 

Il valore dimostrativo di queste verifiche appar tanto maggiore, 
se si riflette che, mentre i. pianeti si muovono tutti in piani di poco 
inclinati su quello della eclittica (cioé sul piano dell’ orbita terrestre), 
i piani delle orbite cometarie presentano, rispetto a codesto piano 
di riferimento, le inclinazioni piu diverse e le comete provengono, 
per cosi dire, da ogni regione del cielo. 


§ 5. - Conseguenze rigorose della legge della gravitazione. 


18. PROBLEMA DEI DUE CORPI. — In base alla legge del NEwTon, 
il problema fondamentale della Meccanica celeste @ quello del moto 
di quanti si vogliono corpi (considerati come punti materiali) i quali 
si attraggono a due a due in ragione composta delle masse e in 
ragione inversa del quadrato della distanza. Limitiamoci qui a con- 
siderare il caso pit semplice in cui i corpi si riducono a due. 
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In Astronomia questo caso si trovera sensibilmente realizzato ogni 
qual volta si consideri una coppia di corpi celesti tali che si possano 
ritenere trascurabili le azioni di tutti gli altri corpi su di essi: un 
esempio tipico @ fornito dalle cosidette stelle doppie. 

Anche i problemi del moto delle coppie Sole-pianeta o pianeta- 
satellite, che noi abbiamo gia considerato al § prec. riducendoli, con 
opportune ipotesi di approssimazione, al caso del moto di un punto 
attratto da un centro fisso, si possono far rientrare nel presente pro- 
blema dei due corpi, quando ci si limiti a trascurare I’ azione sul 
sistema Sole-pianeta o pianeta-satellite degli altri corpi celesti. Ma, 
come apparira dai seguenti sviluppi, questa nuova impostazione degli 
indicati problemi, pur essendo meno schematica di quella adottata 
al § prec., conduce ad una approssimazione di poco superiore a quella 
raggiunta con codesta riduzione al caso di un punto attratto da un 
centro fisso (0 animato di moto rettilineo uniforme) rispetto alle stelle. 

Siano dunque Py e P i due corpi, di masse m,, m, che noi con- 
sideriamo isolati nell’ Universo; e, analogamente a quanto s’é fatto 
al n. 15, indichiamo con A l’attrazione della unita di massa di Py 
sull’ unita di massa di P, con a, @ le accelerazioni assolute di Py, P, 
e con @ Il’ accelerazione (relativa) a—a, di P rispetto ad una terna 
di assi di direzione invariabile con I’ origine in Py. 

In quanto, pel principio di reazione, l’attrazione della unita di 
massa di P su quella di P, ¢ — A, avremo 


(34) Q=—mA, o=mMmA, 


e quindi 
= (1% +m) A. 

Questa equazione differenziale del moto relativo di uno dei due 
corpi rispetto all’ altro (nel nostro caso, di P rispetto a Po), si iden- 
tifica, come si vede, con quella che reggerebbe il moto di P, se Po 
fosse fisso (0 animato di moto rettilineo uniforme rispetto alle stelle) 
e, pur attraendo P secondo la legge del NEWTON, avesse, anziche la 
massa effettiva mm), la massa m)-+-m. In altre parole nel moto rela- 
tivo tutto procede come se si trattasse dell’ attrazione newtoniana 
da un centro fisso, colla sola differenza che il coefficiente di attra- 
zione k, anziche da fp (cfr. n. 14), fosse dato da 
(27’) k=f(m, +m). 

Nel caso in cui m sia sensibilmente trascurabile rispetto ad 1% 
(Sole-pianeta o pianeta-satellite) si torna agli sviluppi e ai risultati 
dei nn. 14, 15. 

In ogni caso, cioe qualunque sia |l’ordine di grandezza di m ri- 

spetto ad mo, si tratta di un problema senz’ altro integrabile (§ 2)5 
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e l’orbita (relativa) di P rispetto a P, é una conica, avente Py come 
fuoco, la quale pud appartenere ad una qualsiasi delle tre specie 
(e in particolare pud anche essere degenere). Percid nel caso del- 
Y orbita ellittica valgono pel moto di P rispetto a Py le due prime 
legei del KEPLER (cfr. n. 9). 

Se poi, in tal caso, si introducono il semiasse maggiore a del-| 
Vorbita e la durata 7 della rivoluzione, sussiste in virtt della (17) 
del n. 9 e della (27’), la relazione | 

a 


(28’) 4 ae = f (t+ m) ; 

e per un altro corpo P’ di massa m’, che, come P, descriva, sotto 
la esclusiva azione di P,, un’ orbita (relativa) ellittica, si ha analo- 
gamente, con ovvio significato dei simboli, 


Ge 
(28”) 472 T2 =f (m+m’) . 


In generale i secondi membri delle (28’), (28’) saranno diseguali; 
ma se essi coincidono 0, quanto meno, si possono ritenere sensibil- 
mente eguali, come accade quando m ed m’ sono entrambe trascu- 
rabili rispetto ad m,, si rileva, eguagliando i due primi membri 
delle (28’), (28”), che sussiste (almeno in via approssimata) per i moti 
dei due corpi P, P’ rispetto a Py anche la terza legge del KEPLER. 

In conclusione, quando nella trattazione newtoniana del moto dei 
corpi celesti, si spinge la schematizzazione fino al problema dei due 
corpi, si mantengono valide, in generale, soltanto le prime due leggi 
del KEPLER. La terza pud sussistere (esattamente o in via approssi- 


‘ mata) solo a patto che siano soddisfatte le condizioni indicate pocanzi. 


: CAPITOLO IV. 


CARATTERISTICHE DINAMICHE E CINETICHE 
DEI SISTEMI. 


{. Dalla Dinamica del punto materiale, di cui ci siamo occupati 
nei tre Capitoli precedenti, passiamo oramai alla Dinamica dei sistemi; 
e, a rendere pili rapidi gli sviluppi concettuali successivi, cominciamo 
col raccogliere, in questo Capitolo preliminare, alcune considerazioni, 
di natura prevalentemente formale, sulla estensione dei concetti mec- 
canici derivati, dal punto isolato (Cap. VIII,) ai sistemi materiali, e 


in particolare ai solidi, cui avremo nel seguito pitt frequenti occa- 


casioni di riferirci. 

In questa estensione, come, pit in generale, in tutta la Dinamica 
dei sistemi, si segue il criterio gia largamente usato nella I Parte, 
e, in particolare, nella Geometria delle masse (Cap. X,): Ogni sistema 
materiale, comunque complesso, si considera come un aggregato di punti 


materiali, 0, quando si tratti di una distribuzione continua di materia, ~ 


di elementi materiali. 

Noi, nelle considerazioni generali di questo Cap. e dei seguenti, 
per fissare le idee, ci riferiremo di regola ad un sistema materiale S, 
di natura qualsiasi, ma costituito di un numero finito N di punti 
materiali P,;(i=1,2,...,N). Tuttavia importa avvertire una volta 
per tutte che, in base alla assimilabilita a punti degli elementi (a 3 0201 
dimensioni) e ai classici procedimenti infinitesimali del Calcolo, tutto 
cid che nel seguito verremo dicendo di cotesto sistema S si potra 
senz’ altro intendere valido anche nel caso di distribuzioni continue 
di materia, purché nelle formule che noi direttamente stabiliremo, 
alle sommatorie estese agli N punti del sistema discreto S si sosti- 
tuiscano gli analoghi integrali di campo (a 3 0 2 0 1 dimensioni) estesi 
a tutti gli elementi materiali del sistema continuo che si vorra con- 
siderare (cfr. Cap. X,, nn. 4,14). 


- 
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§ 1. - Lavoro elementare. 


2, ESPRESSIONE GENERALE. — II sistema, di natura qualsiasi, S di V 
punti materiali P,;(i=1,2,..., N) si consideri in moto, sotto vincoli 
e sollecitazioni ben determinate; e, fissata l’attenzione su tutte le 
forze (direttamente applicate e vincolari) agenti sul sistema, oppure 
soltanto su di una parte di esse, meccanicamente ben definite (p. es. 
forze attive, o vincolari, 0 esterne, ecc.), si denoti con F; la forza 
totale della specie considerata, cui risulta soggetto il generico punto P;. 

Se in un istante qualsiasi ¢ é uv; la velocita di P;, talche sia 
dP;—=v,dt lo spostamento che esso subisce nel tempuscolo dt im- 
mediatamente consecutivo, ben sappiamo che il lavoro elementare 
compiuto dalla forza F’, in codesto tempuscolo é dato da F,x<d P,= 
F><v,dt (Cap. VII, n. 3). Ora dicesi lavoro elementare compiessivo 
del sistema di forze #’,, dallistante ¢ all’istante ¢+-d?t, la somma 


N ; N 
(1) GL=2, F< dP;,= ly EX 0, at. 
1 1 : 


Non é inutile rilevare che, in quanto lo spostamento del sistema 
dipende dal riferimento adottato, questo stesso carattere relativo si 
riflette sul lavoro elementare. 


3. CASO DI UN SOLIDO. — a) Solido libero. Su codesto lavoro ele- 
mentare in generale nulla abbiamo da aggiungere per ora alla pre- 
cedente definizione; ma se il sistema S é un solido libero, le velo- 
cita vw, e quindi gli spostamenti elementari dP; dei singoli punti P, 
si possono esprimere, istante per istante, per mezzo di due vettori 
(temporali) caratteristici, cioe della velocita v, di un qualsiasi punto O 
solidale col sistema e della velocita angolare istantanea del sistema 
stesso; e si ha precisamente (Cap. III,; n. 20) 


d P,=d0+dt \(P,;—0) (¢=1,2,...,.N). 


Sostituendo nella (1) si trova, con lo stesso calcolo svolto al n. 11 
del Cap. XIV della I Parte, nel caso del lavoro virtuale, 


(2) dL=RXxd0+ Wxodt=(Rxuy+ Mx) dt, 


dove 


N 
Y fred we ; M —%,(P; — 0) A\ F, 
1 


1 


sono il risultante e il momento risultante, rispetto ad O, delle forze 
considerate. 


eM 
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Per un moto (0 atto di moto) puramente traslatorio (w == 0); 
Pespressione del lavoro elementare é quella stessa che competerebbe 
all? unica forza R, applicata in 0. 

Se poi si tratta del lavoro di tutte e sole le forze interne, le quali, 
per la stessa loro natura, costituiscono (Calpe Xe ness) ne si= 
stema vettorialmente equivalente a zero (R= M=0), si conclude 
che durante il moto di un solido, comunque vincolato e¢ sollecitato, le 
forze interne eseguiscono, ad ogni tempuscolo, un lavoro elementare com- 
plessivo identicamente nullo. 


b) Solido con un punto o un asse fisso. — Se il solido é fissato 
in un punto e questo si sceglie come centro di riduzione, si ha 7% =0, 
cosicché la (2) si riduce a 


(3) dL=Mxodt, 


e presenta una precisa analogia formale colla espressione del lavoro 
elementare di un’unica forza, fungendo da forza il momento risul- 
tante, rispetto al punto fisso, delle forze considerate e da velocita 
la velocitéa angolare del solido. 

Se poi il solido ruota intorno ad un asse fisso a, basta scegliere 
il polo O in un punto qualsiasi di quest’asse, perchée seguiti a sus- 
sistere la (3); e poiché, in tal caso l’asse istantaneo di rotazione 
coincide costantemente con q@, il vettore @, pur variando, in generale, 
di intensita col tempo, ha sempre l’asse @ per linea di azione. Ne 
consegue che, ove si orienti quest’asse nel verso che nell’ istante 
considerato spetta ad @, si puo sostituire al prodotto scalare Mx w 
il prodotto algebrico della intensita w della velocita angolare per la 
proiezione M, del momento MM sull’asse (momento risultante delle F, 
rispetto all’ asse a). 

La formula 


(4) dL=M,wdt, 


che cosi si ottiene, ha speciale importanza per le applicazioni. Hssa 
permette infatti di calcolare la potenza (0 lavoro nella unita di tempo; 
Cap. VIII,, n. 12) di un albero motore, quando si conoscano la 
complessiva resistenza vinta (e quindi il momento risultante M, 
rispetto all’ asse geometrico dell’ albero) e il numero » di giri com- 
piuti nell’ unita di tempo. Poiché allora lo spazio angolare descritto 
nell’ unita di tempo, cioé w, ¢ 277, si ha dalla (4) che la potenza 
dell’ albero @ misurata da 27” M,. 

Del resto alla (4) si pud giungere anche per via elementare diretta. 
Il cammino elementare di un generico punto P;, di cui sia 6; la 
distanza dall’asse a di rotazione, é normale al piano P;a ed @ mi- 


AS 


CAPITOLO QUARTO 
® 


surato dal prodotto 6;wd@t; cosicché, se F; é la componente della forza 
FI’, applicata a P;, secondo la direzione orientata di d P;, il lavoro 
elementare della #7; 6 dato da F5;wdt. Ma Fi6,; & precisamente il ~ 
momento Mj di F’,; rispetto all’ asse a. Infatti, immaginando la F; 
decomposta nei suoi due componenti #; secondo la direzione del 
dP; ed F% secondo la giacitura (ortogonale) del piano P;a, si vede 
anzitutto che il momento di #%’ rispetto all’ asse a@ (ad esso com- 
planare) é nullo; mentre, d@’altra parte, il momento di Fj é preci- 
samente (6,;, perché, essendo #; ortogonale al piano a P,, 6; misura 
x la minima distanza della linea di azione di Fj da a, ed Fi é@ positiva 
= 0 negativa secondo che la forza si proietta nel senso dello sposta- 
mento o nell’opposto, ossia, essende la a orientata nel verso di o, 
- secondo che #; é destra o sinistra rispetto ad a. Di qui, in base ai 
3 _teorema del VaRIGNON (Cap. I,, n. 31) si conclude appunto che F464; 
é il momento Mi. di #; rispetto ad a, cosicché il lavoro elementare 
della #'; si pud esprimere sotto la forma | 


Miawdt; 


dopo di che basta sommare rispetto a tutti i punti del sistema per 
riottenere la (4). 


4, SISTEMI OLONOMI. — E utile pel seguito dar forma esplicita alla 

—: ~espressione, gia incontrata, limitatamente agli spostamenti virtuali, 
a: nella Statica generale (Cap. XV,, § 6), pel lavoro elementare di un 
sistema di forze 1, BF; (i =1, 2,..., N), applicate agli N punti ma- 

teriali P; di un sistema olonomo. Se questo sistema ha n gradi 

di liberta, e, rispetto ad una generica nv?! di coordinate lagrangiane 
(indipendenti) q, (a = 1, 2,...,”) é definito dalle equazioni parametriche 


(5) PSE NOs Oasys Gace) (teas 2 ee 
il generico spostamento infinitesimo (effettivo) del sistema é dato da 


oP; 


oP; 
i dq+ dt (i=1, 2,...,N); 


ot 


na 
iz 


cosicché pel corrispondente lavoro elementare di un sistema di N 
forze F’;, da considerarsi espresse in termini delle g, delle velocita 
lagrangiane ¢ (Cap. VI,, n. 22) e del tempo, si ottiene I’ espressione 


N 
dL=3, dq, 3, F, X22 +t BF, «sf, 


Odn 


= 


‘si pud scrivere 


aL 3 Ondus-bat $< - ; 


- ponendo, come gia nella Statica generale, 


cioé denotando con Q;, la cosidetta componente del sistema di forze FF’; 


— secondo la coordinata lagrangiana q,. 


A secondo membro della (6) la seconda sommatoria si annulla 
identicamente quando i vincoli olonomi sono indipendenti dal tempo 
(aP; /#t=0). 


5. LAVORO VIRTUALE DI UN SISTEMA OLONOMO. — Se si ricorda che 
in un generico spostamento virtuale le espressioni dei 6 P, differiscono 
da quelle or ora richiamate per gli spostamenti effettivi dP, soltanto 
perché vi manca in ogni caso (dipendano o no da ¢ i vincoli) il ter- 
mine in dt, si perviene pel lavoro elementare virtuale 


N 


alla espressione 


4 


(7) : CL =2n Qned s 


gia ottenuta al n. 21 del Cap. XIV,. 

Quando poi le forze #, derivano da un potenziale U, funzione 
delle coordinate cartesiane dei punti del sistema, nel senso precisato 
al citato n. 21 del Cap. XIV,, questo potenziale, espresso in coor- 
dinate lagrangiane per mezzo delle equazioni parametriche (5), ri- 
sulta in generale funzione delle g e anche del tempo, se i vincoli 
dipendono da esso. In ogni caso sappiamo gia (I. c.) che siha 525 U, 
dove 5 Udenota il differenziale totale della U in quanto dipende dalle q, 
cioe 

n= 3, , Dai 


onde, identificando colla (6) e tenendo conto della arbitrarieta delle 


68q,, si ottengono per le componenti lagrangiane della sollecitazione, 


nel caso conseryativo, le espressioni 


PORE A NAST raat gus 


, 
: 


CAPITOLO QUARTO- 


§ 2. — Energia cinetica 0 forza viva. 


6. Riprendiamo un qualsiasi sistema materiale S di N punti e 
denotiamo con m, la massa del generico punto P; (i=1, 2,..., N). 
Quando per S sia definito un moto (rispetto ad un determinato rife- 
rimento) dicesi, istante per istante, energia cinetica o forza viva del 
sistema la somma 


eeev 
(8) 5 ee ins Dimi V 


delle energie cinetiche o forze vive dei singoli punti materiali che 
lo costituiscono (Cap. VII,; n. 9). Si tratta di una quantita scalare, 
sempre essenzialmente positiva, salvo che negli eventuali istanti di 
arresto di tutti i punti del sistema, nei quali la forza viva si riduce 
a zero: ed @ manifesto che essa, al pari del moto rispetto al quale 
é definita, é di natura relativa al riferimento adottato. E pur chiaro 
dalla stessa definizione (9) che la 7 non varia quando al riferimento 
primitivo se ne sostituisca un altro immobile rispetto ad esso. 

In Dinamica, quando si parla di forza viva, senza ulteriore spe- 
cificazione, si suole sottintendere che il moto sia riferito ad una 
terna fissa 0, pit generalmente, galileiana. 


7. Il moto del sistema S, cui nella definizione precedente ci siamo 
riferiti, sia dato rispetto ad una determinata terna QEyo, che diremo 
fissa, per quanto nelle presenti considerazioni essa possa anche non 
esser tale nel senso meccanico della parola. Accade talvolta che, a 
coglier meglio l’andamento del fenomeno, convenga introdurre, come 
riferimento ausiliare, accanto alla QEy¢, una terna Oxyz, la cui 
origine O si muova con legge opportunamente scelta e gli assi con- 
servino direzioni e versi invariabili rispetto alla terna fissa, p. es. si 
mantengano paralleli e di versi concordi a &, 4 e ¢. Il moto di S 
rispetto ad Oxyz dicesi moto del sistema relativo al punto O. E la 
ragione di questa qualifica appar manifesta se si riflette che il dato 
moto di S rispetto ad QEyZ si pud considerare come il moto assoluto 
generato dal moto relativo or ora definito e dal moto di trascina- 
mento, puramente traslatorio, della terna Oxyz rispetto ad QEyZ 
(Cap. IV,, § 1). 

Se si denotano con v’ la velocita di O rispetto ad QEys e con OF 
la velocita del generico punto P, nel suo moto relativo ad O (cio’ 


rispetto ad Oxyz), siha, pel teorema dei moti relativi (Cap.IV,;, n. 2), 


Vj=v' +09; 


oor 


_talché, osservando che la (9) si pud scrivere 
: sai 
Me cera x iM UX, 
si conclude 
Prag? N N 
(9) pes > m a’? +- a xi m,ve +X Bim vi" 5 
dove si é designata con m la massa totale del sistema. 

La (9) presenta la forza viva del sistema, nel suo moto rispetto 
ad Q€y2, come somma di tre termini, cioé la forza viva che compe- 
terebbe al punto O qualora fosse un punto materiale di massa uguale 
alla massa totale del sistema, la forza viva del sistema nel suo moto 
relativo ad 0, ed, infine, una quantita che non ha pit la forma di 
una forza viva e che puo dirsi composta, in quanto dipende sia dal 
moto di O che dal moto relativo. 


8. TEOREMA DEL Konic (!). — La formula (9), gia in sé notevole, 
diventa pit particolarmente espressiva quando si assuma come punto O 
di riferimento il baricentro G del sistema e quindi (giova ripeterlo) 
si consideri il moto di S relativo ad una terna di origine G, i cui 
assi conservino direzioni e versi invariabili rispetto alla terna fissa 
QE7C. In tale ipotesi il terzo termine della (9) assume la forma 


’ N _ 
(10) OOK ym, v0; 
ae 


dove v, denota la velocita (assoluta) del baricentro e vy) la velocita 
relativa al baricentro stesso del generico punto P;. Ma la identita 
vettoriale caratteristica del baricentro (Cap. X,, n. 8), ove il punto 
ausiliare si faccia coincidere con esso, da 


N 
2m, (Pe — G)=0; 


e basta derivare rispetto al tempo con referenza alla terna Gauyz, 
osservando che, rispetto a questa, G é fisso, per concludere 


y (r) 
2a 0 — 0 } 
1 


() SamurLe Kénie, olandese, n. nella Cuntea di Isenburg nel 1712, m. nella 
signoria di Zuilestein nel 1757, scolaro di Giovanni Bernoulli, dapprima insegnd 
Matematica, poi fu bibliotecario del Principe d’ Orange, e, infine, fu professore 
di Filosofia e Diritto naturale all’ Aja. 
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talché si riconosce che nella (9) il terzo termine (10) é, nelle poste | 
ipotesi, identicamente nullo. Si ha cos} 
o 

(11) t= moe + Dymo, 
cioe in parole (teorema del Kénia): La forza viva di un qualsiasi 
sistema materiale in moto é, istante per istante, eguale alla somma 
della forza viva che competerebbe in quell’ istante al baricentro qualora 
fosse un punto materiale, in cui fosse concentrata tutta la massa del — 
sistema, pi la forza viva che simultanemente spetta all’ intero si- 
stema nel suo moto relativo al baricentro. 

La formula (9) e il teorema del KO6nIG acquistano una speciale 
importanza pei solidi; ma, in vista di piu precisi sviluppi, questo 
caso merita di essere ripreso direttamente. 


9. FoRZA VIVA DI UN SOLIDO. — Di un solido S ia moto denotiamo 
al solito, con wv» e @ i vettori caratteristici rispetto ad un qualsiasi 
punto O solidale con S, e con u, v, w, e p, g, 7, le caratteristiche, 
cioé le componenti di v% e , rispettivamente, secondo gli assi, di 
una terna Oxyz, invariabilmente connessa col solido. 

Riprendendo le note espressioni 


U,=U+o /\ (P; — O) a ay A ere 
delle velocita dei singoli punti P; del solido, sostituiamole nella tor- 


mula (8) di definizione della forza viva 7 e sviluppiamo i singoli 
quadrati v7 =v,<v;. Posto 


N 
Die eG x;M,, 
1 
| het : 
(12) HS Ge Xm, | \ (P;— 0)}?, 
1 


T= Sm VoX< tw \ (P;— O)}, 


si ha 
(13) Tal Plas 


e vale la pena di notare che questa decomposizione di 7 riproduce, 
per un solido e rispetto ad un punto solidale, i tre termini, in cui, per 
un sistema materiale qualsiasi, la forza viva risulta scissa nella for- 
mula (9) del n. 7. Qui dobbiamo esprimere Ey Te 7" in termini 
delle sei caratteristiche. 


Quanto al primo addendo T’, che fornirebbe Vintera forza viva 
del solido qualora il moto fosse puramente traslatorio, si ha senz’ altro 


(12), © T= mika me be +0), 
dove, al solito, si € denotata con m la massa totale del solido. 

Per trovare l’espressione esplicita di T”, che darebbe la intera 
forza viva se il punto solidale O fosse fisso, giova considerare la 
lunghezza 6; della distanza P;Q,; del generico punto P; del solido 
dall’asse istantaneo di rotazione relativo ad O, cioé dalla retta pas- 
sante per O nella direzione (e nel verso) di w. Poiché il modulo del 
vettore w /\(P;— 0) @ dato da 6;w, si trova, raccogliendo w? a 


_fattor comune, ae: 
‘ : ase 
Epa e iaee 
dove : 


rappresenta il momento d’ inerzia del solido rispetto all’ asse istantaneo 
di rotazione relativo ad O (Cap. X,, n. 16). Se «, 8, y sono i coseni 
direttori di quest’ asse, il momento @inerzia F e dato (I. ¢., n. 20) da 


TI =AG+BB+CY?—2A By —2B' ya —2C' a8, 


dove si son designati con A,B,C e A’, B,C’ i momenti e i pro- 
dotti d’inerzia del solido rispetto alla terna invariabilmente connessa wer: 
Oxyz,; cioeé, denotando con #;, y,;, 2; le coordinate di P;, si é posto 


N WN N 
A = dim, (Yite2), B=X,m,(2i+%), C= Xm; (ti +92), 
- 1 1 7 
N N N aes 
A =X; M,Yi2%, B= Ly; 24%; y C= Zim 2 Y;. ee 
1 1 s 
Ma i coseni direttori dell’ asse istantaneo di rotazione son dati da - 


Pp q 
eke epee ee 


eosicche si conclude 


(12). 
1 
DE 


Ap t+ B+ Cr?—2A' gr —2B rp — 2 C’' ng t 


- Gevi-Crvita-AMALpI — Mece. raz., [1 1 


ae Passando, infine, al terzo addendo 7”, osserviamo che, per la nota — 
va proprieta del prodotto misto (Cap. I,, n. 25), esso si pud scrivere 


N 
T” = 3im,(P;— 0)< (Uo A) ; 


dopo di che, introducendo il baricentro @ del solido, pel quale sus- 
siste notoriamente |’ identita 


N 
m (G—0)= x,m,(P,;— 0), 


ee _si ottiene 

a. ; Ho Yo 20 
< (12), TP =m(G—-O)X(HAo)=m|u owl, 
ie 

a D q r | 


dove con 2, Yo, 2 Si son designate le coordinate del baricentro. 
ar Dalla (13) e dalle formule esplicite (12), , (12),, (12), risulta che 
: in ogni caso la forza viva di un solido é@ una forma quadratica nelle 
caratteristiche dell’ atto di moto. 

Giova poi fissar l’attenzione su taluni casi particolari delle formule 
| generali dianzi stabilite. 
a Se il centro di riduzione O (che é al tempo stesso origine delle 
coordinate) si sceglie nel baricentro e come assi coordinati si pren- 
dono i rispettivi assi principali di inerzia, si annullano le coordinate 
Xo, Yo, & Ael baricentro e, insieme, i tre prodotti di inerzia XH’, B,C’, 
mentre A, #, C diventano i tre momenti principali d’inerzia bari- 
centrali; cosicche per la forza viva si ottiene l’espressione notevol- 
mente semplice 


1 1 
(14) T= — > m (u? +0? + w?) +> (AV +Bq+ Cr’), 


che, in accordo col teorema del K6nie (n. 8), da la 7 scissa nella 
4 - somma della forza viva, che spetterebbe al baricentro quando in esso 
: fosse localizzata tutta la massa m di S, e della forza viva del solido 
nel suo moto relativo al baricentro. 


10. SOLIDO CON UN PUNTO O UN ASSE FISSO. — Quando il solido S 
sia fissato in un suo punto, basta scegliere questo punto O come 
centro di riduzione del moto rigido (e come origine della terna solidale), 
perche si annullino w, v, w e quindi 7’ e 7”; e allora la forza viva 
é data da 


if 
(15) 7 =P Cee oy (Apt+B@e+Cr—2A'qr—2R' rp—2C' pq). 
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Pil semplicemente ancora, se la terna solidale Oxyz si fa coin- 
cidere colla terna degli assi principali di inerzia rispetto al punto 
fisso O, si ha 


a) ' 1 
(16) =-7 (Ap + BY + Cr?) . 


La (15) vale naturalmente, anche per un solido rotante intorno 
ad un asse fisso a (purché si prenda su questo l’ origine O della terna 
solidale); ma in tal caso, ricordando che la velocité angolare @ con- 
serva invariabilmente la direzione di a, si riconosce che, facendo 


coincidere con codesto asse di rotazione uno degli assi solidali, p. es.” 


quello delle x, si riducono identicamente nulle, oltre le carathoriseione 


q u, v, w, anche le g ed r, talché la (15) da 


1 
(17) | A bg a5: Ap, 
ossia, essendo wo = |p | 
Bie = 
(1?) eee Ors 


dove va ricordato che A denota il momento d’inerzia del solido ri- 
spetto al suo asse di rotazione. 

A questa formula (17’), di largo uso nelle applicazioni, si perviene 
senza difficolt’ anche per via elementare diretta. Basta ricordare che 


in un solido rotante intorno ad un asse fisso a con velocita ango- . 


lare w, la velocita di un punto P;, di cui sia 6; la distanza dall’ asse, 
é data, in valore assoluto, da 6;w (un. 4), cosicché la forza viva di 
codesto punto vale 

1 
mi; Bi 0? 5 
e di qui, sommando rispetto a tutti i punti del sistema, si ottiene 
per la forza viva totale I’ espressione 


1 N 
— 9 w? Xm; 5; 


che coincide manifestamente colla (hay 


11. FORZA VIVA DI UN SISTEMA OLONOMO IN COORDINATE LAGRANGIANE. 
— Nella Dinamica dei sistemi olonomi spetta un ufficio essenziale 
alla espressione della forza viva in coordinate lagrangiane. Dato un 
sistema olonomo di N punti P;(i=1, 2,..., N), dotato di gradi 
di libert&, suppongasi (Cap. VI,; n. 1) che i vincoli siano rappre- 
sentati dalle equazioni parametriche: 


(5) P= Pi (G7,.9a5 6-5 In |) (i@=1, Dita Ra) 


Ta ee yee we ee ela ae My ae c 
ny 3% . . I Rat ata ih i aw 


Si traggono di qui, derivando rapporto al tempo, per le velocit’ 
(possibili) #, dei singoli punti P; le espressioni (in funzione delle 
coordinate g, delle velocita lagrangiane g e del tempo) 


ED oP. , 
(18) V:= Baa nt FP (6 105 ok We 
e basta immaginarle sostituite nella 
1. Laes 
(8) ; Ges oe. Ly mM; OF = De 2; UX 


x 


per riconoscere che la forza viva del sistema olonomo é€ una funzione 
razionale intera di secondo grado delle 9, a coefficienti perfettamente 
determinati per mezzo delle q e della t, Potremo percid scrivere 


(19) =f, -- TAF, 


designando, rispettivamente, con T,, 7,, YT, l’insieme dei termini di 
2° grado nelle g, quello dei termini di 1° pres e, infine, quello dei 
termini indipendenti dalle 9. 

Se i vincoli sono indipendenti dal tempo le espressioni (18) delle 
velocita v; si riducono alla loro parte (lineare) omogenea nelle ¢ 


Ee. 
(18’) Ca q Gn C3 2 ee 
. h 


e non contengono pit nei coefficienti la ¢; talché la 7 diventa una 
forma quadratica nelle g, a coefficienti dipendenti dalle sole g. La 


sua espressione esplicita é data da 


N n i n oP 
Bee Dee 2 ~¢ Ye — 5. = 
- . 0, Qn XS 0: 9k 
it eae n 12 iz 
SD i; Dank : : 
Drs aq oq 


e basta invertire le due sommatorie e porre 
ta eet on 


20 Op, = DM; 

20) eeeereawS Tagline: 
y ls 5 oN ¢ 
ae (2 Gi 2m 3%  2& 22) 
1 OFn OF On OF; OFn OFk 


per concludere 

ive mee 
(21) T= be Dik Tne Gh Uk » 
dove i coetficienti a,, dipendono dalle sole q. 


i questa dunque l’espressione generale della forza viva di un 
sistema olonomo a vincoli indipendenti dal tempo e ad n gradi di liberta. 


CAPITOLO QUARTO 
Importa rilevare che codesta forma quadratica (21) nelle*variabili ¢ 
é;, per natura sua, definita positiva, cioe si mantiene maggiore di 
_ zero per qualsiasi scelta degli argomenti g, salvo quando, annullandosi 

tutte le g, si riduca a zero. Per riconoscerlo si osservi che la forza 
_ viva 7, per la sua stessa definizione (8) in funzione delle velocita v, 
si mantiene sempre positiva, salvo quando si annullano tutte le v, 
nel qual caso va a zero. Resta dunque solo da far vedere che le ¢ 
sono tutte nulle sempre e solo quando tali sono tutte lev. 

Ora in base alle (18’) si riconosce in primo luogo immediatamente 
che quandoé 4, = 0 (n=1, 2,..., m) si ha altresi v1; = 0 (i=1, 2,..., ); 
mentre, d’ altro canto, si vede che non pud essere v,=0 (i=1,2,..., N) 
se non oa le g soddisfacciano al sistema lineare omogeneo 


0b: 5 Ole. CLS 
== 0 a =) Dy Op =O 
pads ’ 19 Oh qn ? rena y le 
Carlee wrners tN) 
il quale implica appunto 9,—=0 (h=1, 2,..., ”), in quanto la ma- 


trice jacobiana delle &, 4, ¢ rispetto alle g, in virtu della ipotesi della 
indipendenza di queste coordinate lagrangiane, é, per valori generici 
di esse, di caratteristica m (Cap. VI,, n. 2). 

Osserviamo ancora che se, contrariamente a quanto si é dianzi 
supposto, i vincoli dipendono dal tempo, gli stessi calcoli, che or ora 
ci han condotti alla espressione della 7’, ne forniscono la parte qua- 
dratica omogenea 7.,. Invero per ottener questa 7, basta sostituire 
nella (8) a ciascuna v; non la completa sua espressione (18), bens} 
soltanto la sua parte omogenea, che formalmente si identifica colla (18’), 
salva la sostanziale differenza che i coefficienti dipendono da ¢, oltre 
che dalle g. Ne consegue che, facendo anche in questo caso le posi- 
zioni (20), possiamo scrivere 


(21’) T,= Lik Gk Gr Ge 


dove, come gia nelle formule testé accennate, i coefficienti sono fun- 
zioni ben determinate delle g e del tempo. 

Nell’ identico modo seguito per la (21), si dimostra che la forma 
quadratica T, é anch’ essa in ogni caso definita e positiva. 

E qui, da ultimo, notiamo che nell’uno e neil’altro caso il deter- 
minante || a); || degli  coefficienti @,,, appunto come discriminante 
di una forma definita (positiva), non pud identicamente annullarsi. 
Se, invero, codesto determinante fosse identicamente nullo, esisterebbe 
un’”?* di valori g, non tutti nulli, soddisfacenti alle  equazioni 


lineari omogenee 
aT n : 
—— =n gr = 9 (We Aged, 1990) 
O9n 1 


| fee ei 


CARATTERISTICHE DINAMICHE E CINET. 


* 


e per un tal sistema di valori, moltiplicando la precedente identita per dn 4 


e sommando membro a membro rispetto ad h da 1 ad n, si avrebbe 


la quale pel teorema di HULERO si riduce, secondo che i vincoli sono 
indipendenti o no dal tempo, a 70 0 T,=0 rispettivamente; e 
questa conclusione contraddice al carattere di forma definita (posi- 
tiva) che abbiamo dianzi riconosciuto, rispettivamente, a Te a T,. 


§ 3. - Quantita di moto 
e momento delle quantita di moto di un sistema. 


12.. QUANTITA DI MOTO DI UN SISTEMA. — Durante il moto di un 
sistema materiale qualsiasi S dicesi, istante per istante, quantita di 
moto (od anche impulso) del sistema la somma geometrica. 


N 


delle quantita di moto che spettano, nell’istante considerato, ai sin- 
goli punti P; del sistema. 

Se, considerato pel dato sistema il baricentro G, deriviamo rapporto 
al tempo l’equazione vettoriale, che ne definisce la posizione rispetto 
ad un generico punto fisso O (Cap. X,, n. 8), 


N 
m (G— 0) = 3, (P, — 0), 


otteniamo, indicando con v¢ la velocita di G, 
x 
MVg= WMV, 
1 
ossia, per la (22), 
(23) O=MV¢q. 


Abbiamo dunque che la quantita di moto di un sistema qualsiasi 
é ad ogni istante uguale alla quantita di moto che, in quell’ istante, 
spetterebbe al baricentro, qualora fosse un punto materiale, in cui si 
trovasse concentrata la massa totale del sistema. 


13. MOMENTO DELLE QUANTITA DI MOTO DI UN SISTEMA. — Di un 
qualsivoglia sistema materiale S dicesi, istante per istante, momento 
delle quantita di moto rispetto ad un qualsiasi punto O il momento 


= 


, 
x 
. 


Pir 


-risultante rispetto ad O delle simultance quantita di moto dei singoli 
punti P; del sistema (applicate ciascuna nel rispettivo punto), cioe 
_ la grandezza vettoriale 


N 
(24) KK = i (P, — 0) \m,v;. 

E talvolta dicesi coppia d’impulso del sistema ogni coppia di mo- 
mento AC (Cfr. Cap. I,, n. 47). 

Siccome la quantita di moto Q e il momento K non sono altro 
che il risultante e il momento risultante, rispetto ad un generico 
punto O, del sistema di vettori m;v;, applicati ciascuno al rispettivo 
punto P;, il momento K’ delle quantiti di moto rispetto ad un 
qualsiasi altro punto O’ sara dato (Cap. I,, n. 32) da 

K'=K-+(0—0)\Q. 

Ad una ulteriore osservazione, che non solo é in sé notevole ma 
tornera prossimamente utile (Cap. V, n. 10), si perviene prendendo 
come centro di riduzione dei momenti il baricentro G del sistema. 

Se si introducono le velocit’ a” dei punti del sistema nel loro 
moto relativo a G, talché sia (n. 7) 

Vi = Vg tv” G=1, 2... Ny, 


e si tien conto che per la definizione stessa di baricentro si ha 
N 
X,m;(P;— G)=0, 


si trae dalla (24), asswmendo come centro di riduzione il baricentro G, 
‘ N A 
Wa (Pa Gn m;Ur. 
at 

Poiché a secondo membro compare il momento risultante rispetto 
a G@ delle quantita di moto relative mi vu!” dei singoli punti del si- 
stema si conclude che comunque si muova un sistema, il momento delle 
— quantita di moto (assolute) rispetto al baricentro coincide coll’ analogo 

- momento delle quantita di moto relative al baricentro stesso. 


14. DERIVATA RAPPORTO AL TEMPO DEL MOMENTO DELLE QUANTITA 
DI MOTO DI UN SISTEMA. — Pel seguito importa che qui ci procuriamo 
V'espressione esplicita di codesta derivata di HK. Dalla (24) risulta, 
ove si designino con 2’ la velocita di O e con al accelerazione di P;, 


saa 
=2, 


N 
(P; — 0) \m; a; Xs (¥y—v) Am v;= 


N N N 
= ©, (P; — 0) \ma@;-+ 2M, U:A\%—U AN ys Mm; U; 
1 
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ossia, osservando che v, /\v; é identicamente nullo e tenendo conto 

della (23), 


Ye IH _3,(P,-O) \ma—v' AQ. 


EK questa la formula voluta, 

Se il centro di riduzione O @é fisso (v’=0) la (25) si semplifica 
nella forma 

N 
(26) oa = xy (P; — 0) Km, G&. 

E qui é di particolare importanza l’osservazione che questa for- 
mula (26) si mantiene valida anche quando il centro di riduzione O 
(pur non essendo, in generale, fisso) coincida, istante per istante, 
col baricentro del sistema. Infatti in tal caso il termine v’ A Q, che 
compare nella formula generale (25) é identicamente nullo, perché e” 
coincide colla velocita wv, del baricentro e la quautité di moto Q, 
in base alla (23), @ vettorialmente parallela a codesta velocita. 


15. QUANTITA DI MOTO E MOMENTO DELLE QUANTITA DI MOTO DI UN 
SOLIDO. — Quando il sistema S in moto é solido, e si assume a centro 
di riduzione O un punto invariabilmente connesso col sistema, i due 
vettori Q e K si esprimono in modo notevolmente semplice per mezzo 
delle caratteristiche u,v, w e p, g, r del moto di S rispetto ad una 
qualsiasi terna Oxyz solidale. Pi precisamente si ha che le compo- 
nenti di Qe K si identificano colle derivate parziali della forza viva T 
del solido rapporto alle sei caratteristiche. 

Si parta, invero, dalla 


ines 
fi ee Ln My, Up < Uy, 


{dove abbiamo denotato l’indice di somma con ih, anziché col solito 4, 

per non ingenerare equivoci col versore @ della terna solidale) e si 

derivi rispetto ad un generico parametro « da cui dipendano le v,. 
Otteniamo cosi la 


(27) 


Ora introdotti i versori fondamentali ¢, j, A della terna solidale 
Oxyz e ricordate le 


Un = Uo + wo /\ (Pr—- 0) ia 1h PEN Sh ) N) 
dove 
UV =Ubt+toj+wk, o=—pt+aqj+rk, 


a 
. 
2 
ts 
+ 


We LAR ® NY 


Dopo di cid, ponendo nella (27) «wu e tenendo conto della prima 


delle (28), si trova la 


ce Paes 
i aa Ey my Uy <= EX Bm =O Q, 


nel cui secondo membro appare la prima componente Q, della quan- 


tita di moto risultante Q del sistema. Analogamente per «=v 0 w, 


e si ha intanto 


eee Se aT 


(29) GeO NTA a pai, ee aa 


In secondo luogo, ponendo nella (27) «<= ed applicando la quarta 


delle (28), si trova 


ol Vee : 
— La Ms Un [4 /\ (P;,— 0)), 
op 1 
che per la nota proprieta del prodotto misto (Cap. I,; n. 25) si pud 
scrivere 
ord! . 
Op =t>3i(Pr —0)A\mUn=tx kK. 


Nel secondo membro si riconosce la componente K, di K secondo 
Vasse delle «; cosicche facendo qui ancora circolare le x, y, 2 e le 
Dp, Y, 7, si conclude 


Ol Sule A ll 
(30) K,= ie Ky= aq? Ki= yp 


Se non si aggiunge alcuna ipotesi particolare, né sul moto del 
solido, né sulla sua struttura materiale, né sulla scelta degli assi 
solidali, bisogna adottare per la 7’ l’espressione generale fornita dalle 
(12) e (13) del n. 9 e si ottengono per le componenti Qe K le 
espressioni esplicite generali: 


Qn = M (U+ 209 — Yor) ) 


(29) y= mM (V+ Lor — Zo) , 


Q.=M (WA Yo PR — Lo) 5 


[eae Aopen Ns Line | 


E ~*~ 
Ene 


’ 


SAN ny Se ae ris 
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eee Ap —C'Y — Br +M(yow — 22) , 
(30) Ky=—Cp+ByY —A'r +m (zu — aw) , 
RS + (a0 — YoU) « 


Osserviamo che, applicando il teorema di EULERO alla forza viva 7, 
considerata come forma quadratica delle sei caratteristiche e tenendo 
conto delle (29), (30), si ottiene per la forza viva la notevole espressione 


1 1 
Shes 5 Vox Q+ ce ox K, 
che, ove il polo O dei momenti si faccia coincidere col baricentro 
(Q =mvg), si pud scrivere 


1 : 
T= MVE +— > ox<K. 


16. FORME CANONICHE DELLE COMPONENTI DI Q E KA. SOLIDO Fis- 
SATO IN UN PUNTO 0 RIFERITO AL BARICENTRO. — Se, come centro O 
di riduzione dei momenti (ed origine degli assi solidali), si prende 
il baricentro del solido, talché si annullino simultaneamente %, Yo 20> 
le (29’) si riducono alla forma canonica 
(29’) Qp=MU , Qy=™M?, Q.=™MWw , 
ed esprimono semplicemente la gid nota identita di Q colla quantita 
di moto che competerebbe al baricentro, quando in esso fosse con- 
centrata la massa totale m del solido (n. 12). 

Quanto alle componenti (30’) di A, é manifesto che in ciascuna 
di esse si riducono a zero gli ultimi termini sia quando il centro di 
riduzione O coincida col baricentro (%—Yo = 2. = 90), sia quando in 
O il solido sia fissato nello spazio («=v=w=0). Nell’ uno e nel- 
V’altro caso le (30’) assumono la forma 


AG SA Cre Pig Ia ee 
{ K,=—B'p—A'q+er, 
e basta prendere come assi solidali i tre assi principali di inerzia 
in O (baricentro o punto solidale fisso) per ridurle ulteriormente alla 
forma canonica (Cap. X,, n. 22) 
(30) K,=Ap, Ky=Bq, K,=Cr, 
dove A,B,C denotano i momenti principali di inerzia. 

Queste formule (30”’) sussistono insieme con le (29’’) ogniqualvolta 
il centro di riduzione coincide col baricentro, ma non quando O sia 


fisso nello spazio, giacche in tal caso, accanto alle (30), valgono 
per le componenti di Q le espressioni 


(30”) 


(29'”) Oe 209 — Yor, Oy =%or — 205 Vs = YP — Nd - 


a ; 
, E non é inutile rilevare che in quest’ ultima ipotesi (centro di 
_viduzione fisso) la forza viva si pud rappresentare sotto la forma 


1 
Tey ox K; 


mentre, se il centro di riduzione coincide col baricentro, codesto 
stesso semiprodotto scalare fornisce la forza viva 7” del solido nel 
suo moto relativo al baricentro (n. 9). 


17. SOLIDI A STRUTTURA GIROSCOPICA RISPETTO A UN LORO PUNTO 

E GriRoscopl. — Nella Dinamica dei solidi, per ragioni che chiariremo 

nel Cap. VI, presentano un particolare interesse quei solidi, pei quali 

esiste un punto O rispetto a cui I’ ellissoide d’inerzia é rotondo. Ogni 

solido siffatto si dira di struttura giroscopica rispetto ad O, e I’ asse 

di simmetria del corrispondente ellissoide d’inerzia si chiamera «asse 
_ giroscopico. © / 

Sono, in tal caso, assi principali di inerzia per il solido, nel punto 0, 
Passe giroscopico e tutte le perpendicolari ad esso nel punto 0. 

Se il solido si riferisce ad una qualsiasi terna Oxyz, di cui I’ asse 2 
coincida con l’asse giroscopico, e si denotano al solito con %, B,C 
i momenti (principali) di inerzia del solido rispetto agli assi x, y, 2, 
la condizione caratteristica della struttura giroscopica é data (Cap. X,, 
n. 22) da 


(31) A=B; 
-e di qui, ove si introducano i momenti di inerzia rispetto ai tre piani 
(principali) yz, 2x2, xy (Cap. X,, n. 20), cioé 


N N N ; 

2 ae 2 aaa 
8, = 2, Li, = sem y an ti Ly 52» 
wy 


discende 
1 


C84 = Ay Me 


$8, = $8, = 2 


5 

In questa ipotesi, sappiamo (Cap. X,, n. 24) che Oz, come asse 
principale d’inerzia baricentrale, @ pur asse principale di inerzia 
rispetto ad ogni altro suo punto O,. Inoltre se, come al n. or ora 
citato, si pone 00,=a e si considera la terna 0,%,¥4,2, in cui eli 
assi 2, ¥, sono paralleli e di verso concorde ad x, y, i momenti di 
inerzia H,, B,, C, del solido rispetto ai nuovi assi sono dati, per 
il teorema dell’ Huy@ENs (Cap. X,, n. 19), da 


A,=At+me, B=Bt+me, A=C, 
dove m denota la massa totale del corpo, cosicche si ha 


(31) Ay = By « 


Wh 


a ty 
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Insomma, se é rotondo I ellissoide di inerzia baricentrale, é rotondo, 
intorno al medesimo asse, anche I’ ellissoide di inerzia relativo ad ogni 
altro punto di codesto asse. 

E, viceversa, basta che il solido abbia struttura giroscopica rispetto 
ad un suo punto generico, e che l’asse di simmetria del relativo 
ellissoide d’inerzia contenga il baricentro, perché sia rotondo intorno 
a codesto asse anche I’ ellissoide baricentrale. 

Ogni corpo ad ellissoide baricentrale rotondo si dira giroscopio- 

Tale é certamente un solido omogeneo rotondo o, piu in generale? 
un solido che rispetto ad un asse presenti completa simmetria, non 
soltanto geometrica ma anche materiale. Per brevita, in questi casi 
diremo trattarsi di “ giroscopi in senso ristretto ,. 

Ma torniamo all’ ipotesi che il solido abbia semplicemente struttura 
giroscopica rispetto ad un suo punto O. Se questo é fisso (o coincide 
col baricentro), le equazioni (30), in base alla condizione H=B 
si riducono a 

K,=Ap, Ky=Aq, K,=—Cr; 


cosicché, se si denotano con e ed # i componenti equatoriali di w e_K, 
cioé i loro componenti secondo la giacitura ortogonale all’asse giro- 
scopico, codeste formule si possono sostituire colle due equazioni (di 
cui la prima é€ vettoriale e la seconda scalare) 
LSS 6. wha Cie 
Se poi si designa con & il versore dell’ asse giroscopico z (orientato 
in quel verso che a piacere gli si é attribuito nel prefissar la terna 
Oxyz) si hanno per @ e K le espressioni vettoriali 


o=e+rk, K=Ae+Crk; 


e di qui, eliminando il componente equatoriale e della @, si traggono 
le due equazioni, fra loro equivalenti, che esprimono ciascuno dei 
due vettori w e A in funzione dellaltro (e del versore dell’ asse 
giroscopico) 
A—C 
<i 
Delle varie formule cosi ottenute per un qualsiasi solido di strut- 
tura giroscopica avremo occasione di giovarci ripetutamente nella 
Dinamica dei solidi (Cap. VI). Comunque giova rilevare che, in base 
alla circostanza che ogni coppia di rette equatoriali, fra loro per- 
pendicolari, costituisce coll’asse giroscopico una terna di assi prin- 
cipali di inerzia, tutte codeste formule resteranno valide anche quando per 
riferimento si assuma, in luogo della terna Oxyz rigidamente connessa 
col solido, una terna Ox, y,2 rotante con legge qualsiasi intorno all’asse 
giroscopico 2 (riferimento stereocinetico del corpo a struttura giroscopica). 


1 
o= ay ht rhe, K=Awo+(C—A)rk. 
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18. CORRISPONDENZA GEOMETRICA FRA © E K. — Tornando ad un 
solido qualsiasi, riferito ad una sua terna Owxye di assi principali 
di inerzia, riprendiamo il semiprodotto scalare 


1 1 
(32) 9 OxK= (AP+ Be tO). 


che, come sappiamo, da la forza viva del solido nel suo moto assoluto 
o nel suo moto relativo al baricentro, secondo che il centro O di 
riduzione del momento A delle quantita di moto é un punto (solidale) 
fisso o il baricentro del solido (n. 16). Indicando questa forza viva, 
in entrambi i casi, con 7 (mentre nel secondo al n. 9 la abbiamo 
designata con 7”) e tenendo conto che essa 6, rispetto a p, q, 7, 
una forma definita positiva, rileviamo che (esclusi gli eventuali 
istanti in cui si annulla » e quindi, per le (30), anche K) l’ angolo 
dei due vettori w e K é sempre acuto. Ma accanto a questo risultato 
puramente qualitativo, si puO agevolmente trovare una costruzione 
geometrica che permette di individuare la direzione di uno dei due 
vettori m e K, quando sia nota quella dell’ altro. 

A tale scopo si consideri l’ellissoide di inerzia del solido rispetto 
ad O e si noti che nella rispettiva equazione (riferita agli assi prin- 
cipali di inerzia) 

(33) AY+By+e2=—1, 


il primo membro da, a meno del fattore 1/2, la forza viva T quando 
in esso si sostituiscano p, g, 7 ad a, y, 2. 

Se allora nella stella di centro O le p, q, 7 si interpretano come 
coordinate omogenee (proporzionali ai coseni direttori) della retta 
parallela ad , e si ricorre alla polarita rispetto all’ ellissoide di 
inerzia, si riconosce dalle 


(30) Coane 4 3q ? Zz or 
che queste componenti di K sono i coefficienti di x, y, z nella equa- 
zione del piano diametrale coniugato alla direzione di , o in altre 
parole le coordinate omogenee (proporzionali ai coseni direttori) 
della normale a codesto piano. 

Si conclude dunque che il momento K é sempre perpendicolare a 
quel piano diametrale dell’ ellissoide di inerzia che é& coniugato alla di- 
rezione della velocita angolare . 

Se si ricorda che rispetto ad un ellissoide (come del resto, ad 
una quadrica qualsiasi) il piano tangente in un generico punto, e 
coniugato al diametro che va al punto di contatto, si puod anche dire 
che il momento K & perpendicolare ai due piani tangenti (tra loro 


vss F 


; ; ari em oe a 3 
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-paralleli) all’ ellissoide di inerzia nei due punti, in cui esso & interse- 
cato dal diametro parallelo ad o. 

Di qui, in particolare, discende che A ed © risultano paralleli | 
sempre e solo quando hanno entrambi la direzione di un asse prin- 
cipale @’inerzia 0, in forma pil espressiva, quando la rotazione istan- : 
tanea o avviene intorno ad un asse principale di inerzia. 3 

In ogni caso, la proprieta geometrica dianzi stabilita e la circo- 
stanza qualitativa rilevata dapprincipio permettono di determinare 
la direzione e il verso di uno qualsiasi dei due vettori A ed o, 
quando si conoscano quelli dell’altro. Per avere la linea d’azione | 
(orientata) di A, basta considerare il piano tangente all’ ellissoide ; 
d’inerzia in uno qualsiasi dei due punti in cui esso é intersecato 
: dalla linea d’azione di » (supposto applicato in O) e condurre da O 
la perpendicolare a codesto piano in quel verso che forma con @ un 
angolo acuto. E, viceversa, la linea d’ azione di @ si ottiene prendendo 
uno qualsiasi dei due piani tangenti all’ellissoide e perpendicolari 
a A e orientando la congiungente di O col punto di contatto in quel 
verso che determina con A un angolo acuto. 

Resta da vedere come si calcoli ’intensita K del momento, nota 5 
la w, 0 viceversa. 

Se é dato @, con che va ritenuta nota anche la 7, e si vuol cal- : 
colare K, basta ricorrere alla (32) che si pud scrivere : 
(32’) 2 Kecosa=27, 
dove Vangolo acuto « é da ritenersi conosciuto in base alle consi- 
derazioni geometriche pocanzi svolte. 

Se poi, supposto noto il momento A, vogliamo esprimere la lun- 
ghezza w della velocita angolare, possiamo anzitutto ritener deter- 
-minata, con la costruzione geometrica, la linea d’azione (orientata) 
di m e quindi lampiezza x dell’ angolo (acuto) di m e KK. Se, deno- 
tato con Q il punto in cui codesta linea d’azione, nel suo verso po- 
sitivo, interseca l’ellissoide di inerzia, poniamo p—0OQ, e teniamo 
_ conto che i coseni direttori di m sono dati da p/w, q/w, 7/w, otte- 

niamo per le coordinate di @Q le espressioni 


= as Ves 
Oe Geet a as 


a He 


DWF ta or "2 


onde, scrivendo che esse soddisfanno all’ equazione (33) dell’ ellissoide 
-d’inerzia, perveniamo alla relazione 
2 
(34) oF pees AY ie 
e basta eliminare fra le (32') e (34) la forza viva 7 per ottenere la 
voluta espressione di w 


w =- Ke? cose. 


a 
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Qui, da ultimo, in vista di future applicazioni giova calcolare 
anche la distanza 6 del centro O dell’ ellissoide dal suo piano tan- 
gente in Q. Si ha manifestamente 

(35) =p cose; 


cosicche, eliminando > per mezzo della (34) e tenendo conto della (32’), 
si ottiene 


y27T 
36 a) ee ee. 
(36) 74 
19. OMOGRAFIA VETTORIALE D’INERZIA. — La corrispondenza tra 


i due vettori w e K, che abbiamo teste studiato sotto l’ aspetto geo- 
metrico e che analiticamente é rappresentata rispetto ad assi solidali 
generici dalle (30”), e rispetto agli assi principali di inerzia in O 
dalle (30’”), € un primo esempio, di quelle corrispondenze biunivoche 
tra vettori (variabili) che, rispetto ad una terna di riferimento, si 
definiscono, determinando le componenti di uno dei due vettori come 
funzioni lineari delle componenti dell’ altro. Sono queste le cosiddette 
omografie vettoriali, secondo il nome ad esse attribuito dal BURALI- 
Forti che col MARCOLONGO ne sviluppo in questi ultimi anni la 
teoria (*). 

Non possiamo qui dilungarci su queste omografie vettoriali; solo, 
per comodita di linguaggio, conveniamo di designare la corrispondenza 
tra m e AX, qui considerata, col nome di omografia (vettoriale) di inerzia 
del solido rispetto al suo punto O, scelto come centro di riduzione. 
Di piu, considerando questa omografia come una operazione univoca 
che, applicata al vettore w, da come risultato il vettore A, sara. 
opportuno rappresentarla con un simbolo operatorio o, scrivendo 


K=cl). : 


Conseguentemente, I’ operazione inversa, che applicata a K da w 
e che, come si é visto al n. prec., € univoca al pari della o, si rap- 
presentera col simbolo o~—1, scrivendo 


o=o—* UK) ; 


e, per quanto possa oramai apparire superfluo, aggiungiamo che le 
due precedenti equazioni simboliche compendiano rispetto ad assi 
solidali generici le (30”) e le loro inverse, e rispetto agli assi prin- 
cipali di inerzia in O le (30’”) e le loro inverse. 


(2) Cf., in particolare, BURALI-FORTI ¢ MARCOLONCO, Transformations linéaires,. 
Pavia, Mattei, 1912. 
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Le (30’”), insieme colle loro inverse 
X K z 


PiptaN as Pes east 8 
hee, Be Mee Sh Re SG & 
diconsi equazioni canoniche della omografia; e le direzioni degli assi 
principali d’ inerzia, rispetto a cui valgono queste equazioni, si desi- 
gnano talvolta col nome di direzioni principali dell’ omografia. 


20. SOLIDO CON ASSE FISSO. — Se un solido S ruota intorno ad 
una retta fissa a, conviene adottare questa retta, orientata ad arbitrio, | 
come uno degli assi solidali di riferimento, p. es. come asse delle x, 
e prendere in un generico punto di essa il centro di riduzione O dei 
momenti, che poi giova assumere senz’ altro come origine della terna 
solidale. Con cio si annullano manifestamente tutte le caratteristiche, 
salvo la p; e poiché, essendo fisso il centro di riduzione O, seguitano 
a valere le (29’”), (30”) del n. 16, si hanno per le componenti della 
quantita di moto QO e del momento delle quantita di moto A le 


espressioni 
(37) — 0 ) = — Mop , Q,—=m YoP 5 
(38) Ko AD, Ky — Cp ee 

Nei riguardi del problema fondamentale della Dinamica (determi- 
nazione del moto, quando siano date le forze attive) il pit. importante 
di codesti sei elementi 6 (come vedremo nel Cap. VI, § 2) il momento 
K,—K, delle quantita di moto rispetto all’asse di rotazione. Detto 
al solito w il valore assoluto della velocita angolare, si ha p——-w 
secondoché (nell’istante considerato) il verso arbitrariamente assunto 
come positivo sull’asse di rotazione é concorde o discorde a quello 
della velocita angolare. 

La prima delle (38) mostra cosi che i! momento delle quantita di 
moto rispetto all’ asse di rotazione & dato dal prodotto di -=w per A 
(momento di inerzia del corpo rispetto alla stesso asse); e vale il 
segno ++, se si orienta Lasse di rotazione in modo che ad esso, 
nell’ istante considerato, appaia destra la rotazione del solido. 

Vale la pena di mostrare come a codesta espressione di K, si 
pervenga immediatamente per via elementare. 

Si osservi, invero, che, trattandosi di un moto rotatorio intorno 
ad a, la velocita di un punto P,, di cui sia 6; la distanza dall’ asse, 
ha l’intensita wd, ed é diretta ortogonalmente al piano P,a; talché, 
essendo 6; la minima distanza della sua linea d’azione dall’ asse, il 
momento di cotesta velocita rispetto all’asse é dato da w8?, non 
soltanto in valore assoluto, ma anche in segno, purché si orienti 
Passe nel verso rispetto a cui la rotazione, nell’istante considerato, 


<5 Aree 
a 


ppare destra. Con cid il momento rispetto ad a della quantita 


di moto del punto materiale P, 6 eguale ad m,;62, onde, sommando 
_rispetto a tutti i punti del sistema, si ritrova la formula 


S 


; Ny 
tay? : ; Ma, 2 i 
= : SS K,=o 2,0, , 
. 1 


che collima con quella ottenuta dianzi, in quanto X,m,6? @ appunto © 


il momento d’inerzia del solido rispetto all’asse di rotazione; e, na- 
turalmente, al secondo membro va cambiato il segno, se si inverte 


Yorientazione di codesto asse. 


: 


= 


In ogni caso, se @ designa l’angolo che un semipiano uscente — 


da a e fisso nel corpo, forma con un analogo semipiano, fisso nello 


 spazio, quest’ angolo essendo contato positivamente nel senso destro 


intorno ad a, potremo scrivere 
K,=AV 


in quanto, per la definizione della velocita angolare , 6 8 proprio 


la sua componente secondo a (Cap. IL,, n. 5). 
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CAPITOLO V. 


TEOREMI GENERALI SUL MOTO DEI SISTEMI. 
EQUAZIONI DEL LAGRANGE. 


§. 1. - Generalita. 


1. I] problema fondamentale della Dinamica consiste nella deter- 
minazione del moto di un qualsiasi sistema materiale, sotto una asse- 
gnata sollecitazione. 

A precisare Ja natura e l’enunciato stesso di questo problema 
giova qui svolgere alcune considerazioni preliminari, in cui, sin dove 
lo consente la questione, ci servira di norma l’ analogia col caso di 
un unico punto materiale. 

Se, al solito, ci riferiamo ad un sistema S di N punti materiali P,; 
(i=1, 2,..., N), ogni sollecitazione sar& costituita da forze applicate 
agli N punti del sistema, che, in base al postulato della indipendenza 
degli effetti delle forze (Cap. VII,, n. 9), si potranno ridurre 
ad N forze applicate rispettivamente agli N punti P;, sostituendo, 
per ciascuno di questi, alle varie forze agenti su di esso la rispettiva 
risultante. Cid premesso, considereremo conosciuta la sollecitazione 
del sistema, ogniqualvolta per ogni punto P; la risultante delle forze 
ad esso applicate sia data in funzione della configurazione del sistema, 
delle velocita simultanee degli N punti e del tempo (cfr. Cap. VII,, 
n 18); 


Se, come accade nel problema degli N corpi in Meccanica celeste 3 


(Cap. III, n. 18), gli N punti P; sono liberi ed é data, nel senso teste 
precisato, la sollecitazione cui essi, nel loro insieme, sono sottoposti, 
il problema del moto si pone immediatamente in equazione: appli- 
cando, infatti, a ciascuno degli N punti lequazione fondamentale 
della Dinamica, si otterranno le N equazioni vettoriali 


(1) M,a;,=F, C= Meee N), 
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dove F’; denota la data forza totale direttamente applicata a P;, m, 
la massa, pur essa data, di codesto punto ed @; la sua incognita 
accelerazione, valutata, beninteso, con riferimento ad una terna QEns 
galileiana (cioé ad una terna che, rispetto alle stelle, sia immobile 
od animata di un moto traslatorio uniforme). Se, rispetto a codesta 
terna, sono €;, 4;, ¢; le coordinate del punto Pe Od X50 Vy, Zele 
componenti della forza #;, le equazioni vettoriali (1), proiettate sui 


tre assi Q€y,¢, danno le 3N equazioni scalari 


(’) Oe eS Mi, mC, Z, (eae 2, atom NS 


dove le X,, Y;, Z; denotano, per quanto si é supposto, altrettante 
funzioni note dei 6 N+-1 argomenti - 


Geo Nay Se5 Ger Ney Sas t (i=1, 2,..., N). 

Si tratta dunque, di un sistema di 3.N equazioni differenziali or- 
dinarie del 2° ordine nelle 3 N funzioni incognite &,, Ney Se, dell’ unica 
variabile indipendente ¢; e il problema del moto degli N punti liberi P, 
sotto la data sollecitazione si riduce alla integrazione del sistema 
differenziale (1’). 

Questa integrazione, come ben sappiamo, non si sa in generale 
eseguire in termini finiti con mezzi elementari; ma noti teoremi di 
esistenza (1) ci dicono che, subordinatamente a condizioni assai late 
per le funzioni X;, Y;, 7;, il sistema (1’) ammette un integrale ge- 
nerale dipendente da 6.N costanti arbitrarie. 

Conseguentemente, possiamo dire che per gli N punti liberi | Br. 
sotto la data sollecitazione, sono possibili «<*” moti diversi; e se ne 
individuera uno, imponendo delle opportune condizioni ulteriori, p. es. 
prefissando ad arbitrio l’atto di moto iniziale del sistema. 


2. Ma si puo dire che il caso dianzi considerato di un sistema di N 
punti liberi non trova riscontro nella realta fisica se non nel problema, 
gia or ora ricordato, di Meccanica celeste (in cui, anzi, la sollecita- 
zione, come sappiamo, non é del tipo generale supposto al n. prec., 
ma e, piu semplicemente, posizionale). 

Nella massima parte delle questioni concrete si é condotti a con- 
siderare sistemi materiali vincolati. 

Ora, se un sistema di N punti materiali P; @ comunque vinco- 
lato e sollecitato, noi, in virtu del postulato delle reazioni vincolari 
(Cap. VII,, n. 10), possiamo ritenere che su ciascun punto del sistema 
V’ azione esercitata dai vincoli, nelle date condizioni di sollecitazione, 


(4) Si ricordi Ia nota a pié della pagina 66 della I* Parte. 


\\ 
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sia sostituibile con una forza (fittizia), che chiameremo naturalmente 
reazione 0 forza vincolare. 

Dopo di che, applicando il solito criterio che é insito nello stesso 
postulato or ora ricordato, potremo trattare il sistema S come un 
sistema di N punti liberi, ciascuno dei quali sia simultaneamente 
soggetto alla risultante delle forze direttamente applicate ad esso e 
alla risultante delle reazioni, che su di esso sostituiscono le azioni 
dei vincoli. 

Consegue di qui che, anche nel caso piu generale di sistemi vin- 
colati, varranno le equazioni fondamentali (1), purché vi si interpreti 
ciascuna delle EF’; come risultante complessiva delle forze attive e delle 
reazioni, cui & soggetto il corrispondente punto P;. 

Vien cosi messa in luce la essenziale differenza, che questo caso 
presenta rispetto a quello del n. prec. Per dato qui generalmente si 
conoscono, oltre le forze attive, le modalita di realizzazione dei vin- 
coli, ma non le corrispondenti reazioni, le quali hanno percid carattere 
di incognite ausiliarie; e queste incognite compaiono come addendi 
espliciti nei secondi membri delle (1). Di qui appare che queste equa- 
zioni (1) non costituiscono, pel problema del moto di un sistema vin- 
colato, se non una impostazione provvisoria; e si impone alla Dina- 
mica la ricerca di procedimenti che permettano di eliminare dalle (1), 
nei casi pi generali possibili, le reazioni, cosi da fornire, per la de- 
terminazione del moto, equazioni differenziali dipendenti soltanto dai 
dati diretti della questione. 


3. Al n. prec. siamo stati condotti, per necessita logica, a distin- 
guere le forze agenti su di un sistema in forze direttamente applicate 
od attive e forze vincolari 0 reattive, 

A questa classificazione va contrapposta l’altra (pur essa intro- 
dotta sin dalla Statica e gia richiamata incidentalmente al n. 3 del 
Cap. prec.) di codeste stesse forze in esterne ed interne; e qui, data 
VYimportanza di tale distinzione, ricordiamo, per quanto possa apparire 
forse superfluo, che si son chiamate interne le forze che su ogni sin- 
golo punto del sistema vengono esercitate da altri punti del sistema 
stesso (in particolare da quelli ad esso eventualmente contigui), mentre 
abbiamo detto forze esterne tutte le altre (dovute ad influenze estranee 
al sistema). 

Ad evitare pericolosi equivoci, convien subito insistere sulla circo- 
stanza che questa seconda classificazione delle forze @ in sé indipen- 
dente dalla prima. KH bensi vero che per sistemi particolari pud acca- 
dere che le due classificazioni conducano entrambe alla medesima 
ripartizione delle forze, come p. es., si verifica nel caso di un solido 
libero, soggetto alla gravita e a trazioni o pressioni superficiali, pel 


i a 


quale le forze attive (peso e trazioni o pressioni) sono tutte di origine 
esterna, mentre le reazioni (forze vincolari di rigidita) son tutte di 
natura interna. Ma basta pensare a vincoli realizzati mediante il col- 
legamento del sistema con corpi ad esso estranei (ad es., solido ap- 
peso 0 appoggiato) e d’altro canto a forze interne dovute non a 
legami, ma a congegni o circostanze fisiche attive (ad es., attrazioni 
newtoniane fra gli elementi materiali del sistema mobile) per ricono- 
scere che, in generale, tanto le forze attive, quanto, per conto loro, le 
reaziont possono essere in parte esterne e in parte interne. 

4. Le due classificazioni suindicate per le forze agenti su di un 
sistema materiale hanno ciascuna una peculiare importanza ai fini 
della Dinamica, in quanto ad ognuna di esse si riconnette tutto un 
gruppo di teoremi generali e di conseguenti applicazioni concrete. 
E non é fuor di luogo ricordare che analoghe circostanze si son ve- 
rificate nella Statica, dove dapprima, distinguendo le forze in esterne 
ed interne, siamo pervenuti alle condizioni cardinali dell’ equilibrio 
(Cap. XI,), applicabili, come necessarie, ad ogni possibile tipo di 
sistemi materiali (p. es., ai sistemi articolati, ai fili, ecc.; Cap. XIII,); 
e, in particolare, caratteristiche per V equilibrio dei solidi (Cap. XIL,); 
-mentre poi, nella Statica generale (Cap. XIV,), partendo dalla distin- 
zione delle forze in attive e vincolari e aggiungendo opportune ipotesi 
restrittive sulla natura dei vincoli (assenza di attrito), siamo riusciti, 
grazie al principio dei lavori virtuali, ad eliminare dalle condizioni 
di equilibrio le incognite reazioni. 

Il presente capitolo si svolgera, nel campo dinamico, secondo un 
ordine logico in qualche modo parallelo a quello testé ricordato. Nel 
§ 2, sulla base della distinzione delle forze agenti su di un sistema 
qualsiasi in esterne ed interne, stabiliremo due equazioni vettoriali 
(equazioni cardinali del moto), che, essendo applicabili ad ogni possi- 
bile sistema, si prestano alle pit svariate deduzioni, e che nel caso 


dei solidi, come vedremo nel Cap. VI, sono altresi sufficienti a de- 


terminare il moto. 
Nel § 3, invece, prenderemo le mosse dalla classificazione delle 


forze in attive e vincolari; e, beninteso, nella ipotesi della assenza 
di attrito, faremo vedere come, anche in questo caso dinamico, il 
principio dei lavori virtuali permetta di eliminare in modo generale 
e, per cosi dire, automatico dalle equazioni differenziali del moto le 
incognite reazioni. Estenderemo poi ai sistemi il principio della con- 
servazione dell’ energia (§ 4) e da ultimo stabiliremo le classiche equa- 
zioni del LAGRANGE (§ 5), che caratterizzano, nella forma pili sintetica 
e pit: espressiva, il problema del moto di un qualsiasi sistema olonomo 


(a vineoli privi di attrito). 


CAPITOLO QUINTO 


§ 2. - Teoremi 
della quantita di moto e del momento delle quantita di moto. 
Kquazioni cardinali del moto. 


5. TEOREMA DELLA QUANTITA DI MOTO. — Considerato un sistema 
materiale S di N punti P; (i=1, 2,..., N), comunque vincolato e 
sollecitato, distinguiamo l’insieme di tutte le forze agenti.sul sistema 
{tanto direttamente applicate quanto vincolari) in esterne ed interne, 
e pel generico punto P; denotiamo con FF la risultante di tutte e 
sole le forze esterne agenti su di esso, con f; la risultante di tutte 
e sole le forze interne. La forza totale sollecitante P; sara data da 
F,4-f;, talché le equazioni del moto del sistema si potranno scrivere 


(2) N,4,=—F +f: (e2aabe De Ny 


Ma le forze f;, per la stessa loro natura, costituiscono, in base 
al principio di reazione (Cap. XI,, § 1), un sistema vettorialmente 
equivalente a zero (cioé avente nulli il risultante e il momento risul- 
tante), onde consegue che, sommando membro a membro le N equa- 
zioni (2), si ottiene 

N N 
Lm,4,= 2; F,, 
1 1 


ossia, denotando con R® la risultante di tutte le forze esterne 


N 

ay, 
ym, —= R® . 
STi et ? 


e basta ricordare la definizione della quantita di moto del sistema 
(Cap. prec., n. 12) 
N 


zat SN) : 
Q= Tyme, 
1 


per poter dare alla relazione precedente la forma 
(3) GE = Re. 


Abbiamo dunque (TEOREMA DELLA QUANTITA DI MOTO O DELL’ IM- 
PULSO) che la derivata della quantita di moto di un qualsiasi sistema 
materiale é¢, istante per istante, uguale al risultante delle forze esterne. 


6. TEOREMA DEL MOTO DEL BARICENTRO. — Se si tien conto (Cap. 
prec., n. 12) che 
Q=MV¢e, 


cy 
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dove m é la massa totale del sistema e v¢ la velocitaé del baricentro G, 
la (3) si pud scrivere, denotando con @@ I’ accelerazione di G 


(3’) Mag= R®. 


Si ha cioé il cosiddetto TEOREMA DEL MOTO DEL BARICENTRO: Qua- 
lunque sia il sistema materiale che si considera e qualunque sia la sol- 
lecitazione cui esso @ sottoposto, il baricentro si muove come se fosse un 
punto materiale dotato della massa totale del sistema e sollecitato dalla 
risultante di tutte e sole le forze esterne agenti sul sistema. 

Dal punto di vista analitico questo teorema non é che una diversa 
forma di quello della quantita di moto; ma concettualmente é molto 
pil espressivo. In particolare, esso, mettendo in luce, per ogni sistema, 
V esistenza di un punto (interno), cioé il baricentro, il cui moto segue 
rigorosamente la legge limite del punto materiale, giustifica a poste- 
riori la sostituzione di un semplice punto materiale ad un corpo di 
dimensioni finite non soltanto in quei casi, in cui da codeste dimen- 
sioni si possa completamente prescindere, ma anche quando, pur es- 
sendo ragguardevoli le dimensioni del corpo, basti tener conto del 
moto di un solo suo punto. 


7. Come applicazione semplicissima del teorema del moto del ba- 
ricentro, consideriamo un corpo dotato di congegni interni, comunque 
complicati, e soggetto, per quel che riguarda le forze esterne, al- 
V azione esclusiva della gravita, p. es., un animale cadente nel vuoto. 
Il teorema del n. prec. ci assicura che nessuna azione dei congegni 
interni e, nel caso dell’animale, nessuno sforzo muscolare varra a 
modificare la traiettoria del baricentro: infatti tutte le forze, che cosi 
si mettono in gioco, per quanto svariate ed intense, restan pur sempre 
forze interne, e il baricentro seguitera a descrivere la parabola de- 
terminata dalla sola azione della gravita. 

Ad eyvitare equivoci, non sara male rilevare esplicitamente che cid 
non esclude affatto la possibilita del volo: invero, in tal caso, inter- 
viene in modo essenziale |’ aria e, con le ali o con altri mezzi, 
vengono provocate anche azioni esterne al sistema considerato. 


8. Se per un qualsiasi sistema S é@ costantemente nulla la risul- 
tante R® delle forze esterne, dalla (3’) segue @g =0; cioée il bari- 
centro si muove di moto rettilineo uniforme. 

B questo il cosiddetto teorema della conservazione del moto del bari- 
centro. Esso, p. es., deve valere, almeno sensibilmente, pel Sistema 
solare, in quanto le attrazioni esercitate su di esso dalle stelle, per 
le enormi distanze di queste, si possono riguardare trascurabili di 
fronte alle attrazioni mutue tra Sole e pianeti. E in realta si é rico- 


OE ee etal: 
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nosciuto, in base ad apprezzamenti di media tratti da un gran nu- 
mero di osservazioni astronomiche, che il baricentro del sistema so- 
lare, situato in prossimita del centro del Sole, si muove con velocita 
di 20 km./see. verso un punto della sfera celeste situato nella pros- 
simita di Vega, detto Apice. 


9. Tornando ad un sistema qualsiasi, supponiamo pit generalmente 
che sia costantemente nulla la componente RO di #® secondo una 
qualche direzione fissa a. In tal caso, proiettando su codesta direzione 
la (3’), si ottiene ag, = 0 ossia dvg), / dt = 0; onde si conclude che 
rimane costante, durante il moto del sistema, la componente Vg, della 
velocita del baricentro secondo la direzione a. 

Di questi risultati cosi semplici e, al tempo stesso, cosi generali 
si fa uso frequente nelle applicazioni concrete. 

Per indicare, a titolo di esempio, una conseguenza, altrettanto 
curiosa quanto ovvia, dell’ ultima osservazione, mostriamo che, se non 
intervenisse l’attrito, non sarebbe possibile camminare: pil preci- 
samente, una persona, che, ritta su di un suolo orizzontale, assolu- 
tamente levigato, si trovasse inizialmente in quiete, non potrebbe a 
costo di qualsiasi sforzo muscolare, portarsi in un luogo diverso. 

Infatti, mancando I attrito, le forze esterne (peso e reazione del 
suolo) sarebbero tutte verticali, talché in qualsiasi direzione orizzon- 
tale a si avrebbe veja— cost; ed anzi, poiché inizialmente la persona 
si € supposta in quiete, resterebbe indefinitamente vga—0, cioé la 
proiezione orizzontale del baricentro rimarrebbe immobile. Pertanto 
Ja persona considerata non potrebbe in aleun modo provocare un suo 
spostamento orizzontale di insieme: ove spingesse un arto in un senso, 
qualche altra parte del suo corpo si portebbe necessariamente in senso 
opposto (determinandosi, tutt’?al pit, un innalzamento o un abbassa- 
mento del baricentro lungo la verticale). In realta si sfugge a questa 
situazione teorica e si riesce a mettersi in moto, utilizzando V attrito. 


10. TEOREMA DEL MOMENTO DELLE QUANTITA DI MOTO. — Ripren- 
diamo le equazioni fondamentali 
(2) m,a,—=F; +f; C= 1 2, Ng 


e consideriamo, come elemento ausiliare di riduzione, un punto O mo- 
bile con legge determinata qualsiasi o, in particolare, in quiete (rispetto 
ai nostri assi di riferimento). 

Se, dopo aver moltiplicato vettorialmente la generica equazione (2) 
per P;— O, sommiamo membro a membro da i=1 ad i= N ricordando 
che il momento risultante delle forze interne fi rispetto ad O é@ co- 
stantemente nullo, otteniamo 


N 
x; (P;— 0) \m,a;= %; (Pi— 0) A Fi . 
1 1 ; 


> ~~ eel 


dove a secondo membro resta soltanto il.momento risultante, rispetto 
ad O, delle forze esterne F’,, che denoteremo con MO. 


Ma al n. 14 del Cap. prec. si é visto che, ove si designi con K 
Panalogo momento delle quantita di moto del sistema e con v’ la 
velocita (rispetto ai nostri assi di riferimento). del centro di riduzione iO; 
si ha identicamente 


N 
2 (Py — 0) Am ag +o! aN Q. 


Percid la relazione precedente si pud scrivere sotto la forma par- 
ticolarmente espressiva 


d 
(4) . ee +0 \Q=Mo. 


Essa vale qualunque sia la legge del moto del centro di ridu- 
zione O. Ma nelle deduzioni meccaniche essa si usa soprattutto in due 
casi particolari: 1°) quando 0 é fisso; 2°) quando O, pur movendosi 
in generale, coincide istante per istante col baricentro del sistema 
materiale. In entrambi i casi (poiché nel primo si ha v’=0 e nel 
secondo @ risulta parallelo a v’) si annulla il termine o’ /\ Q (cfr. 
Cap. prec., n. 14), talche la (4) assume la forma pitt semplice 


(4’) = Mo, 


che fa perfetto riscontro alla (3). Essa esprime il TEOREMA DEL MOMENTO 
DELLE QUANTITA DI MOTO (0 DELLA COPPIA DI IMPULSO): Comunque st 
muova un sistema materiale, la derivata rapporto al tempo del mo- 
mento delle quantita di moto rispetto ad un punto fisso o coincidente 
col baricentro é, istante per istante, eguale al momento risultante dé 
tutte e sole le forze esterne rispetto al medesimo centro di riduzione. 
~ Questo teorema é stato qui dimostrato nella sola ipotesi implicita 
che il moto del sistema sia riferito ad assi immobili rispetto alle 
stesse fisse 0, tutt’al pit, animati rispetto ad esse, di un moto tra- 
slatorio uniforme. 

Ma sappiamo (Cap. prec., n. 13) che, ove si assuma come centro 
di riduzione il baricentro, il momento delle quantita di moto (assolute) 
del sistema coincide con quello delle quantita di moto relative al 
baricentro; percid la (4’) sussiste anche quando per # si prenda 
quest’ ultimo momento, purché, beninteso, il momento risultante © 
delle forze esterne si calcoli rispetto al baricentro. 

Infine, ¢ appena necessario rilevare che, se a é una qualsiasi retta 
fissa pel centro di riduzione supposto fisso 0 una retta passante pel 
baricentro G e di direzione invariabile, quando il centro di riduzione 
siasi assunto in G, la (4’), proiettata sulla a, da 

aK, - 


. 
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Si pud dir questo il feorema del momento scalare delle quantity 


di moto. 


11. Se la sollecitazione del sistema @ tale che il momento risul- 
tante M© delle forze esterne si mantenga costantemente nullo, la (4’) 
ci dice che durante tutto il moto, il vettore KK si conserva costante 
(in grandezza e direzione). 

Costante é, in tal caso, anche Ja giacitura del piano perpendico- 
lare a K pel centro di riduzione O. Un tal piano si dice piano in- 
variabile del sistema, mentre I’ equazione 


K = cost= K, 


si chiama I’ integrale del momento (vettoriale) delle quantita di moto. 

Dell’uno e dell’altro sono dotati tutti i sistemi soggetti a sole 
forze interne, pei quali, anzi, annullandosi tanto KR quanto M\, 
si conservano costanti, insieme, la quantita di moto Qe il momento KC 
delle quantita di moto. Tale, ad es., ¢, almeno sensibilmente, il Si- 
stema solare, pel quale il piano invariabile si designa anche col nome 
di piano del LAPLACE, 

Notiamo ancora come immediata conseguenza della (5) che, se é 
costantemente nullo il momento risultante delle forze esterne rispetto ad 
una retta a, fissa 0 passante pel baricentro e di direzione invariabile, 
si mantiene costante, durante tutto il moto, il momento risultante (sca- 
lare) K, delle quantita di moto rispetto alla a (integrale del momento 
scalare delle quantita di moto). 


12. I] teorema del momento delle quantita di moto e i suoi co- 
rollari trovano, al pari del teorema della quantita di moto, larghe e 
svariate applicazioni. 

Per darne qualche esempio cominciamo col considerare un solido 
soggetto ad un sistema di forze esterne, di cui sia nullo il momento 
risultante rispetto al baricentro, ed osserviamo che tale é sempre il 
caso di un sistema pesante, in quanto il peso dei singoli elementi 
equivale nel senso della teoria dei vettori applicati (e, per i solidi, 
come vedremo, anche agli effetti dinamici) ad una forza unica ap- 
plicata al baricentro. 

Diciamo che se il solido, sotto l’azione di forze esterne soddisfa- 
centi alla condizione accennata, si muove a partire dalla quiete, il 
suo moto @ necessariamente traslatorio. 

Per provarlo mostreremo che la velocita angolare, la quale per 
ipotesi é nulla inizialmente, si conserva tale durante tutto il moto. 

Partiamo a tale scopo dal teorema del momento, riferito al bari- 
centro del solido. Poiché si annulla, per ipotesi, il momento baricen- 
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_ trale delle forze attive, ’ analogo momento K delle quantita di moto 
dovra essere costante in grandezza e direzione; e siccome per ipotesi 
sono inizialmente nulle le velocit’ e quindi le quantit® di moto di 
tutti i punti del sistema, sar’ pur nullo il valore iniziale del mo- 
mento A, che, dovendo restar costante, si conserver’ eguale a zero 
durante tutto il moto. 

Ma allora basta ricordare che, rispetto agli assi principali di inerzia 
(baricentrali), le componenti di A sono date da Ap, Bq, Cr (Cap. 
prec., n. 16), dove, escluso il caso banale che i punti materiali di S 
appartengano tutti ad una medesima retta, %, B, C (per la loro 
stessa definizione di momenti di inerzia) sono tutti e tre diversi 
da zero, per concludere che, insieme con K, sono costantemente 
nulle le componenti p, q, 7 di » e quindi la stessa velocita ango- 
lare @. 

Di qui risulta, in particolare, che un solido pesante, lasciato cadere 
nel vuoto, non puod capovolgersi se parte dalla quiete, 0, anche, se 
viene lanciato in modo che la velocita angolare iniziale sia nulla. 

Abbiamo cosi stabilito rigorosamente la possibilita di imprimere 
ad un grave cadente nel vuoto un moto puramente traslatorio, gia 
affermata in via intuitiva (Cap. XV,, n. 5). 


13. Lasciamo l’ipotesi che sia nullo il momento baricentrale J © 
delle forze esterne e supponiamo soltanto che si abbia M\ =0, es- 
sendo @ un asse fisso, o di direzione fissa e passante pel baricentro 
del solido considerato. Si vede subito che non é possibile provocare 
una rotazione attorno ad a, a partire dalla quiete. Infatti la (5) ci dice 
che K, resta costante; e poiche a K,, designando con 6@ I’ anomalia 
che individua lV’ orientazione del corpo intorno ad a, si pud attribuire 
la forma 4% 6 (Cap. prec., n. 20) e qui per ipotesi 6 @ inizialmente 
nulla, si conclude, in quanto H# é& certamente diverso da zero, che 6 
si manterra nulla durante tutto il moto. 


14, Consideriamo in secondo luogo un sistema S, un po’ pil ge- 
nerale, e precisamente un sistema costituito da due parti S, ed S,, 
ciascuna rigida, ma non rigidamente™ collegate tra loro. Supponiamo, 
come dlianzi, che sia M® =, dove beninteso M significa adesso il 
momento complessivo, rispetto all’asse a, di tutte le forze esterne, 
che sollecitano tanto S, quanto S,. Sara qui ancora K, costante ed 
anzi nullo, se, come ancora supporremo, il sistema parte dalla quiete. 
Se si sa ulteriormente che il moto di ciascuno dei due solidi si riduce 
ad una rotazione intorno ad a, i rispettivi momenti dalle quantita 
di moto saranno (con manifesto significato delle notazioni) A, Gata Ose 
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Sara per conseguenza A, 6, + 4,4, il momento risultante del sistema, 
e si avra in ogni istante 


A, 0, +As),=0, 


ossia, integrando e supponendo di contare, per ciascuno dei due si- 
stemi parziali S, ed S,, VY angolo a partire dalla posizione iniziale, 


A,O,+A,0,.=0. 


Si vede di qui che 6, e 6, debbono avere segno opposto; cioe se 
uno dei due solidi ruota in un senso, |’ altro ruota necessariamente 
in senso opposto; inoltre le ampiezze delle rotazioni (descritte in 
tempi eguali) sono inversamente proporzionali ai rispettivi momenti 
di inerzia. 

Non @ dunque in alcun modo escluso, come avveniva quando si 
trattava di un unico solido, che, pur partendo il sistema dalla quiete, 
una delle due parti, S, per es., cambi di orientazione, anzi raggiunga 
un azimut §,, comunque prefissato; soltanto, non si potra evitare, 
nelle condizioni supposte, che l’altro corpo ruoti in senso inverso, 
quanto occorre per rispettare la condizione 4,0, + A,0,.—0. 


15. Applichiamo le cose dette all’esempio, che gia ci ha servito 
ad illustrare la conservazione del moto baricentrale; cioe ad una 
persona in quiete, ritta su di un suolo orizzontale privo di attrito 
(n. 9). Sia a la verticale passante per il baricentro della persona, e 
si richieda, per es., alla persona di far “ dietro front, cioé di rotare 
di 180° attorno ad a. Le forze esterne sono in tal caso il peso e le 
reazioni offerte dal suolo negli appoggi, tutte forze verticali, che 
hanno momento nullo rispetto ad a. Ci troviamo dunque in tali con. 
dizioni che non é possibile una rotazione d’insieme, comportandosi 
cioé la persona come un unico sistema rigido. 

Ma Il’ osservazione fatta per il caso di due solidi, mostra che, anche 
prescindendo dall’ attrito, sarebbe perfettamente realizzabile una ro- 
tazione attorno ad a, purche si collegasse alla persona un qualche 
oggetto atto a rotare in senso opposto. Cosi in particolare, portando 


tutto intorno alla vita una cintura con incavo, in cui possa scorrere 


una palla pesante, basterebbe imprimere a questa un movimento colla 
mano, per provocare una (sia pur piccola) rotazione di tutta la per- 
sona in senso opposto; dopo un tempo sufficiente, si riescirebbe in 
ogni caso a raggiungere I! effetto voluto. 
Considerazioni analoghe (in cui pero bisogna far intervenire anche 
certi movimenti non rigidi delle due parti S, ed §S,) permettono di 
rendersi ragione del cosi detto “salto del gatto,. Si tratta del fatto 
ben noto che, comunque cada o si lasci cadere un gatto anche colle 


ampe all’inst e a partire della quiete, il gatto (se ne ha appena il 
tempo) riesce a voltarsi durante il tragitto, senza alcun intervento 
di forze esterne. 


16, EQUAZIONI CARDINALI DEL MOTO DI UN SISTEMA QUALSIASI. — 
Le due equazioni vettoriali 


(3) = Re 
. iG 
e(t\c Tae oN QO=M, 
e, pitt particolarmente, la (3) e la 
a 
‘ ee (e 
Gye. ap = IL, 


diconsi le eqguazioni cardinali od universali del moto. 
Esse sono applicabili ad ogni possibile sistema, purche soltanto: 

a) il moto del sistema sia riferito ad assi galileiani, cioé fissi 
© in moto traslatorio uniforme rispetto alle stelle; 

b) le derivate vettoriali siano valutate rispetto a codesti mede- 
simi assi ; 

€) quando codeste equazioni si vogliano applicare sotto la forma 
(3), (4’), il centro di riduzione sia fisso 0 coincida col baricentro del 
sistema. 

Va notato che codeste equazioni, nel caso statico (Q= K=0), 
danno appunto le condizioni R® = M) =0 che nella Statica abbiamo 
stabilito direttamente come necessarie all’ equilibrio di un sistema 
materiale qualsiasi e che percid abbiamo chiamato cardinali od uni- 
versali (Cap. XI,, n. 4). Quanto dicemmo allora (I. ¢., n. 5), limita- 
tamente al caso statico, basta perché si possa affermare che le 
equazioni cardinali del moto, pur valendo necessariamente per ogni 
sistema materiale mobile, non saranno in generale sujfficienti a carat- 
terizzarne il moto. Ma, sempre in accordo col caso statico, vedremo 
nel Cap. VI che per i sistemi rigidi esse in ogni caso bastano a 
definirne il moto completamente e percid costituiscono la base di 
tutta la Dinamica dei solidi. 


§ 3. - Principio del d’ Alembert 
e relazione simbolica della Dinamica. 


17. Ai teoremi generali del § prec. siamo pervenuti, partendo dalla 
distinzione delle forze agenti sul sistema in esterne ed interne. Adot- 
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tiamo qui l’altro criterio di classificazione (n. 3) e distinguiamo co- 
deste forze in attive (o direttamente applicate) e vincolari. Precisa- : 
mente denotiamo con #’; la risultante delle forze attive applicate al 
generico punto P, (i=1, 2,..., N), con #; la corrispondente reazione 
totale. Poiché il sistema S si pud trattare come un sistema di N punti 
liberi, su cui agiscano rispettivamente le N forze totali #;+ #,, 
varranno durante tutto il moto (riferito alla solita terna galileiana 
QEy<) le equazioni fondamentali 


(6) m,a4,—F,+#; Gad. Ds atetet N), 
che si possono scrivere = 
(6’) F,—m,a,+ k,=0 (tae 2 eee 


Se, analogamente a quanto si é@ fatto nella teoria dell’ equilibrio 
relativo (Cap. XV,, § 1), si interpreta ciascuno dei vettori — m; a; 
(aventi le dimensioni di una forza) come una forza (fittizia), che di- 
remo forza d@’ inerzia concernente il punto P;, si rileva dalle (6’), in 
quanto si riferiscono ad N punti da considerarsi come liberi Cap. VII, 
n. 10), che: Durante il moto di un sistema materiale, comunque vin- 
colato e sollecitato, si fanno, istante per istante, equilibrio le forze attive, 
le forze ad’ inerzia e le reazioni. 

Tenendo conto che le reazioni sostituiscono nel loro complesso 
VY’ azione dei vincoli, possiamo anche dire che durante il moto di un 
sistema materiale, comunque vincolato e sollecitato, si fanno istante per 
istante equilibrio, in virti dei vincoli, le forze attive e quelle di inerzia. 

E a questo enunciato si pud dare una terza forma equivalente, 
ricorrendo alla seguente osservazione. In base alla identita 


F, — Mm; a; +- (Fr, == Mm; a) ; 


la generica forza attiva F’; risulta scissa in due componenti, di cui 
il primo, cioe m,a@,, rappresenta quella forza che, qualora il punto 
P,, fosse libero, sarebbe atta ad imprimergli da sola quello stesso moto, 
che esso acquista sotto ’azione combinata della intera forza Ff, e dei 
vincoli. Percio V altro componente #’;— m,a,; (somma geometrica della 
forza attiva e della forza di inerzia) rappresenta quella parte di F, 
che va, per cosi dire, perduta per effetto dei vincoli. Resta cos) giu- 
stificato il nome di forze perdute che si suol dare alle F,— m,«a,; ; 
con che il presente risultato generale si pud enunciare sotto la forma 
piu concisa: Durante il moto di un sistema materiale, comunque vin- 
colato e sollecitato, si fanno istante per istante equilibrio, in virtu dei 
vincoli, le forze perdute. 


18. PRINCIPIO DEL D’ ALEMBERT. — L’enunciato del n. prec., in 
una qualsiasi delle sue tre forme fra loro equivalenti, prende il nome 


nde) 
= 


is Beers, sah oh ella Rea 
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di principio del D’ ALEMBERT (!): e questa qualifica di “ principio , 
trova la sua giustificazione nel carattere di evidenza intuitiva, che 
ad esso compete. 

E cirea la portata di questo principio, é bens} vero che, dal punto 
di vista strettamente matematico, esso non rappresenta, rispetto ai 
postulati e ai teoremi generali gia prima stabiliti, aleun nuovo acquisto, 
poiché sostanzialmente si riduce ad una interpretazione nominale delle 
equazioni fondamentali (6). Ma, sotto ’ aspetto speculativo e in ordine 
alla discussione dei problemi meccanici, il principio del p’ ALEMBERT 
ha un interesse notevole, in quanto riduce I’ impostazione di una qual- 
siasi questione dinamica ad una questione di Statica, permettendo 
di porre in equazione ogni problema di moto di un sistema materiale, 
quando se ne conoscano le condizioni di equilibro. 
- Pit precisamente le equazioni del moto si ricavano senz’ altro da 
quelle dell’ equilibrio, sostituendovi al posto di ogni forza attiva F, 
(o componente di tale forza) la forza perduta F;— m,a; (o la rispet- 
tiva componente). 

Va tuttavia tenuto presente che una tale regola si puo applicare 
soltanto subordinatamente all’ipotesi che lo stato di moto non modi- 
fichi il comportamento della sollecitazione e delle reazioni vincolari. 


19, RELAZIONE ED EQUAZIONE SIMBOLICA DELLA DINAMICA. — Sotto 
laspetto or ora indicato é tipico il caso dei sistemi a vincoli privi 
di attrito, pei quali in base al principio dei lavori virtuali, nella sua 
forma generale da noi assunta (Cap. XIV,, n. 2), le reazioni R,, 
siavi o no equilibrio, si esplicano sempre in modo da compiere, per 
ogni spostamento virtuale, lavoro positivo o nullo, cioé 


N 
1 


() Giovanni Lu Ronp D’ ALEMBERT, n. a Parigi nel 1717, m. ivi nel 1783. 
Dopo avere iniziato studi di Giurisprudenza e di Medicina, si dedico esclusi- 
vamente alle matematiche, conseguendo rapidamente i pit brillanti risultati. Nel 
1742 fu ricevuto all’ Accademia delle Scienze di Parigi. I] celebre principio, 
che porta il suo nome, si trova nel Traité de Dynamique del 1743 (recentemente 
ripubblicato in due volumetti nella Collezione «Les maitres de la pensée scien- 
tifique». Paris, Gauthier-Villars, 1921), cui segui nel 1744 il Traité de V equilibre 
et du mouvement des fluides. 1 pD’ ALEMBERT prepard la via alla Meccanica ce- 
leste. Inoltre si valse per primo di equazioni alle derivate parziali per la 
soluzione del problema delle corde vibranti. Pensatore originale e di larghe 
vedute, scrisse, come @ ben noto, il Discowrs préliminaire e numerosi articoli 
della Encyclopédie. 


\\ 


\\ 


le condizioni dell’ equilibrio si riassumono nella relazione simbolica 
(Cap. XIV,, n. 8) 


N 
6L=¥%, Fi X<tP,<0, 
1 


il principio del p’ ALEMBERT, sostituendo alle forze attive #; le forze 
perdute F',— m,;a,;, conduce senz’ altro a caratterizzare il moto del 
sistema mediante la relazione 


N 
(8) »; (FF; —m;@) <4P;<0, 
1 
da riguardarsi valida per tutti e soli gli spostamenti virtuali 3P;, a 
partire da una qualsiasi configurazione del sistema. : 
Vedremo nel seguito tutta l’importanza di questa relazione. In- 
tanto osserviamo che qui essa é stata dedotta, come corollario, dal 
principio del D’ ALEMBERT e dalla relazione simbolica della Statica 
(o principio delle velocita virtuali sotto la primitiva forma del 
LAGRANGE). 
Reciprocamente, importa rilevare che, ove si tenga conto delle 
equazioni (6) sotto la forma 


i Ch ee) ¢=1. Dire ss 5 ve 


(le quali sostanzialmente riassumono la legge fondamentaie della 
Dinamica del punto e il postulato delle reazioni vincolari), la (7) e 
la (8) risultano ciascuna immediata conseguenza dell’ altra, 

Si ha insomma che, una volta ammessi i postulati meccanici rias- 
sunti dalle (6), vi é@ perfetta equivalenza logica fra il principio dei 
lavori virtuali nella sua forma pit generale e I’ insieme della relazione 
simbolica della Statica e del principio del D’ ALEMBERT. 

Questa conclusione chiarisce e precisa, nel caso dei sistemi a 
vinecoli privi di attrito, l osservazione fatta in generale alla fine del 
n. prec. Si ha infatti che, dal punto di vista matematico, non si ot- 
tiene vantaggio alcuno col sostituire al principio dei layori virtuali 
Vinsieme della relazione simbolica della Statica e del principio del 
D’ ALEMBERT. Ma sotto l’ aspetto concettuale, se si tien conto che tutta 
la Statica generale (nel caso dell’assenza di attrito) si regge esclu- 
sivamente sulla relazione simbolica, si riconosce che codesta sostitu- 
zione corrisponde ad una analisi del principio dei lavori virtuali, 
che conduce, per cosi dire, ad isolare nella relazione simbolica quella 
parte del contenuto di codesto principio che occorre e basta allo 
sviluppo della Statica, mentre lascia nel principio del D’ ALEMBERT 
quel tanto che permette di impostare ogni problema dinamico come 


‘un problema di Statica. 


ee 


Conseguentemente, in quanto, nella supposta assenza di attrito, = 


ee eee 


La (8), in quanto caratterizza istante per istante lo stato di moto 
di ogni sistema (a vincoli privi di attrito) in relazione alle forze di- 
rettamente applicate FH, e ai corrispondenti spostamenti virtuali 5 P, , 
prende il nome di relazione simbolica della \Dinamica 0 del moto; e 


quando si tratti di un sistema a vincoli esclusivamente  bilaterali 


> 


(cioé a spostamenti virtuali tutti reversibili) va sostituita colla cor- 
rispondente equazione 


N 
(9) d(H, —m,a,) <8 P,=0, 
1 


la quale dicesi, analogamente, eguazione simbolica della Dinamica o 
del moto. 


§ 4. - Equazione ed integrale delle forze vive. 


20. TEOREMA DELLE FORZE VIVE. — Prima di procedere alla dedu- 
zione di altre conseguenze della equazione simbolica della Dinamica, 
convien qui stabilire un ulteriore teorema generale sul moto dei si- 
stemi, il cui enunciato. prescinde da ogni distinzione delle forze in 
esterne ed interne o in attive e vincolari. 

Indichiamo, dunque, con F’, la forza totale agente sul generico 
punto P; (i =1, 2,..., N) del sistema in moto, cioe la risultante di 
tutte le forze (esterne ed interne, attive e vincolari) che agiscono 
su codesto punto. Sappiamo che, durante il moto del sistema, I’ in- 
cremento subito in un generico tempuscolo dalla forza viva di P, é 
eguale al lavoro compiuto dalla forza totale #; nel medesimo inter- 
vallo elementare di tempo (Cap. VIII, n. 9); cioe, posto 


1 : 
Y Meee sm Vi y C1 =F, dt Gad; Pe AL N), 


si ha, in ogni tempuscolo della durata del moto, 
OL = OL, @=1, 2,5. 
Sommando membro a membro queste N equazioni, otteniamo 
(10) dT =4L, 


dove si é denotata con 7’ la forza viva del sistema (Cap. prec., n. 6) 
e con dL il lavoro elementare complessivo di tutte le forze del si- 
stema nel considerato tempuscolo dt (ibidem, n. 2), cioe si ¢ posto 


ae a 
= cS. Xm; % , aL=%, Fi X<wvidt. 
1 1 
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In parole, durante il moto di un sistema materiale, comunque vin- 
colato é sollecitato, V incremento che la forza viva del sistema subisce 


in un qualsiasi tempuscolo é eguale al lavoro complessivo effettuato nel 


medesimo tempuscolo da turtTEB le forze agenti sul sistema (esterne ed 
interne, attive e vincolari). 

Ora si rifletta che, come presupposto fondamentale delle nostre 
vedute meccaniche, tutte le cause che influiscono sul moto di un 
qualsiasi sistema materiale si riguardano schematizzate in convenienti 
forze e, conseguentemente, ogni forma di energia, che interessi il 
moto, si considera somministrata al sistema attraverso il meccanismo 
schematico di lavoro compiuto dalle forze. Percio, se ci si riferisce 
in particolare ad un tempuscolo dt, il lavoro elementare comples- 
sivo @L si presenta anche qui, come nel caso di un unico punto ma- 
teriale (Cap. VIII,, n. 9), come il contributo totale di energia ap- 
portato al sistema dalle circostanze che ne determinano il moto, 
L’ equazione (10) rappresenta quindi, nella forma tipica della Mecca- 
nica, il fondamentale principio fisico della conservazione dell’ energia, 
esprimendo che tutta l energia, somministrata in ogni generico tem- 
puscolo al sistema da tutte le pil svariate circostanze che comunque 
influiscono sul suo moto, si ritrova per intero nel sistema stesso sotto 
forma di incremento d7’ della sua energia cinetica. 


21. Alla relazione (10) si da il nome di teorema delle forze vive. 
Questo {teorema, in ragione della sua grande generalita, trova in 
Meccanica le pit svariate applicazioni. 

Ma convien notare che il teorema delle forze vive, nella sua forma 
generale (10), non riesce sempre espressivo ed utilizzabile, in quanto 
implica la valutazione del lavoro elementare effettuato (insieme alle 
altre forze) dalle incognite reazioni. Diventa pit’ specialmente signi- 
ficativo e utile alle deduzioni, quando, grazie a qualche ipotesi sulla 
natura del sistema o della sollecitazione, si riesce a rendere in se 
stessa pi semplice e meccanicamente pil precisa l’espressione del 
lavoro elementare. 

Per dare due esempi in qualche modo tipici, consideriamo dap- 
prima il caso di un solido. In tale ipotesi é nullo, ad ogni tempu- 
scolo, il lavoro delle forze interne (Cap. prec., n. 3), cosicché Ia (10) 
si riduce alla 


(10') dT = aLe, 


dove dL denota il lavoro elementare complessivo di tutte e sole 
le forze esterne. Abbiamo cioé che durante il moto di un solido, co- 
munque vincolato e sollecitato, ad ogni tempuscolo V ineremento della 


forza viva del solido é eguale al lavoro elementare simultaneamente 
effettuato da tutte e sole le forze esterne. 

Un secondo esempio, sotto qualche aspetto pit generale, si ha 
quando si tratta di un sistema materiale a vincoli indipendenti dal 
tempo, privi di attrito e bilaterali. Per la prima ipotesi ciascuno degli 
spestamenti elementari che il sistema subisce durante il suo moto 
é uno spostamento virtuale (Cap. VI,, n. 9), cosicché, grazie alla 
seconda ipotesi, é applicabile ad ognuno di codesti spostamenti ele- 
mentari il principio dei lavori virtuali (Cap. XIV,, n. 2); e, tenuto 
conto della terza ipotesi, si conclude che ad ogni tempuscolo é iden- 
ticamente nullo il lavoro elementare delle reazioni. Percid la (10) 
assume la forma 


(10”) dT=dLo, 


dove dL™ denota il lavoro elementare di tutte e sole le forze attive ; 
abbiamo, cioe, che se un sistema a vincoli indipendenti dal tempo, 
privi di attrito e bilaterali, si muove sotto una sollecitazione qualsiasi, 
Vineremento subito in un generico tempuscolo dalla forza viva del si- 
stema é€ eguale al lavoro elementare effettuato in quel medesimo tempu- 
scolo da tutte e sole le forze attive. 


22. SOLLECITAZIONI CONSERVATIVE. POTENZIALE. — A  preparare 
altre importanti deduzioni dal teorema delle forze vive, convien qui 
richiamare dalla Statica, con qualche ulteriore chiarimento, il con- 
cetto di sollecitazione conservativa (Cap. XIV,, n. 24). Per un si- 
stema materiale di N punti P; (i=—1, 2,..., N) si @ chiamata con- 
servativa ogni sollecitazione F’, tale che il lavoro complessivo delle F’; 
per un qualsivoglia spostamento elementare dP; del sistema risulti 
identico al differenziale totale di una funzione U delle 3N coordinate 
cartesiane &:, yi, G; dei punti P;, che supporremo, al solito, uniforme 
e regolare nel campo che si considera (}). 

Ad evitare equivoci facciamo rilevare che qui, parlando di spo- 
stamento elementare qualsivoglia, si intende uno spostamento incon- 
dizionatamente arbitrario e quindi, per un sistema vincolato, anche 
tale da non rispettare in aleun modo i vincoli (cioé non virtuale, 
né possibile pel sistema). 


(1) Talvolta pud darsi che il campo, in cui si considera la sollecitazione 
esorbiti da quello in cui la U si mantiene uniforme e regolare, Di cid per quel 
che riguarda il punto materiale, abbiamo dato un esempio nella I Parte 
(Cap. VII,; n. 29, d). Ma nel seguito di questo Volume non avremo occasione di 
affrontar questioni in cui si presenti una tale circostanza, 


re, 


La funzione U, determinata, a meno di una costante additiva arbi- 
traria, dalla identita di definizione 


(11) dL -=3, F,<aP;,=40, 
1 


si 6 chiamata potenziale della sollecitazione, la quale, alla sua esl 
dicesi derivante.dal potenziale U. 
Dalla identita (11), che scritta per disteso assume la forma 


ta 


aU aU 
(Yd, + Vid kZedtiy= =3, (= deb at at), 
ag; 3G 
abbiamo tratto, identificando nei due membri i coefficienti delle com- 
ponenti (arbitrarie e indipendenti) dE;, dy;, dC,;, dei singoli dP;, le 
dU aU 0U 
Se age naar t fae a STE Se (=A, Pe ee i Be 
Se il sistema sollecitato € un sistema olonomo che, rispetto a 
coordinate lagrangiane indipendenti 9,, q2,.-., d,, sia definito dalle 
equazioni 


Pye PAG Ge se Ta) @=1, 25 neatpial 5 


si riconosce, in base a queste equazioni 0, meglio, alle loro equivalenti 


ee €; CRU Penne eae 
Ni=Ni (Gr) Ges -+-5 In| 4), @= 1, 2,...; N), 
Gs ins Gee ners nO) 


che il potenziale U, in generale, dipende non soltanto dalle g ma 
anche da ¢; perd se i vincoli del sistema sono indipendenti dal tempo 
al potenziale dipende esclusivamente dalle coordinate lagrangiane. 

E importera pel seguito ricordare che, nell’ uno e nell’ altro caso, 
le derivate parziali del potenziale 0U /dq, danno le componenti della 
sollecitazione secondo le coordinate lagrangiane q,, cioe le quantita 

Or = Br Fix 2% (b=1, 2,...,”); 

Cid (mon sara inutile richiamarlo) discende immediatamente dalla 
definizione stessa di sollecitazione conservativa, la quale; per uno 
spostamento virtuale, implica la identita 


S8L—=8U, 


dove, beninteso, 6U denota il differenziale totale del potenziale, cal- 
colato riguardandovi costante, quando vi appaia, la variabile ¢: iden- 


ue = 


SUL MOTO DEI SISTEMI ecc. 


a tificando nei due membri i coefficienti delle singole 59, (arbitrarie e 
_indipendenti) si ottengono appunto le 

. 9U 
2 On 


a= 


. In ogni caso, dalla identita (11), caratteristica per le sollecitazioni 
conservative, si trae per integrazione, come nella ipotesi di un unico 
punto sollecitato (Cap. VIII, n. 6), 

% 2 \ L — Of Uy 5 
. cioe: Comunque si muova un sistema materiale da una sua configura- : 
— Zone ad un’ altra, il lavoro compiuto da una sollecitazione conservativa rs: 


é eguale alla differenza dei valori che il rispettivo potenziale assume 
nella configurazione di partenza e in quella d’ arrivo. 


23. Per dare un esempio ovvio di sollecitazione conservativa, con- 
sideriamo |’ azione della gravita su di un sistema di N punti mate- 
riali P; di masse m; rispettivamente, riferito ad assi terrestri locali. 
In tal caso, se l’asse delle ¢ si sceglie verticale ed orientato verso 
il basso, si hanno per la forza-peso agente sul generico punto P, le 
componenti 


X;=0, i= 0, 4=mg (t=1, 2,..., N), 


onde si riconosce che il potenziale é dato (a meno di una costante 
additiva arbitraria) da ¢5 


N 

ye Cos 

U=g9X,m;6:, es 
a : 


o piu semplicemente, ove C sia la quota del baricentro ed m la 
massa totale del sistema, da 


U=mMg%o- 


Esso coincide dunque col potenziale che spetterebbe al peso del 
baricentro, qualora in esso fosse concentrata tutta la massa del sistema. 


24, INTEGRALE DELLE FORZE VIVE. — Dopo questa digressione, 
torniamo al teorema delle forze vive (nn. 20, 21) e riprendiamo il 
caso fondamentale per la Meccanica, di un sistema materiale S a 
vincoli indipendenti dal tempo, bilaterali e privi di attrito. Se la 
sollecitazione attiva, cui esso é sottoposto, deriva da un potenziale U, 
il teorema delle forze vive (10”) assume la forma 


12) aT=au, 
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perfettamente analoga a quella valida per un unico punto materiale 
libero, soggetto ad una forza conservativa (Cap. VIII,, n. 11), e da 
luogo, per integrazione, alla relazione in termini finiti 


(13) T—U=E, 


dove £ denota la costante di integrazione. Questa relazione che lega, 
istante per istante, l’atto di moto del sistema alla sua configurazione, 
prende, anche pei sistemi, il nome di integrale delle forze vive. 

Naturalmente vale, in particolare, per la (12) o per la equiva- 
lente (13), la interpretazione energetica data in generale per la (10) 
al n. 20. Ma codesta interpretazione @ suscettibile, come gia nel caso 
di un unico punto materiale (Cap. VIII,, n.11), di una ulteriore 
specificazione, particolarmente notevole pel suo carattere intrinseco. 
Se la quantita — U, che dipende esclusivamente dalla configura- 
zione del sistema, si riguarda come una forma di energia (poten- 
ziale), posseduta dal sistema in dipendenza dalla sua posizione, 
la (12) o la equivalente (13) esprimono che il moto lascia inalterata 
la somma 7'— U della energia cinetica e della energia potenziale 
del sistema. Vale quindi un principio di conservazione della energia 
in senso piu ristretto, cioé anche in quanto il sistema materiale si 
consideri isolato da tutto il resto dell’ Universo e dotato esclusiva- 
mente di due forme fondamentali di energia meccanica (cinetica e 
potenziale 0 posizionale) le quali, durante il moto, si possono soltanto 
trasformare |’ una nell’ altra, senza possibilita di creazione o distru- 
zione di energia. Per questa ragione la relazione (13) si chiama anche 
integrale dell’ energia. 


§ 5. - Equazioni dei Lagrange. 


25. EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL MOTO DI UN SISTEMA OLONOMO 
IN COORDINATE LAGRANGIANE. — Torniamo qui da ultimo all’ equa- 
zione simbolica della Dinamica jper dedurne le equazioni del moto 
di un sistema materiale vincolato e supponiamo che si tratti di un 
sistema olonomo di N punti P; con » gradi di libertaé (e a vincoli 
privi di attrito). Rispetto ad una qualsiasi m?' di coordinate lagran- 
giane indipendenti q, sia 


(14) Pp Pils $ Ve es Gn ees Ge) (tea D oe re ee 


Dalle (14), derivando rapporto al tempo, si traggono per le ve- 
locita v, dei singoli punti P, le espressioni 
aaa et oP; 
15 0; =p Ft 
(15) a 20h Gh 5t 


(i=1, 2,..., N), 


_ mentre, per gli spostamenti virtuali del sistema, si deducono le 


ak, 


n 
(16) oF. =>, —— 0g; (ee Pane. Ne 
: 5 ; 


e) Tn 


dove le » componenti lagrangiane 6g dello spostamento virtuale sono 
arbitrarie. 
Cid premesso, riprendiamo |’ equazione simbolica della Dinamica 


N 
(9) di( #;— m,;a,) <8 P;=0, 
f 1 


che caratterizza il moto del sistema, in quanto la si consideri valida 
per tutti gli spostamenti virtuali (16); e scriviamola sotto la forma 


N n 
(17) Dy; a; < 6P;= Ly H; <6P, , 
a Fy 1 


con che risultano isolati nei due membri i termini di natura cinetica 
e quelli piu propriamente dinamici, provenienti dalla sollecitazione 
attiva. Il significato del secondo membro ci € ben noto, in quanto si 
tratta del lavoro complessivo 5Z, compiuto dalle forze attive corri- 
spondentemente al generico spostamento virtuale 6P, del sistema 
(Cap. IV, n. 5 e n. 22 di questo Capitolo), e si ha identicamente 


eee N 
(18) Dy BX 6P; = Uy Qn OO; , 
1 1 
dove 
N AP 
(19) 0, = eX ae (Cie ven) 


& la componente della sollecitazione attiva secondo la coordinata la- 
GTANGIANA Jp, - 
Quanto al primo membro della (17), esso si pud scrivere, in base 


alle (16), 
oP, 


3 50; 
OVA 


N N 
dM, >< Up 
L 


e basta invertire lordine delle due sommatorie e porre 
oP; 
Odh 


N 
(20) T, = Ly OX (h=1, 2,..., ”), 
1 
per avere identicamente 


N n 
(21) Dy; Og <6 Py = Uy THOM - 
1 1 


In base alle due identita (18), (21), ’ equazione simbolica (17) as- 
sume Il aspetto 


n n 
(1 7) Dh Th 6 Gi Xn Vn, 6 Ch» 
HE 1 


e, poiché questa relazione deve conservarsi valida comunque si scel- 
gano le oq, , si riconosce che debbono sussistere insieme le 7 equazioni 


(22) TT, On (A=1, 2, seey n) ‘ 


Reciprocamente é chiaro che, ogni qual volta siano simultanea- 
mente soddisfatte le (22), sussiste la (17’) per qualsiasi scelta delle Cq,, 
e quindi, in virti delle identita (18), (21), la (9) per tutti gli sposta- 
menti virtuali (16). Si conclude cosi che pel nostro sistema olonomo 
le n equazioni (22) equivalgono alla equazione simbolica della Dina™ 
mica e sono percid atte a caratterizzare il moto. 

Ora é facile verificare che esse costituiscono precisamente un si- 
stema di equazioni differenziali (indipendenti) del 2° ordine nelle 
funzioni incognite qg, della variabile ¢, riducibile a forma normale, 
cioé risolubile rispetto alle derivate seconde. Si osservi, invero, che 
le Q,, come risulta dalle loro espressioni (13), sono, al pari delle F% , 
funzioni note dei parametri che caratterizzano, istante per istante, 
la configurazione del sistema, le velocita dei singoli punti (ed, even- 
tualmente, il tempo), cioé delle q, delle ¢ (e di ?). Quanto alle espres- 
sioni t,, definite dalle (20), si tenga conto che, mentre i vettori 3 P,/aq, 
dipendono esclusivamente dalle q (e da f#), le accelerazioni @;, quali 
risultano per ulteriore derivazione delle (15), sono funzioni note delle 


ee 


9,9, q (e 2), e precisamente sono lineari nelle accelerazioni lagran- 
giane q. 
Se poi si tien conto che nella espressione di a; i termini dipen- 


denti dalle q son dati da 


3 oP, ; 
Kk, k 
1 OFx j 


si riconosce che nella generica equazione (22) il coefficiente della gq, 
é eguale a 
v oP; oP; 


2; Mm; 
1 2 Fn O°k 


Ps eect ley LR SS eS 

Ora questa somma di prodotti scalari é, come si é visto al n. 11 
del Cap. prec., il coefficiente a,, di 9,9, nella espressione, in coor- 
dinate lagrangiane, della forza viva 7 o della sua parte quadratica T,, 
secondo che i vincoli sono indipendenti o no dal tempo; e 1a si é 
dimostrato che, nell’ uno e nell’ altro caso, il determinante || a, || nou 


a 


< é mai identicamente nullo. Di qui consegue appunto che le n equa- 
zioni differenziali del 2° ordine (22) sono in ogni caso risolubili ri- 
spetto alle n accelerazioni lagrangiane q. 

Si tratta quindi di un sistema differenziale, il cui integrale gene- 
rale dipende da 2m” costanti arbitrarie. Ciascuno degli cx” integrali 
particolari fornisce le equazioni orarie, in coordinate lagrangiane 
(Cap. VI,, n. 3) 


Gi =r (O - [hewn ile 


di un particolare moto del nostro sistema olonomo S, nelle date con- 
dizioni di sollecitazione; né, in quelle condizioni, sono possibili per 9 
altri moti all’infuori di quelli cosi rappresentabili, giacché le (22), 
come si € notato dapprincipio, caratterizzano, al pari della equazione 
simbolica da cui esse provengono, tutti i moti di cui il sistema é 
suscettibile. 
Per individuare uno di codesti moti bastera prefissare ad arbitrio 
i valori q°, 9° delle g e delle g in un determinato istante, p. es., nel- 
listante iniziale {= {), il che equivale ad assegnare la configurazione 
iniziale del sistema e le velocita iniziali v° dei singoli punti: le coor- 
dinate cartesiane €°, 7°, (° di codesta configurazione si desumeranno 
dalle (14) 0, piu precisamente, dalle equivalenti equazioni cartesiane 


(14’) C= 8; (q|t), % %e= HN (G19; Bee (q | ¢) (¢=1, Dissege ates 


ponendovi tf), g¢,=4}, e le v® dalle (15) ponendovi t=f), ¢,— 4; 
Gn = 9,- Esi possono addirittura prefissare ad arbitrio i valori iniziali 
€°, 4°, C°e v?, subordinatamente alle seguenti condizioni: 1) le €°, 7°, © 
siano le poniinate cartesiane di una delle oo” configurazioni possibili 
pel sistema olonomo nell’istante t= 7), con che le (14’) ove a primo 
membro sian posti codesti valori €°, 7°, (°, determinano univoca- 
mente i corrispondenti valori g° delle coordinate lagrangiane; 2) le 
ev corrispondano ad uno degli cc” spostamenti infinitesimi possibili 
pel sistema, in un arbitrario tempuscolo dt a partire dall’istante 
t=t, e dalla configurazione g=gq° or ora determinata. Le rispettive 
velocita lagrangiane iniziali ¢° risulteranno individuate dalle (15) in 
cui siansi sostituite al posto delle v le v°, al posto delle q le gq. 

Da tutto quanto precede apparisce che con le equazioni (22) si é 
raggiunto lo scopo indicato alla fine del n. prec.: si é, cioé, ridotto il 
problema della determinazione del moto di un sistema olonomo alla inte- 
grazione di un sistema differenziale (del 2° ordine) nel minimo numero 
possibile di funzioni incognite (numero dei gradi di liberta del sistema). 

Ma, mediante una trasformazione semplicissima ed una geniale 
interpretazione meccanica dovuta al LAGRANGE, si pud dare alle equa- 
zioni (22) una forma mirabilmente sintetica ed espressiva. 


WSC be ee oid ee 


96. EQUAZIONI DEL LAGRANGE. — Riprendiamo codeste equazioni 


(22) Tr=% (==, 2, eee, n) , 

dove ’ : 

(20) T= 2M, a; X< Fr (h= 1, 2, ’ n) ; 
1 h 


e consideriamo la forza viva del sistema 
1 N 
fie 55. XM; Ui X<U;, 
a 


che, riguardata quale funzione delle 7, g, ¢ pel tramite delle 


bec hde oP; 
15 ©;= Xt, —— 9 a. (fea as 
(15) 0 see 0, Gn 3t ( 4) 
e, derivata parzialmente rapporto ad una generica g,, da 
SL a OU; 
23 —_ = 9m; U; ie 
Fg o”n Beak Shs 8qn” 


derivata, invece, rapporto a una generica g, , da 


yx! N Uv; 
as SS er 
29 1 OF°n 


Ma dalle (15) risulta 


ov; oP; 
2 O9n OM ’ 
talché si pud scrivere 
N 
= 2; Us>< ge ) 
O9n 1 o”°n 


e di qui, derivando totalmente rapporto al tempo e osservando che 


ad oP, ore ad P; ChOR 
Ot 30g 00s Ota ee ok 


si traggono le 


Cae Bs LS gre Ae 9U; 
Retr ape x; a; —* Ld; 0; VU; — iol eee ee 
dt 34, i oan 1 t oe h ( yee 


dopo di che, sottraendo da queste identita membro a membro le cor- 


rispondenti (23) e tenendo conto delle (20), si perviene alle 


ee. pone . , as 
SUL MOTO DEI SISTEMI ecc. 


is y 


 Oramai non abbiamo che da tener conto di queste identita per 
dare alle equazioni (22) la forma esplicita 


F OMeln 2 3F: 
24) igieAGe aay (h=1, 2,..., m), 
e sono queste le preannunciate equazioni del LAGRANGE (}). 

Tutto cid, che al n. prec. si é detto delle (22), vale, naturalmente, 
per codeste equazioni del LAGRANGE, che non sono se non le (22) 


stesse sotto una nuova veste. Esse, cioeé, danno la completa imposta- 


zione del problema del moto di un sistema olonomo; e, sotto l aspetto 


analitico, costituiscono un sistema differenziale del 2° ordine nelle 
funzioni incognite gq, (t), riducibile a forma normale. 


(1) Le (24) spesso si chiamano equazioni del Lagrange della seconda forma 
per distinguerle da altre, di cui in questo Compendio non ci occupiamo. Ci 
limitiamo a notare che queste ultime generalizzano ad un sistema olonomo 
qualsiasi le equazioni (14’) da noi trovate al n. 10 del Cap. II pel moto di un 
punto ritenuto da una superficie, e rimandiamo per la loro deduzione nel caso 
generale alle nostre Lezioni, Vol. II, Cap. V, n. 35. 


CAPITOLO VI. 


DINAMICA DEI SOLIDI. 


1. In questo Capitolo, dopo avere dimostrato che pei solidi le 
equazioni cardinali bastano per se stesse ad impostare qualsiasi pro- 
blema dinamico, le applicheremo ad alcuni dei casi pil semplici, cioe 
ai solidi girevoli intorno ad un asse o ad un punto fisso, e colleghe- 
remo a questo studio elementare la illustrazione dei cosiddetti feno- 
meni giroscopici. 


§ 1. - Equazioni cardinali. 


2. Per un qualsiasi solido S, comunque vincolato e soliecitato, 
valgono istante per istante, durante tutto il moto, come per ogni 
altro tipo di sistema materiale, le due equazioni cardinali (Cap. V, n. 16) 


ad 
(1) ‘ok, 
(2) tf +v \Q=M, 


dove, come ben sappiamo, si denotano con Q e K il risultante e il 
momento risultante delle quantita di moto del solido rispetto ad un 
punto qualsiasi, con v’ la velocita (assoluta) di questo punto e, infine, 
con R ed M il risultante e il momento risultante, rispetto al mede- 
simo centro, di tutte e sole le forze esterne agenti sul solido. Ché se, 
come centro di riduzione, si assume, anziché un punto mobile qual- 
siasi, un punto fisso (v’ =0) o il baricentro del solido (v’ paralleio 
a Q) la seconda equazione cardinale si riduce, con lo stesso signifi- 
cato dei simboli, alla forma pili semplice 


dik 
(2’) ses als 


Ma nella presente ipotesi della rigidita del sistema S si presenta 
una circostanza analoga a quella rilevata nella Statica per le equa- 


_ zioni cardinali dell’ equilibrio, nei riguardi dei solidi (Cap. XII,, § 2)? 
si ha, cioe, nelle eyuazioni cardinali (1), (2) 0 (1), (2’) non soltanto un 
sistema di equazioni necessariamente verificate durante tutto il moto del 
solido, ma addirittura un insieme di condizioni sufficienti a individuare 
(per date condizioni iniziali) codesto moto. 

Per convincersene basta esaminare i vari casi Hipici, che si pre- 
sentano nel moto di un solido libero o vincolato. Limitiamoci qui a 
considerare successivamente un solido libero e un solido con un punto 
© con un asse fisso. 

Nei primo caso le equazioni cardinali (1), (2) 0 (1), (2), proiettate 
sugli assi di riferimento, forniscono sei equazioni scalari, cioé preci. 
samente tante, quanti sono i gradi di liberta del solido. 

Se si tratta, invece, di un solido fissato in un punto O, e percid 
avente tre gradi di liberta, figurano fra i dati della’ questione, come 
gia nel caso statico (Cap. XII,, n. 5), le forze esterne direttamente 
applicate, ma non la reazione che si suscita nel punto fisso, cosicché 
va ritenuto noto (0, piu precisamente, esprimibile in funzione della 
posizione e dell’atto di moto del corpo) il momento risultante MZ 
delle forze esterne rispetto ad O, mentre il risultante A é a priori 
incognito, in quanto vi porta contributo la incognita reazione nel 
punto fisso. Ma solo MZ compare nella seconda equazione cardinale, 
riferita ad O, cosicche proiettandola sugli assi otteniamo tre equa- 
zioni scalari sufficienti a definire il moto del sistema. 

Infine se il solido ha un asse fisso, trattandosi di un sistema con 
un solo grado di liberta, basta una sola equazione a definire in fun- 
zione del tempo l’unico parametro lagrangiano (angolo di orienta- 
zione intorno all’ asse); e una tale equazione, implicante solo le forze 
applicate e non le reazioni che si destano lungo I’asse, é fornita, 
anche qui come nel caso statico (Cap. XII,, nn. 6-10), dall’ equazione 
scalare dei momenti secondo I’ asse fisso. 

In base alle precedenti considerazioni le equazioni cardinali si 
possono anche chiamare le eqguazioni dinamiche del moto dei solidi. 


§ 2. - Moto di un solido intorno ad un asse fisso. 
Pendolo composto e sue applicazioni. 


3. SoLIDO CON ASSE FISSO. — Consideriamo un solido S, vincolato 
a rotare senza attrito intorno ad un asse fisso e assoggettato ad una 
sollecitazione qualsiasi. 

Qui le forze esterne si riducono a quelle direttamente applicate 
e alle reazioni che si destano lungo l’asse; e noi, mettendoci nelle 


CAPITOLO SESTO 


condizioni che possono dirsi tipiche pei problemi di moto, supponiamo 
che, mentre sono date le forze direttamente applicate, nulla si sappia 
a priori delle eventuali reazioni e si voglia determinare il moto del 
solido intorno all’ asse. Poiché il sistema é ad un solo grado di liberta, 
bastera che ci procuriamo un’ unica equazione indipendente dalle 
incognite reazioni. 

Denotando con & l’asse (fisso) di rotazione del solido e assumendo 
il centro O di riduzione in un punto (fisso) qualsiasi di €, avremo 
pel nostro solido le due equazioni vettoriali (1), (2’); e basta osser- 
vare che le eventuali reazioni, come forze applicate in punti dell’ asse, 
hanno ciascuna momento nullo rispetto ad esso, per riconoscere che 
unica equazione, sufficiente a determinare il moto, si ottiene pro- 
iettando la seconda equazione cardinale (2’) sull’asse —, cioé mettendo 
in equazione il teorema del momento scalare delle quantita di moto 
(Cap. V, n. 10). Si ottiene cosi, denotando oramai con M; il momento 
risultante rispetto a € delle forze attive di natura esterna, |’ equazione 


(3) Say te 

ossia introducendo l’anomalia 9 che basta a determinare Il’ orienta- 
zione del solido intorno all’asse e indicando con &# il momento di 
inerzia del solido rispetto a — (Cap. IV, n. 20) 


(3’) Ab) = M,. 


Il momento assiale Mg, al pari delle forze direttamente applicate 
da cui esso proviene, si pud riguardare conosciuto in funzione del 
tempo, nonché delle posizioni e delle velocité simultanee dei punti 
del solido, vale a dire, in ultima analisi di ¢, 86 e 6. Si viconosce 
cosi che la determinazione del moto e ridotta alla integrazione di 
un’ equazione differenziale del second’ ordine, perfettamente analoga 
a quella che regge il moto di un punto materiale sollecitato, sopra 
una traiettoria conosciuta, da una forza totale di conosciuta compo- 
nente tangenziale f (Cap. I, § 1) 


ms=f (Ss, §|t) . 


Alla massa del punto qui fa riscontro il momento di inerzia &%, 
all’ accelerazione tangenziale § l’accelerazione angolare 6 e, infine, 
alla risultante f delle forze tangenziali il momento risultante Me 
delle forze attive rispetto all’ asse. 

Naturalmente nel caso particolarmente notevole di forze esclusi- 
vamente posizionali, il momento Mg dipende dalla sola 6 (come la f 
dalla sola s) e la (3’) risulta integrabile con due quadrature (Cap. I, 
nn, 12 e 15). 


_ DINAMICA DEI SOLIDI ecc. 


4. PENDOLO CoMPOSsTO. — Si designa con un tal nome ogni solido 
liberamente girevole intorno ad un asse fisso, orizzontale, e soggetto 
esclusivamente al suo peso. Indicato ancora con & codesto asse di 
sospensione e chiamato G il baricentro del pendolo, individueremo, 
istante per istante, la posizione di quest’ ultimo mediante I’ anomalia 9 
(compresa tra — m e 7) del semipiano EG, misurata a partire dal 
semipiano verticale uscente da & verso il basso, e riferita, come a verso 
positivo, ad uno comunque scelto dei due versi possibili. Poiché i 
pesi dei singoli punti del solido sono, nel loro insieme, equivalenti 
vettorialmente al peso totale. mg applicato in G, il momento Me qui 
coincide col momento assiale di cotesto peso totale. Ora, se si riflette 
che la linea d’azione del peso totale @ ortogonale all’ asse (orizzon- 
tale) €, si riconosce che il valore assoluto 
di Mz @ dato dal prodotto di mg per la 
minima distanza di codeste due rette, vale 
a dire per /rsin§|;, se r eé la distanza 
(costante) del baricentro G dall’ asse &. Se 
poi si tien conto che in ogni caso il peso 
tende a ricondurre il baricentro nel semi- 
piano verticale verso il basso (da cui si 
contano le anomalie) e quindi da luogo 
ad un momento di richiamo, appare manifesto che Mz deve essere 


sempre di segno contrario a @ e quindi a sin9, talche si ha, in valore 


e segno, 
Mz =—mgrsing. 


Di qui, applicando la (3’) del n. prec., si conclude che l equazione 
del moto del pendolo composto é data da 


(4) Aj=—mgrsind. 
Ora basta porre P 

(5) 1 

per ridurre la (4) alla forma 

(4’) 19=—gsin6, 


in cui si riconosce l’equazione, che regge il moto di un pendolo sem- 
plice di lunghezza J (Cap. I, n. 25). . 

Coincidendo le equazioni differenziali, coincideranno altresi gli 
integrali (beninteso, a partire da condizioni iniziali identiche) , onde 
abbiamo che: Un pendolo composto si muove come un pendolo semplice 
di lunghezzea A/mr. 


\ 


ei 
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Del resto, anche senza richiami del Cap. I, questo risultato si — 
puod verificare direttamente, in base alla osservazione che il pendolo 
semplice non é che un caso limite 

3 del solido pesante girevole intorno 
ad un asse orizzontale. Basta ap- 

plicare le stesse considerazioni 

i or ora svolte, immaginando un 
pendolo cos} costituito: massa pen- 
dolare assimilabile ad un punto 
materiale P di massa m, con- 
P giunto all’ asse orizzontale fisso E 

mediante un’ asticella rigida, di lunghezza / e peso trascurabile, per- 
pendicolare all’ asse — e liberamente girevole intorno ad esso. Si ha 
in tal caso A=ml*, r=1, onde la equazione (4) del moto assume 
senz’ altro la forma (4'); e dal confronto delle (4’), (4) segue I’ enunciato. 

Alla lunghezza / definita dalla (5) si da il nome di lunghezea ridotta 
del pendolo composto. ¥: 

E, per quanto si é or ora visto, possiamo anche dire che se si 
indica con O la proiezione del baricentro G sull’asse € e si porta 
sulla semiretta OG il segmento OP=/, il 
punto P, considerato come solidale col pen- 
dolo composto, oscilla come se non appar- 
tenesse a questo corpo, ma costituisse la 
massa pendolare, liberamente oscillante e 
di misura m, di un pendolo semplice so- 
speso in 0. 

I due punti O,P chiamansi rispettiva- 
mente centro di sospensione e centro di oscil- 
lazione del pendolo composto, e la parallela o per P a &, i cui punti 
oscillano tutti come P, dicesi asse di oscillazione. 

Notiamo che Ja (5) si pud scrivere OP.OG=A/m. 

Se poi si introducono il momento d’inerzia Hp, del solido rispetto 
all’ asse baricentrale parallelo a & e il corrispondente giratore 5 si ha, 
come ben sappiamo (Cap. X,, n. 19), 


A = Ay + mi? =m (6? +7), 
talché sostituendo nella (5) si ottiene 


(5') t= oS +r 
e quindi 

(5") (eer s 
od anche 


OGG R= >. 
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E questa, nella sua forma pitt semplice, la relazione car atteristicay 
che lega la lunghezza ridotta alla distanza del baricentro dall’ asse 
di oscillazione e al giratore baricentrale del solido. 

Poiché 7 e 4% sono positivi, si desume dalla (3’) che é sempre 
1>r; cioé lVasse di oscillazione dista sempre dall’ asse di sospensione 
pin del baricentro. 


5. TEOREMA DELL’ HuYGENS. — Supponiamo che il pendolo presenti 
_ tale disposizione sperimentale che sia possibile sospenderlo anche per 
Vasse di oscillazione 0. Diciamo che la lunghezza ridotta & ancora 1; 

cioe quando Vl’ asse di oscillazione diviene asse di sospensione, il pri- 
— mitivo asse di sospensione diviene asse di oscillazione. 

Per dimostrare questa proprieta applichiamo la (5”) al calcolo della 
lunghezza ridotta /’ del nostro pendolo, nella seconda dis posizione. 
Dovremo sostituirvi /’ ed /—r ad 1 ed r rispettivamente, lasciando 
inalterato 5, Avremo cosi 


(Wi —i+r) (l—r)=8, 


e 


e quindi, eliminando 6* per mezzo della (5’) e riducendo, 
(’—l) (-—r)=0. 
Di qui, essendo / >7, si trae appunto 


Lt, 
come avevamo asserito. 

Reciprocamente, se un pendolo oscilla nello stesso modo intorno a 
due assi paralleli (situati in un medesimo piano, da bande opposte 
e a diversa distanza dal centro di gravita) cioé se le lunghezze ri- 
dotte 1 ed V coincidono, il loro valore comune & precisamente eguale 
alla distanza dei due assi (Teorema dell’ HUYGENS). 

Infatti, designate con 7, r’ le distanze dei due assi dal baricentro, 
si ha per la (5”) 

C7 ob 7) rh 0"; 
onde segue, per la supposta uguaglianza di / ed /’, 


G=r)r=(t—r)r, 
ossia 
UL per sf a Womens Rat ghd 
Essendo, per ipotesi, diverse le distanze r ed rv’ dei due assi dal 
centro di gravita, possiamo dividere per r—vr’ e risulta J=r-+r', 
secondo quanto si é affermato. 
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6, DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DI g. — Sul teorema dell’ HUYGENS 
si basa ’impiego del pendolo fisico alla determinazione sperimentale 
dell’ accelerazione di gravita. Si adopera il cosi detto pendolo rever- 
sibile del KATER. Esso 6 un pendolo composto, cui sono uniti due assi 
paralleli (coltelli) contenenti nel loro piano e a distanze disuguali il 
baricentro del pendolo, e tali di piu che il pendolo possa farsi oscil- 
lare intorno ad entrambi, nel medesimo modo. Per il teorema pre- 
cedente, la distanza J dei due assi € senz’ altro eguale alla lunghezza 
del pendolo semplice isocrono, talché la durata TJ di una oscillazione 
semplice, per piccole ampiezze, sara espressa sensibilmente (Cap. I, 


n. 31) da we 
y- 

I hisses Ve 
g 


Poiché / e 7 si misurano sperimentalmente in modo agevoie (/ col 
catetometro, 7 notando il tempo di durata di un numero abbastanza 
grande di oscillazioni) la formula precedente serve alla determina- 
zione di g. 


@. DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DEI MOMENTI DI INERZIA. — Una 
seconda applicazione del teorema dell’ HUYGENS consiste nella deter- 
minazione pratica dei momenti di inerzia dei corpi solidi. 

Ove si voglia valutare il momento di inerzia di un corpo, rap- 
porto a un dato asse &, basta che lo si possa far oscillare attorno 
a quest’ asse. 

Designando con m’ la massa del corpo, con 7’ la distanza del suo. 
baricentro G’ dall’asse, con & il cercato momento di inerzia, con 7’ 
ja durata di una oscillazione semplice, si ha ¢ 


A 


(6) | Ran pe, 
mr’ g 


da cui si potrebbe ricavare il valore di # qualora, oltre a 7”, si 
conoscessero m’ ed 7’. 

Ma sperimentalmente @ malagevole determinare con esattezza il 
valore di 7”. 

Giova quindi ricorrere al seguente artificio, che permette di pre- 
scindere anche dalla conoscenza di m’. 

Colleghiamo rigidamente al corpo dato una massa ausiliaria m’” , 
distribuita uniformemente attorno all’asse —, e facciamo oscillare 
questo sistema complesso. Sia 7 la durata di oscillazione di questo 
sistema e p il momento di inerzia rispetto a & del corpo ausiliario. 
L’ incognita A si pud esprimere per mezzo di 7’, Te yp. 


2 Infatti, miteodaconne’ per un momento anche la distanza r del 
sa peniceutro G dell’intero sistema dall’asse —, avremo una formula 
analoga alla (6), cioé 


= | A+ 
og | Parana 
Eo (m’ +m") rg 
Ora il centro di gravita G” della massa m’, per la supposta sim- 
metria, cade sopra la retta €; d’altra parte (Cap. X,, nn. 12 e 10), 
applicando la proprieta distributiva, e poi la regola dei momenti ai 


_ punti G’ (di massa m’) e G” (di massa m’), nonché al loro bari- 
- centro G, si ricava immediatamente 


mr’ = (m' +m) r. 


Portando questo valore di (m’ + m’’)r nella (7) dividendola membro 
a membro per la (6) ed elevando a quadrato, si ricava 


§ 3. — Generalita sul moto di un solido 
intorno ad un punto fisso 0 intorno al baricentro. 


8. EQUAZIONI DI EULERO. — Nella Dinamica dei sistemi rigidi un 
-problema tipico con tre gradi di liberta é, accanto al moto piano di 
cui in questo Compendio non ci occuperemo (3), quello del-moto di 
un solido fissato (senza attrito) in un suo punto O; ed é questo uno 

dei problemi pit importanti di tutta la Meccanica, non soltanto per 

la grande varieta di questioni concrete, di cui esso fornisce la sche- 

matizzazione, ma anche per le vedute SOU e gli sviluppi teorici, 
che ne derivarono. 

Della impostazione di un tale problema avemmo gia incidental- 
mente occasione di dare un cenno al n. 2. Riprendiamo le conside- 
razioni 14 accennate per chiarirle e completarle. 

-_-Naturalmente, trattandosi del moto di un solido, conviene ricor- 
rere alle equazioni cardinali; e |’ ipotesi stessa della fissita del punto O 
suggerisce senz’altro di scegliere in esso il centro di riduzione dei 


(4) Non va tuttavia taciuto che i problemi dinamici del moto di una figura 
rigida nel piano hanno una notevole importanza tecnica. Rimandiamo per questo 
argomento alle nostre Lezioni, pitt volte citate, Vol. IJ,, Cap. VII, §§ 5-9. 
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momenti, con che codeste equazioni, riferite ad assi galileiani Q 7§ 
assumono la loro forma piu. semplice 


ag 

(1) 10 —R, 
dik 

(2) ap u- 


Qui le forze esterne, di cui #& ed M denotano il risultante e il mo- 
mento risultante, rispetto al punto fisso 0, constano di quelle diretta- 
mente applicate (di natura esterna) e della reazione che si desta in O. 

Ora mettendoci, come gia pel solido ad asse fisso (n. 3), nelle 
condizioni tipiche, supponiamo che, conoscendo le forze attive (e ba- 
stano quelle esterne) e nulla sapendo a priori della reazione in 0, si 
voglia determinare il moto del solido intoroo al punto fisso. 

Codesta incognita reazione compare esplicitamente nella (1), come 
componente della A, mentre, essendo in ogni caso applicata in 0, 
non reca contributo alcuno al momento M, talché la (2) risulta da 
essa del tutto indipendente; e, poiché il solido ha, in questo caso, 
tre soli gradi di liberta,  equazione vettoriale (2) basta da sola (come 
gia notammo al cit. n. 2) a caratterizzare il moto del solido in base 
ai dati diretti della questione (e alle condizioni iniziali). 

Codesta equazione cardinale dei momenti si rende piu espressiva 
e pit adatta alla discussione del problema, ove si riferisca ad una 
terna di assi x, y, 2, solidali col corpo e aventi l’origine in 0. 

Se si denotano con punti le derivazioni temporali eseguite con 
riferimento a codesta terna, girevole rispetto ad QEyZ con la stessa 
velocita angolare @ del solido, si ha (Cap. IV,; n. 6) 


dk 

AR tease ol {Ga + @ A K, 
talché la (2) assume la ferma 
(8) K+o\K=M. 


K giova particolarizzare ulteriormente il riferimento solidale, assu- 
mendo come terna Oxyz quella dei tre assi principali di inerzia del 
solido nel suo punto 0. Con questo riferimento l’ omografia vettoriale 
di inerzia da per le componenti del momento delle quantita di moto K 
secondo gli assi xv, y, z, le espressioni canoniche (Cap. IV, n. 16) 


(9) Ki =e Dyn = Od, NG == Ce 


dove A, %, C denotano i tre momenti principali di inerzia del so- 
lido in O (i quali, naturalmente, si intendono dati) e p, q, 7 le in- 
cognite componenti, secondo Oxyz, della velocita angolare @ di 
quest’ ultima terna (cioé del solido stesso) rispetto alla terna di rife- 
rimento meccanico QEy¢. 
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Se, allora, si designano con M,, M,, M, le componenti, secondo 
ali assi poet del momento neuliante. IM, rispetto ad 0, delle forze 
attive esterne, la (2), proiettata sui tre assi (principal @’ inerzia) 
x“, Y, 2, conduce alle tre equazioni scalari 


(10) Bo —(C—A)rp=M, 
Cr —(A-Z)pq=M,. 

Sono queste, nella loro forma generale, le classiche equazioni di 
EULERO pel moto di un solido intorno ad un suo punto. 

Ma importa rilevare che, in generale, non si pud dire raggiunta 
con esse la impostazione completa e definitiva del problema. Le com- 
ponenti M,, M,, M, del momento M, come le forze attive esterne 
da cui questo proviene, vanno considerate, nel caso pil generale, 
come conosciute in funzione, oltre che del tempo, delle velocita dei 
singoli punti del solido, e, in pit, delle loro posizioni nello spazio o, 
cid che é lo stesso data l’ipotesi di rigidita, della orientazione del 
solido intorno ad O. Ora noi sappiamo che mentre codeste velocita 
sono esprimibili, a norma della nota formula cinematica 


Up =o \(P—9O), 


in termini finiti delle p, g, 7 e della posizione dei rispettivi punti 
0 cid che é lo stesso, di tre parametri d’ orientazione, comunque 
scelti, del solido nello spazio, le p, g, 7, per la loro stessa natura di 
velocita, sono legate a codesti parametri di orientazione da relazioni 
di tipo differenziale. Appare di qui manifesto che a completare |’ im- 
postazione del nostro problema dovremmo anzitutto fissare codesti 
parametri di orientazione e poi aggregare alle equazioni di HULERO (10) 
le loro relazioni differenziali con le caratteristiche p, q, r 

Ma vi sono alcuni casi (e ne daremo un esempio notevolissimo 
al § 5), in cui le equazioni di KULERO bastano da sole, se non a in- 
dividuare il moto in maniera completa, per lo meno a fissarne I’ an- 
damento generale. 


9 MoTO DI UN SOLIDO LIBERO INTORNO AL BARICENTRO. — La Se- 
conda equazione cardinale assume la forma 
(8) K+o \ k= MM 


anche per un solido libero, purche si prenda come centro di riduzione 
(e origine della terna solidale) il baricentro del corpo. Qui natural- 
mente non vi é luogo a parlare di reazione in O=G, talché M de- 
signa ancora il momento risultante delle sole forze esterne attive 
(questa volta rispetto al baricentro) e la (8), proiettata sugli assi 


marinas: 
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principali baricentrali del solido, fornisce tre relazioni differenziali 
fra le caratteristiche p, g, 7 (del moto relativo al baricentro) e i mo- 
-menti M@,, M,, M,, le quali formalmente hanno ancora I’ aspetto delle 
equazioni di EULERO (10). Ma qui interviene, rispetto al caso del 
n. prec., una differenza essenziale. Introdotti i parametri di orienta- 
mento del solido, il momento M, al pari della sollecitazione attiva, 
va considerato dipendente non solo da codesti tre parametri e dagli 
argomenti p,q,” (e t), tutti inerenti al moto relativo al baricentro, ma 
anche dalla posizioné e dalla velocita (assolute) del baricentro stesso; 
e poiché il moto di questo e definito precisamente dalla prima equa- 
zione cardinale (si ricordi il teorema del moto del baricentro, Cap 
V, n. 6) si riconosce che per la determinazione del moto di un solido 
libero intorno al baricentro non basta considerare isolatamente, come 
pel moto intorno ad un punto fisso, la equazione cardinale dei momenti, 
bensi @ necessario (almeno in generale) tornare alla impostazione 
tipica del problema dinamico del solido, considerando simultanea- 
mente le due equazioni cardinali. 


§ 4. - Solidi in rapida rotazione e fenomeni 
giroscopici elementari. 


10, FENOMENI GIROSCOPICI ELEMENTARI. — E qui opportuno che, 
in una breve digressione, ricordiamo e precisiamo un ordine di feno- 
meni meccanici, che, almeno sotto il loro aspetto immediato, non 
possono essere sfuggiti alla osservazione di aleuno. Ciascuno di noi 
“ha certamente sperimentato che i solidi in rapida rotazione presen- 
tano, di fronte alla gravita, un comportamento, per cosi dire, di ec- 
cezione: un disco che rotoli rapidamente sul terreno, le ruote di una 
bicicletta in corsa, una trottola che giri velocemente intorno al proprio 
asse mostrano che la rapida rotazione sottrae, almeno in parte, questi 
vari corpi agli ordinari effetti della gravita. Ora, grossolanamente 
parlando, si pué dire che son questi alcuni esempi di quei fenomeni 
che si sogliono chiamare giroscopici. 

Col nome di giroscopio (che sembra essere stato usato la prima 
volta dal FoucauLT (4) per un dispositivo ideato dal BOHNENBERGER 


(1) Leonn Foucavutt, n. a Parigi nel 1819, m. ivi nel 1878. Fu astronomo 
al Bureau des Longitudes 6 all’Osservatorio di Parigi, e membro di quella 
Accademia delle Scienze. Esegui ricerche sperimentali di elevata importanza 
in collaborazione col REGNAULT, col Fizmau ed altri: celebre la determinazione 
diretta della velocita della luce. Il suo nome é legato alla storia della Meccs- 
nica per la famosa esperienza eseguita nel Pantheon di Parigi (1851), con cui 
verified Ia rotazione del piano di oscillazione del pendolo sferico, dovuta alla 
rotazione terrostre. Cfr. in proposito le nostre Lezioni, ece., Vol. II,, Cap. Il, § 9. 
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a Tubingen, nel 1877)) si designa in Fisica un apparecchio che, nella 
sua forma pil semplice, é costituito da un disco metallico, omogeneo, 
massiccio, calettato ortogonalmente, nel suo centro O, ad un asse, i 
cui estremi sono liberamente imperniati in 
due punti A, A’ diametralmente opposti di un 
-anello metallico, il quale é alla sua volta, libe- 
ramente girevole intorno al suo diametro or- 
togonale ad A A’, in quanto gli estremi B, B’ 
di questo secondo diametro sono imperniati in 
una forcella semicircolare; e questa forcella é 
resa, pur essa, girevole liberamente intorno al 
suo asse dall’inserzione a manicotto del suo 
piede in una solida base, destinata ad essere 
appoggiata su di un tavolo orizzontale. Se- 
condo la nomenclatura da noi adottata (Cap. IV, 
n. 17) il disco massiccio insieme col suo asse 
solidale A A” (in quanto é un solido rotondo 
dotato, rispetto ad A A’, di completa simme- 
tria geometrica e materiale) costituisce un 
giroscopio in senso ristretto: e possiamo dire 
che il dispositivo dianzi descritto é semplicemente destinato a far s} 
che codesto giroscopio possa liberamente muoversi intorno al suo 
baricentro 0. 

Cid posto, si immagini di imprimere al giroscopio una rapidissima 
rotazione intorno al suo asse AA’ e di appoggiare I’ apparecchio su 
di un tavolo, con che codesto asse AA’ si trovera disposto secondo 
una certa direzione. Se allora si prova a deviare l’asse AA’ da co- 
desta direzione, facendo rotare con la mano Il’anello intorno al suo 
diametro BB’ o la forcella intorno al suo asse verticale, si avverte 
subito una resistenza notevolmente maggiore di quella che sarebbe 
offerta dal semplice attrito ai perni e nel manicotto della base, qua- 
lora il giroscopio fosse in quiete (relativa). Se poi si prende in mano 
la base dell’apparecchio e lo si muove comunque nello spazio (na- 
turalmente con una certa lentezza ed evitando mosse brusche) si vede 
che l’asse AA’ del giroscopio, in rapida rotazione, conserva invariata 
la sua direzione primitiva, rispetto agli oggetti circostanti. Anzi se 
si ricorre a dispositivi atti ad assicurare, meglio della forcella e del 
manicotto, la libera mobilita del giroscopio intorno al suo baricentro, 
e se ne mantiene, p. es., con mezzi elettrici, la rapida rotazione, si 
verifica che nemmeno la rotazione diurna della Terra modifica la 
direzione dell’asse AA’, in quanto esso si conserva invariabilmente 
diretto verso il medesimo punto della sfera celeste. Questa consta- 
tazione sperimentale prende il nome di principio della permanenza 
o tenacia degli assi giroscopici. 
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Ma viéun altro fenomeno, altrettanto importante e un po’ pit riposto. 
Naturalmente, applicando all’ asse in un suo generico punto una forza F, 
p. es., un peso, si riesce, per cosi dire a vincerne la tenacia e a farlo 
deviare; ma questa deviazione non avviene come potrebbe apparire 
prevedibile alla semplice intuizione, cioé nel piano per l’asse che 
contiene la forza, bensi in quello ortogonale ad essa. L’ osservazione 
accurata conduce a precisare il fenomeno nei termini seguenti. La 
forza F’ applicata in un generico punto dell’ asse, p. es., in A, de- 
termina rispetto al baricentro O un certo momento M, che risulta 
ortogonale (in verso ben determinato) al piano di Fe dell’ asse. Ora 
sotto l’azione di F’, l’asse giroscopico (pensato al solito nel verso ri- 
spetto a cui appare destra la presupposta rotazione rapida del giro- 
scopio) tende a disporsi nella direzione e nel verso di J¥. E questo 
il cosidetto principio della tendenza al parallelismo (dell asse giro- 
scopico al momento sollecitante). : 

Noi qui, in base alla equazione cardinale dei momenti, ci rende- 
remo conto in via teorica dei due principi sperimentali, dianzi chia- 
riti, e cominceremo coll’ occuparci della tendenza al parallelismo, 
notando sin d’ ora che per spiegare un tale fenomeno non é affatto es- 
senziale l’ipotesi che si tratti di un solido a struttura girosecopica, 
bensi basta supporre, che l’asse intorno a cui avviene la rapida ro- 
tazione coincida con un asse principale d’inerzia del solido. 


li. SPIEGAZIONE QUALITATIVA DELLA TENDENZA DELL’ ASSE DI RAPIDA 
ROTAZIONE AL PARALLELISMO COL MOMENTO SOLLECITANTE. — Per trat- 
tare la questione sotto il suo aspetto pil generale, cominciamo da un 
solido di struttura qualsivoglia e consideriamone un generico moto 
intorno ad un suo punto O, tenuto fisso o coincidente col baricentro. 
L’equazione cardinale dei momenti, riferita ad assi galileiani e scritta 
sotto la forma 

dk = Mat, 


mette in luce la circostanza che l’incremento subito ad ogni tempu- 
scolo dal momento risultante AK delle quantita di moto é parallelo 
al momento risultante JM delle forze esterne, cosicché si pud dire 
che in ogni caso K, nel tempo, tende a disporsi parallelamente ad MW. 

Ma immaginiamo che il corpo ruoti rapidissimamente intorno ad 
un suo asse principale d’ inerzia; pili precisamente, assunti come assi 
solidali Oxyz gli assi principali di inerzia relativi ad O, e considerate 
le corrispondenti componenti p, g, r della velocité angolare w del 
solido, supponiamo che, nell’intervallo di tempo durante il quale si 
considera il moto, la 7 sia, di fronte a » e q, tanto grande che cia- 
scuno dei rapporti p/r, q/7 si possa trattare come una quantita 
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_ del primo ordine. Sia cioé 


\ 


eae 


con ¢ trascurabile in prima approssimazione. 

Di qui intanto risulta che l’angolo § che, entro il solido, la linea 
@azione di , 0 asse istantaneo di rotazione, forma col versore kh 
dell’ asse di rapida rotazione Oz, in quanto si ha 


Vp? + 2 ats 
igo et <ey2, 


é trascurabile, talche, come appunto si voleva, l’asse istantaneo di 
rotazione coincide sensibilmente coll’asse principale di inerzia Oz. 

Ma (ed € questa !’ osservazione essenziale pel nostro scopo) anche 
il momento risultante AC delle quantita di moto, nelle condizioni 
supposte, coincide sensibilmente coll’ asse Oz. Invero l’ angolo 6, = Ak 
é definito, in base alle equazioni canoniche (4) dell’ omografia di 
inerzia, da 


#8, \UpP+ Be _ 5 cae 
Nias 


Cr. 


ed é percid pur esso trascurabile, sotto l’ovvia ipotesi che %, B,C 
siano fra loro di grandezza comparabile. 

Vale dunque per Oz lo stesso comportamento rilevato dapprincipio, 
in base all’equazione cardinale dei momenti, per K; e si conclude 
appunto che l’asse di rapida rotazione tende a disporsi parallela- 
mente al momento sollecitante WM. 

Giova notare che, mentre la coincidenza approssimata dell’ asse 
istantaneo di rotazione coll’asse Oz sussiste in ogni caso sotto la sola 
ipotesi della grande rapidita di rotazione intorno ad Oz, l’ ultima dedu- 
zione relativa alla sensibile coincidenza delle direzioni di AK ed Oze 
subordinata in modo essenziale all’ipotesi che la rapida rotazione av- 
venga intorno ad un asse principale di inerzia. Se, infatti, cosi non 
fosse, il numeratore della espressione che fornisce tg 0, dipenderebbe, 
in base alle equazioni generali della omografia di inerzia (Cap. IV, 
n. 16), anche da r e nulla si potrebbe affermare circa l’ordine di 


grandezza di 0. 


12. SPIEGAZIONE QUALITATIVA DELLA TENACIA DELL’ ASSE GIROSCO- 
pico. — Per dare ragione di questo secondo fenomeno ci riferiremo 
specificamente ad un solido S di struttura giroscopica rispetto ad un 
suo punto O, tenuto fisso o coincidente col baricentro. 


Non sara inutile rammentare che con cid, secondo la nomenclatura — 
fissata al n. 17 del Cap. IV, si intende che sia rotondo I ellissoide di 
inerzia del corpo rispetto ad O (# =&). Di pit ricordiamo che, 
scelta una terna Oxyz, in cui Oz sia l’asse giroscopico (cioé |’ asse 
di codesto ellissoide rotondo) e denotati con #& il corrispondente 
versore, con & e @ i momenti principali di inerzia, rispettivamente 
equatoriale e assiale, la velocita angolare » e il momento risultante 
KK delle quantita di moto si possono esprimere sotto la forma 


(11) o=et+trk, K=Ae+Crk, 


con che il vettore e rappresenta il componente equatoriale di w. 

A questi richiami giova agggiungere, in via preliminare, una ovvia 
osservazione di natura cinematica. E manifesto che il moto del solido 
é completamente definito se, a partire da un certo istante iniziale 

in cui sia fissata l’orientazione del solido intorno al suo asse O2, si 
conoscono istante per istante il versore A(t) e lo scalare r(#) o 
velocita giroscopica. 

Ora é agevole riconoscere che il componente equatoriale e(t) della 
velocita angolare risulta univocamente determinato dal solo versore 
k(t). Si ricordi invero  equazione del Poisson (Cap. Ij, n. 19) 


ake 
2 —— = Ie 
(12) Ap Ak, 
che in virtu della prima delle (11) si riduce a 
; dk 
(13) ae CE 


e si rifletta che il moltiplicare, come in e/\k, un vettore e vetto- 
rialmente a destra per un versore /, ad esso ortogonale, equivale a 
far rotare e, intorno alla direzione orientata di #, di un angolo 
retto in senso sinistro. Si vede cosi in linea generale che, se il 
vettore e/\& si moltiplica ancora vettorialmente per lo stesso ver- 
sore h, ma a sinistra, il vettore e viene riportato nella sua orien- 
tazione iniziale, cioe si ha l’identita 


e=kA\ (eA); 
e nel nostro caso, tenuto conto della (13), si conclude 


(14) e=k ES 


Cid premesso, confrontiamo pel nostro solido due moti diversi, tali 
che il versore & vari in entrambi secondo una medesima legge tem- 
porale /:(t) arbitrariamente prefissata, mentre la 7 nel primo sia co- 
stantemente nulla e nel secondo si mantenga rilevante, per esempio 


eel 
ir 


DEI SOLIDI ecc. 


_ conservando un certo valore costante, molto grande, 7; e valutiamo 


i momenti sollecitanti MZ ed M™, atti a determinare, rispettivamente, 
il primo e il secondo moto. 

A tal fine cominciamo col notare che, per I’ osservazione fatta 
pocanzi, il componente equatoriale e della rolaetth angolare é, istante 


_-per istante, il medesimo nei due moti, mentre invece sono diem t. 


due momenti risultanti AK e K* delle quantita di moto, che, in 
quanto nel primo é r=0, nel secondo +=71,, sono dati da 


K=Ae, K*=HAe+Crk. 


Basta allora applicare ai due casi l’equazione cardinale dei mo- 
menti (2) e tener conto, pel secondo caso, della (13), per concludere 


(15) waa, mesa t tenenk, 
e quindi 
(16) M*=>M+Cre\k. 


La circostanza che Vincremento M*— M eé dato dal prodotto 
del vettore Ce \k, istante per istante identico nei due moti, per 
lo scalare 7, mette in luce come lo sforzo necessario a deviare |’ asse 
giroscopico secondo una legge temporale prefissata sia, a parita delle 


-altre condizioni, tanto maggiore quanto pit rapida é la rotazione 


intorno all’asse giroscopico. Ora, se per 7) grandissimo occorre uno 
sforzo molto notevole, é manifesto che sforzi moderati non potranno 
dare se non effetti trascurabili; e cio spiega appunto la tendenza dei 
corpi di struttura giroscopica, animati di rapida rotazione assiale, a 
mantenere sensibilmente immutata (rispetto alle stelle fisse) la dire- 
zione del loro asse, anche se con moderate sollecitazioni si cerca di 
proyocarne una deviazione. 

Dianzi ci siamo limitati a confrontare i momenti M, J@*, che 
corrispondono ai due moti presupposti. Poiche, come risulta dalle (15), 


sono entrambi equatoriali, ciascuno di essi si puO immaginare rea- 


lizzato mediante una forza applicata all’asse Oz, in un suo punto A 
prefissato ad arbitrio, e perpendicolare ad esso. Ora é di evidente 
interesse il confrontare anche codeste due forze F, #*, le quali, 
ove si ponga OA —l, sono definite rispettivamente dalle due equa- 
zioni 


ik\F=M, ik\ F*=M*, 


associate ciascuna alla condizione di ortogonalita rispetto a #. Di 
qui, in base alla osservazione fatta dapprincipio sull’ effetto della mol- 
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tiplicazione esterna di un vettore per un versore ortogonale, si trae 


P=+ MAk, Ft= + M* Ak, 
e quindi in base alla (16) 


c 
F* = F — ie Mee 
La presenza del fattore 7) nel secondo addendo illustra ancora 
una volta la tenacia degli assi; e, sotto questa forma, la giustifica- 
zione appare anche pil espressiva, come quella che fa intervenire 
direttamente la intensita della richiesta sollecitazione. 


13. OSSERVAZIONE SUL MOTO INCIPIENTE. — Come complemento 
alle precedenti considerazioni qualitative, riferiamoci ancora al so- 
lido S di struttura giroscopica del n. prec., e immaginiamo che, dopo 
avergli impressa una rapida rotazione, intorno all’ asse giroscopico 
Oz, lo si abbandoni a se stesso, sotto Vazione esclusiva di una 
forza # applicata in un generico punto A dell’asse e, per fissare 
le idee, perpendicolare ad Oz. 

In tali condizioni, l aspetto saliente del moto consiste, pel prin- 
cipio di tendenza al parallelismo, in una deviazione dell’ asse giro- 
scopico Oz, per cui esso, movendosi nel piano ortogonale ad Ff, 
tende a disporsi nella direzione e nel verso del momento M di 
rispetto ad O. 

Tuttavia, se questo e il carattere generale del moto, non si pud 
affermare che in ogni istante l’asse Oz si sposti perpendicolarmente 
ad #, Anzi, se si fissa in particolare l attenzione sull’istante, in cui 
sul corpo, gia in rapida rotazione, comincia ad agire la forza F, si 
riconosce che, in accordo colla intuizione diretta, il moto incipiente 
ha luogo nella direzione e nel verso della forza attiva F’. 

Per dimostrarlo, osserviamo anzitutto che, in quanto il momento 
M=(A— 0) /\ # é tutto equatoriale, si ha M,=0; onde la terza 
equazione di EULERO (10), ove si tenga conto della condizione carat- 
teristica A= ZB della struttura giroscopica, si riduce ad 


r=0. 


Si ha dunque intanto che, durante il moto, la velocita angolare 
del corpo intorno ad Oz conserva costantemente il suo valore iniziale 7. 
D’altra parte, posto al solito OA=1, si derivi l’ identita 


A—O=lk 


rispetto al tempo, con riferimento ad assi fissi, se O @ punto fisso, 


= 


' e@ quindi inizialmente 


_DINAMICA DEI SOLIDI ecc. 


ad assi di direzione invariabile e di origine 0, se questo punto 
coincide col baricentro. Una prima derivazione da, in base alla (13), 


dA 
(17) at =leN\k, 
onde si rileva che nell’ istante iniziale, in cui per ipotesi é nullo il 
componente equatoriale e della velocita angolare w (tutta assiale), 
é@ pur nulla la velocita di A. 

Ora questo punto si trova ritenuto (senza attrito) dalla sfera di 
centro O e raggio l. 

Il suo moto incipiente avviene quindi nella direzione e nel verso 
del componente della forza attiva secondo il piano tangente alla sfera, 
componente che si identifica colla stessa F, irene questa si suppone 
normale all’ asse. 

Di cid si pud naturalmente rendersi conto anche per materiale 
derivazione della (17) aISperts? al tempo. 


Poiché inizialmente e é nullo e d’ altro canto sussiste la (13), si ha 


(18) (Ga), =! (az A*).. 


Ma, in virtu della stessa (13) e della K—He+Cr,k, la equa- 
zione cardinale dei momenti da 


ad 
AZ +ene\k=M, 


de. 1 
(=a ()o ; 


dopo di che, sostituendo nella (18) e osservando che dalla 


M=lkA\Lf 
discende, per la solita identita relativa al doppio prodotto esterno, 
LF=MAk, 


si perviene alla 


a? A if 
(GE)= a Fe, 


la quale esprime appunto che il moto incipiente di A avviene nella 
direzione e nel verso della forza attiva F’. 

Osserviamo che l’ipotesi, cuici siamo attenuti in questa seconda 
dimostrazione, che la forza attiva sia perpendicolare all’asse é del 
tutto inessenziale, perché ogni forza applicata nel generico punto A 
dell’ asse si pud scindere nel suo componente assiale F, e nel suo 
componente equatoriale #’; e, siccome #, non reca contributo alcuno 


CAPITOLO SESTO_ 


al momento M, tutto va come se la forza si riducesse al suo com- 
ponente equatoriale. 


§ 5. - Moto alla Poinsot. 


14. EQUAZIONI DEL MOTO. — Qui, da ultimo, ci proponiamo di 
studiare un caso notevolissimo (gia preanunciato al n. 8), in cui le 
equazioni di EULERO bastano da sole a caratterizzare |’ andamento 
generale del moto. 

Si tratta precisamente di quei moti che, per un solido di struttura. 
materiale qualsiasi, fissato in un suo punto O, si presentano, quando 
le forze attive (di natura esterna), applicate al solido, hanno, rispetto 
al punto fisso 0, un momento risultante costantemente nullo (cioe 
sono vettorialmente equivalenti ad un’unica forza applicata in 0). 
Questa circostanza si trova manifestamente realizzata per ogni solido 
soggetto all’ azione esclusiva della gravita e fissato nel suo baricentro, 
e piu particolarmente ancora, per qualsiasi solido fissato in un suo 
punto e sottratto ad ogni sollecitazione attiva, a partire da un atto 
di moto iniziale qualsivoglia (moto spontaneo). 

In ogni caso, sotto la posta ipotesi, le forze di natura esterna 
comprendono, oltre quelle attive, soltanto la reazione del punto fisso, 
la quale ha pur essa momento nullo rispetto ad O. Percid la seconda 
equazione cardinale (2) assume, rispetto agli assi fissi O& 7 €, la forma 
dk 
oe 
cosicché esprime il fatto che, durante tutto il moto, il momento delle 
quantita di moto K del solido, rispetto al suo punto fisso O, si man- 
ticne costante (in grandezza, direzione e verso). Vale insomma I’ in- 
tegrale del momento (vettoriale) delle quantita di moto 


(20) K= Ky, 


dove A, denota il momento risultante delle quantita di moto iniziali. 

Vi é un caso particolare, in cui questo integrale primo basta da 
solo a caratterizzare completamente il moto: é il caso in cui I ellis- 
soide d’inerzia relativo al punto fisso O si riduce ad una sfera 
(A =B==C), con che le (9) equivalgono all’ unica equazione vet- 
toriale 


(19) 


: K=A®w. 

La costanza di K implica percid quella di w, cosicché il moto 
si riduce necessariamente ad una rotazione uniforme (intorno ad una 
retta per O comunque diretta, sia nello spazio che nel corpo). 

Quando lellissoide d’inerzia non si riduce ad una sfera, la co- 
stanza di A rispetto al riferimento fisso non implica che questo 


ee ee at 7 tales PN « 


vettore serbi una determinazione invariata entro il corpo 0, pid pre- 
_cisamente, rispetto ad assi solidali con esso, che al solito sceglieremo 
con lorigine in 0. La legge con cui varia entro il corpo il vet- 
tore K (in quanto K é fisso nello spazio) @ definita dalla 


Be). K+0\K=0, 


in cui si traduce, con codesto riferimento, la (19). 

Se, al solito, si assume la terna solidale Ovyz, coincidente con 
quella degli assi principali d’inerzia in 0, la (19’) proiettata su questi 
assi, da le tre equazioni di HULERO, a secondi membri identicamente 
nulli, 

A p-(B—C)qr=0, 


(10°) By—(C —A)rp=0, 
CRIA —B) d= 0, 


le quali, a differenza di quanto accade in condizioni generali di sol- 
lecitazione (n. 8), implicano esclusivamente le p, g, 7 e le loro deri- 
vate, cosicché bastano da sole a definire la legge temporale di varia- 
zione di codeste caratteristiche, vale a dire, in sostanza, |’ andamento 
del moto. Su questo le forze attive, che non compaiono affatto nelle (10’), 
non influiscono in alecun modo; e si pud dire che tutta la loro azione 
si esplica nel determinare, a norma della prima equazione cardinale, 
la reazione del punto fisso, mentre il solido si muove intorno a questo 
‘come se fosse sottratto ad ogni forza attiva esterna e risentisse solo. 
eli effetti dell’ atto di moto iniziale. E per questo che il moto qui 
considerato vien detto da taluni moto per imerzia o moto spontaneo. 
Noi lo chiameremo moto alla PotnsoT dal nome di chi ne ha dato 
la rappresentazione geometrica di cui ci occuperemo al n. 16. 


15, INTEGRALI PRIMI. — Abbiamo visto al n. prec. che, nel pre- 


sente caso del moto alla Pornsot, la seconda equazione cardinale (19), 
-o le equivalenti equazioni di EuLERO (10’) ammettono I integrale 
(vettoriale) del momento delle quantita di moto 
(20) ; dea 16. 

Di qui consegue in particolare che durante il moto alla PoINsoT 
resta invariata la lunghezza del momento A, il che, in base alle (9), 
si traduce nella equazione 


(21) Arpt + Brg + C2r2= Ki. 


EK questo per le (10) il cosiddetto integrale del momento scalare 


delle quantita di moto. 
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Ma é facile riconoscere che per codeste equazioni sussiste un 
altro integrale primo fondamentale. Si osservi, infatti, che trattandosi 
di un solido, sussiste il teorema delle forze vive (Cap. V, n. 21) 


dT=daL, 


dove dL denota il lavoro elementare delle forze esterne; e che 
d’altra parte questo lavoro elementare, che per ogni solido fissato in 
un punto é dato (Cap. IV, n. 3) da Mx<odt, é qui costantemente nullo, 
insieme col momento M delle forze esterne. Percid il teorema delle 
forze vive assume la forma d 7 —0, onde si desume per integrazione 


(22) T=cost.=E. 


E questo l’integrale delle forze vive; e, ricordando la nota espres- 
sione della forza viva di un solido fissato in un punto (Cap. IV, n. 15), 


1 
Nile OS Kx ®, 
si puod dargli, in base alle (9), la forma esplicita 


(22’) APLBE+Cr?=2E. 


Giova notare che la # (valore costante della energia cinetica) si pud 
anche interpretare come il valore costante dell’ energia totale, perche 
non vi puo essere variazione dell’altra specie di energia (energia 
potenziale) quando, come qui accade, il lavoro elementare é@ costan- 
temente nullo. 


16. RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA DELL’ ANDAMENTO DEL MOTO SE- 
CONDO IL PornsoT. — Se si richiede di oaratterizzare, rispetto ad un 
riferimento fisso, il solo aspetto geometrico del fenomeno, cioé la 
successione delle posizioni assunte dal corpo nel suo moto intorno 
ad O, astrazion fatta dalla legge temporale, non é necessario integrare 
le equazioni (10’) bensi basta la conoscenza degli integrali primi de- 
terminati al n. prec., cioe l’integrale del momento delle quantita di 
moto e quello della forza viva: 


(20) K=K, — 
(22) THE. 


Tenendo conto di queste due equazioni (l’ una vettoriale e Il’ altra 
scalare) si pud, per cosi dire, materializzare la legge, con cui ruota 
il solido intorno ad O, e si perviene ad un risultato che, come 
vedremo, presenta una certa analogia con quello relativo alle traiet_ 
torie polari per le figure rigide mobili in un piano (Cap. V,, § 2). 

Consideriamo a tale scopo I ellissoide di inerzia del solido rispetto 


al suo punto fisso 0. Ad ogni istante la semiretta dell’ asse istantaneo 
di rotazione cui appartiene il vettore ®, supposto applicato in 0, 
interseca la superficie di co- 
desto ellissoide in un punto Q, 
che il Pornsor ha chiamato 
polo (nell’ istante considerato). 
Ora, in base alle proprieta 
dell’ omografia di inerzia che 
intercede tra wm e K (Cap. IV, 
n. 18), sappiamo che, durante 
il moto, il vettore A é sempre 
perpendicolare al piano Tt tan- 
gente all’ ellissoide in Q e che 
la distanza 6 di O da codesto piano é data istante per istante da 


Le oa 
Oe ae 


Poiche, nel caso presente, il vettore AK é invariabile nello spazio 
e la forza viva ¢ costante, si conclude intanto che il piano t, tangente 
all’ ellissoide nel polo, e€ fisso. nello spazio, come quello che ha una 
giacitura invariabile e una distanza costante dal punto fisso 0. 

Mentre il corpo ruota intorno ad O, ruota solidalmente con esso 
anche |’ellissoide, ma in modo da toccare ad ogni istante nel polo 
istantaneo Q il piano fisso t; e, poiché codesto punto di contatto 
(che in generale varia col 
tempo tanto sull’ ellissoide 
quanto sul piano) appar- 
tiene sempre all’asse istan- 
taneo di rotazione, tl moto 
del solido avviene come se 
V ellissoide di inerzia, ma- 
terializzato, rotolasse senza 
strisciare sopra il piano 
fisso 7. 

Le due curve descritte dal polo, durante il moto, rispettivamente 
sull’ ellissoide e sul piano} diconsi (col }#PornsotT) polodia la prima, 
erpolodia la seconda. E quando son inote queste due curve, I’ anda” 
mento geometrico del moto (cioé l’andamento a prescindere dalla 
legge temporale) é univocamente determinato. 

In base alla circostanza che la lunghezza del vettore A si man- 
tiene costante, sarebbe facile riconoscere che la polodia é una curva 
del quarto ordine, intersezione dell’ ellissoide di inerzia con un altro 
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ellissoide (quartica di seconda specie), mentre la erpolodia é, in ge- 
nerale, una curva trascendente.. 


17. ROTAZIONI PERMANENTI. — Vediamo se fra gli infiniti moti alla 
Pornsot, di cui @ suscettibile un solido fissato in un punto 0, vi 
siano delle rotazioni uniformi. Cid equivale a cercare se sia possibile 
soddisfare alle equazioni di EULERO (10’), o alla equivalente equa- 
zione vettoriale (19’), ponendo » uguale ad un vettore costante entro 
il corpo (e quindi anche nello spazio; Cap. IV,, n. 7). Ma in tal caso, 
in virti della omografia di inerzia risulta parimente costante, non 
soltanto nello spazio ma anche nel corpo, il momento K, talche 
dalla (19’), si trae 


o /\ K=0, 


cioe i due vettori m e A risultano costantemente paralleli. 

Viceversa, tutte le volte che é soddisfatta questa condizione, ri- 
sulta dalla (19’) la invariabilita entro il corpo (oltre che nello spazio) 
del momento AC e quindi, traverso |’ omografia di inerzia, della ve- 
locita angolare @, cosicché abbiamo intanto che condizione necessaria 
e sufficiente perché un moto alla PornsorT si riduca ad una rotazione 
uniforme si é che i due vettori w e K si mantengano paralleli. 

Ma, come sappiamo (Cap. IV, n. 18), cid accade sempre e solo 
quando @ (e quindi AC) ha costantemente la direzione di un asse 
principale di inerzia; e poiché questa condizione caratteristica non 
pone limitazione alcuna ne all’intensita né al verso della velocita 
angolare @, concludiamo che, quando é nullo il momento risultante 
delle forze esterne, il solido pud rotare ‘(con velocita angolare ar- 
bitraria, sia nell’uno che nell’altro verso) esclusivamente intorno a 
ciascuno det suoi assi principali di inerzia rispetto al punto fisso. 

In ognuna di codeste rotazioni uniformi il polo resta fisso sia nello 
spazio che sull’ellissoide (in un vertice di questo), talché la polodia 
e la erpolodia risultano entrambe ridotte a codesto punto. 

Per il solido fissato in un suo punto O (e assoggettato a forze 
attive di momento risultante nullo rispetto ad O) diconsi permanenti 
tanto le rotazioni uniformi dianzi caratterizzate, quanto i rispettivi 
assi di rotazione (assi principali di inerzia rispetto ad 0). 

A giustificare codesta qualifica si osservi che per una scelta arbi- 
traria dei valori iniziali delle caratteristiche p, g, r 0, cid che é lo 
stesso, della determinazione iniziale del vettore w, accade in generale 
che nel conseguente moto alla PornsoT, questi elementi variano col 
tempo, come é loro imposto dalla (19’) 0 dalle (10’) 0, genericamente, 
dalla condizione di rotolamento dell’ ellissoide sul piano t. Ma quando 


com a 


t Totazione istantanea iniziale avviene (con intensit&a e verso quali 
si vogliono) intorno ad uno degli assi principali di inerzia, la legge 


_ del moto, espressa dalla (19’) 0 dalle (10’) 0 dal criterio del Poison, 


é tale da costringerla a permanere inalterata anche negli istanti 
successivi. 

Gli assi permanenti di rotazione che per un solido di struttura 
generale (4%, ZB, C diversi l'un dall’altro) sono soltanto tre, a due 
a due ortogonali, diventano infiniti quando I’ ellissoide di inerzia rela- 
tivo al punto fisso sia rotondo (p. es., per un solido a struttura giro- 


—scopica rispetto ad O), giacché in tal caso sono assi principali di 


inerzia, oltre l asse di simmetria dell’ ellissoide, tutti i suoi diametri 
equatoriali. 

Se, pi particolarmente ancora, l’ellissoide si riduce ad una sfera, 
sono assi permanenti tutte le rette uscenti dal punto fisso; ed anzi, 
in tale ipotesi, ogni moto spontaneo del solido é€ una semplice rota- 
zione, come risulta da quanto precede e, d’altro canto, si é gia ve- 
rificato al n. 14 in base alle equazioni differenziali del moto. 


i8. CARATTERE PRECESSIONALE DEL MOTO ALLA POINSOT DI UN SOLIDO 
A STRUTTURA GIROSCOPICA RISPETTO AL PUNTO FISSO. — Nel caso di 
un solido che, rispetto al suo punto fisso O, abbia struttura girosco- 
pica, é@ facile caratterizzare l’aspetto cinematico del moto in modo 
pit. preciso e completo di quello fornito, pel caso generale, dal criterio 
puramente geometrico del PorNsor. 

In questa ipotesi, essendo A=S&, la terza delle (10’) si riduce a 


Cr=0; 


e percid esprime il fatto che, durante tutto il moto, la componente 7 
della velocita angolare secondo I’ asse giroscopico si mantiene costante. 
Si ricordi allora l’ espressione generale trovata al n. 17 del Cap. IV 
per la velocité angolare di un corpo a struttura giroscopica 
2 
w= K+ ark, 
dove k& denota il versore dell’ asse giroscopico. 

Poiché questo versore /¢ é per definizione invariabile nel corpo e, 
@altra parte, nel caso presente 7 é costante e, trattandosi di un moto 
alla Pornsor, il momento A é fisso nello spazio, si riconosce dalla 
precedente espressione di ® che essa é, in questo caso, somma di 
due vettori di lunghezza costante, di cui il primo, diretto come A, 
é fisso nello spazio, il secondo, diretto come k, 6 invariabile nel 
corpo. 


re 
ees. 


ar ean 


CAPITOLO SESTO 


Percid il moto, di cui qui si tratta, si pud materializzare, immagi- 
nando che il solido ruoti, con velocita angolare costante (H — C)r/A, 
intorno al suo asse giroscopico, mentre questo, alla sua volta, ruota, 
con velocita angolare costante AK /AH, intorno alla retta, invariabile 
nello spazio, che passa per O nella direzione di K. Un tale moto di- 
cesi precessione regolare, di cui l’asse invariabile nello spazio chia- 
masi asse di precessione, mentre quello invariabile nel solido chiamasi 
asse di figura. 

Possiamo dunque affermare che: 

Ogni moto alla PoInsoT di un solide a struttura giroscopica rispetto 
al punto fisso O & una precessione regolare, avente per asse di precessione 
la parallela per O al momento K delle quantita di moto e per asse di 
figura Vasse giroscopico del solido. 


19. MoTO RELATIVO AL BARICENTRO. — Poiché la seconda equa- 
zione cardinale assume la forma 
9 ak. 
(2) 1S ee 


anche quando il centro di riduzione 0, solidale col corpo, anziché 
esser fisso, coincida istante per istante col baricentro (n. 9), i risul- 
tati ottenuti nei prec. nn. 14-18 sussistono senza modificazioni se si 
considera, invece del moto (assoluto) di un solido fissato in un suo 
punto, il moto (relativo) di un solido libero intorno al suo baricentro, 
purche, beninteso, si supponga costantemente nullo il momento risul- 
tante delle forze esterne rispetto al baricentro. E questa ipotesi non 
é affatto arbitraria ed artificiale, giacché ad es. si trova automati- 
camente soddisfatta tutte le volte che le forze esterne si riducono 
al peso. 

Abbiamo cosi che un solido pesante, il quale cada liberamente 
nel vuoto, non pud muoyersi intorno al suo baricentro, nel caso pit 
generale, se non nel modo caratterizzato dal Pornsot. Se poi si tratta 
di un solido rotondo (0, pit generalmente, di un giroscopio, cioe di 
un solido di struttura giroscopica rispetto al baricentro) il moto 
intorno al baricentro é una precessione regolare. 

In ogni caso, qualunque sia la natura delle forze attive, purche 
a momento risultante nullo rispetto al baricentro, basta supporre 
che all’inizio del moto il solido sia in rotazione intorno ad uno dei 
suoi assi principali di inerzia baricentrali (oppure non ruoti) per 


poter concludere che esso continua indefinitamente a rotare con la 


stessa velocita (0 a non rotare affatto) intorno a codesto asse. 
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CAPITOLO VII. 


MOTO IMPULSIVO. 


§ 1. - Equazioni cardinali. Urto nel caso elementare. 


1. GENERALITA. — Nei Capitoli precedenti abbiamo studiato il moto 
dei sistemi materiali in quegli intervalli di tempo in cui il fenomeno 
si presenta con carattere di continuita; pili precisamente abbiamo 
sempre supposto che le coordinate dei singoli punti del sistema fos- 
sero, durante il moto, funzioni continue del tempo, insieme colle loro 
derivate prime ed, eventualmente, seconde, ecc. Ma puod accadere 
che i punti di un sistema materiale ad un determinato momento, in 
un intervallo di tempo brevissimo, cambino bruscamente di velocita, 
senza che in quello stesso tempuscolo il sistema muti sensibilmente 
di posizione. — 

Abbiamo gia visto (Cap. VIII,, § 4) che, nel caso di un punto 
libero P, cid accade ogni qual volta venga applicata a P una percossa, 
vale a dire una forza # che, agendo su P per un brevissimo inter- 
vallo di tempo 7, successivo ad un dato istante f,, raggiunga in co- 
desto tempuscolo intensita grandissime. Fin da allora abbiamo preci- 
sato la natura di queste percosse, assumendo come loro caratteristica 
la condizione che sia determinato e finito il rispettivo impulso istantaneo 


oat 
: Rs 


(1) T= lim | Fdt, 
T—> 0, 
t 


il quale, per la sua stessa definizione costituisce l’ elemento dinamico, 
che va introdotto nella impostazione di ogni problema di Meccanica, 
in cui intervengano percosse. 

Dalla equazione fondamentale della Meccanica ma = £ , integrando 
rispetto al tempo ¢ da ¢ a f+ 7 e passando al limite per t conver- 
gente allo zero, abbiamo riconosciuto che la percossa: a) determina 
effettivamente per la velocita vw di P una brusca variazione Aw, le- 
gata all’impulso (1) dalla relazione, fondamentale per questa teoria, 


(2) mhv=T; 
b) lascia invariata la posizione del punto. 


- 
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Son queste, nel caso di un unico punto libero, le circostanze ca- 


ratteristiche del cosidetto moto impulsivo. In esso, dal punto di vista - 


cinematico, vi ¢ luogo a considerare, oltre l’istante f e la posizione 
del punto, due velocita distinte che appaiono come i valori limiti 
della velocita di P negli istanti immediatamente precedenti e imme- 
diatamente susseguenti a tf). Le chiameremo rispettivamente velocita 
anteriore e velocita posteriore, designandole con v— e wt, talcheé si 
dovra conseguentemente- porre 


NU Mie — ae 


Qui, tornando alla (2), importa aggiungere che essa si mantiene 
valida anche se, nel brevissimo intervallo di tempo t, si sovrappon- 
gono alle percosse quante si vogliono altre forze, le quali siano or- 
dinarie nel senso che si mantengano di intensita finita al convergere 
a zero di 7. Cid discende senz’altro dalla circostanza che per ogni 
forza siffatta risulta nullo l’impulso istantaneo (1). *Si puod percio 
dire che la brusca variazione di velocita, dovuta ad una percossa, 
non é influenzata dall’azione concomitante di quante si vogliano 
forze ordinarie. 

Dopo queste premesse relative al punto libero passiamo al caso 
di un sistema materiale qualsiasi. Prendiamo norma da quello che 
fisicamente accade quando una palla da biliardo riceve un colpo di 
stecca o un chiodo viene conficcato nel muro a colpi di martello o 
due solidi cozzano violentemente fra loro, e riferiamoci ad un sistema 
materiale S di N punti P; (i =1, 2,..., N), comunque vincolato. Se S 
' € sottoposto ad una sollecitazione qualsivoglia e, ad un determinato 
istante f,, per un brevissimo intervallo di tempo t, intervengono ulte- 
riormente su S delle percosse, non sono senz’altro applicabili le de- 
duzioni, che, nel caso di un punto libero, ci hanno permesso di con- 
cludere che esso subisce esclusivamente una brusca variazione di 
velocita, conservando sensibilmente inalterata la sua posizione. 

Qui per effetto dei vincoli (si pensi per es. ad un solido) le per- 
cosse attive destano sui punti di S altre percosse di natura reattiva, 
il cui comportamento risulta a priori incognito; e, volendo procedere 
con rigore, bisognerebbe assicurarsi che I’ effetto complessivo delle 
percosse direttamente applicate e di quelle provenienti per reazione 
dai vincoli @ quello stesso che vale per le percosse applicate ad un 
punto libero, cioé che esse determinano sui singoli punti P; brusche 
variazioni di velocita, ma non alterazioni sensibili di posizione. 

Il VOLTERRA ha mostrato come a questa esigenza logica si possa 
soddisfare per una categoria molto generale di sistemi vincolati, e 
precisamente per tutti quelli, pei quali vale il teorema delle forze 


(VT; 1) 
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vive (). Ma in questo Compendio, secondo l’uso corrente in questa 
teoria, ammetteremo senz’ altro, come postulato caratteristico del moto 
impulsivo dei sistemi, che: I punti di un sistema materiale, comunque 
vincolato e sottoposto a percosse direttamente applicate, possono subire 
brusche variazioni di velocita, ma conservano sensibilmente inalterata 
la loro posizione. = 

Percid, in corrispondenza di ogni istante t, in cui intervengano 
percosse, si dovranno distinguere pel sistema un atto di moto anteriore 
e un atto di moto posteriore; e il problema del moto impulsivo con- 
sistera nel determinare l’atto di moto posteriore, quando si cono- 
seano la posizione del sistema e latto di moto anteriore, nonché, 
beninteso, i vincoli e quelle circostanze fisiche che determinano il 
fenomeno di moto impulsivo e che generalmente si schematizzano 
in perecosse direttamente applicate 0, meglio, nei corrispondenti im- 
pulsi istantanei. 

Sara in ogni caso applicabile al sistema, punto per punto, |’ equa- 
zione fondamentale (2), con l’intesa che J vi denoti il risultante di 
tutti gli impulsi, attivi e reattivi, agenti sul punto. 


2. CONSEGUENZE DEL PRINCIPIO DI REAZIONE. — Riferiamo il dato 
sistema materiale S ad una determinata terna galileiana QEyZ e con- 
sideriamo un brevissimo intervallo di tempo 1, in cui, fra le forze 
direttamente applicate al sistema, alcune abbiano carattere di percosse 
nel senso dichiarato al n. precedente, ossia diano luogo, a norma 
della (1), ad un impulso Z non nullo. Introdotte come incognite au- 
siliari le eventuali percosse reattive, destate, in conseguenza dei vin- 
coli, sui singoli punti, distinguiamo fra le forze, ordinarie e impulsive, 
che agiscono sul generico punto P;, quelle di origine esterna da 
quelle interne, e denotiamo con F’, il risultante delle prime. [] com- 
plesso di tutte le forze interne agenti sul sistema costituisce, pel 
principio di reazione, un sistema vettorialmente equilibrato (cioé a 
risultante e momento risultante nulli), cosicché seguitano a valere, 
istante per istante, le equazioni cardinali del moto (Cap. V, § 2) 


dQ 

(3) at =H, 
ad kK 

(4) at =, 


dove, al solito Q e K denotano il risultante e il momento risultante, 


(4) Per lo sviluppo delle considerazioni del Vorrerra rimandiamo al § 6 
del Cap. XII del Vol. I, delle nostre Lezioni gia ripetutamente citate. 
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rispetto ad un punto fisso O o al baricentro, delle quantita di moto 
di S, ed 
WN N 
(5) =D, Fy; DE Ee) 
il risultante e lanalogo momento risultante di tutte le forze esterne 
(attive e reattive), tra le quali, ben si intende, hanno per noi parti- 
colare importanza quelle di comportamento impulsivo. A caratterizzare, 
sotto questo aspetto, codeste forze esterne introdurremo gli impulsi 
corri spondenti 
tot 

(6) Y lim F, dt (=I, Dyas N), 

7->0. 

to 

avvertendo, una volta ancora, che a costituire questi impulsi con- 
corrono i Eoninenem di ciascuna #’; che hanno carattere di pene 
non quelli di tipo ordinario. 

Giova osservare sin d’ora che in taluni casi, fra i quali é parti- 
colarmente notevole quello di un solido libero, sottoposto ad asse- 
gnate percosse attive, le percosse che si possono destare per reazione 
sono esclusivamente interne: in questi casi gli impulsi J; si possono 
ritenere completamente conosciuti, come provenienti esclusivamente 
dalle percosse direttamente applicate. 


3. PRIMA EQUAZIONE CARDINALE DEL MOTO IMPULSIVO. — Integrando 
la (8) rispetto al tempo f, nel brevissimo intervallo da t) a fy+t, 
nel quale agiscono percosse, e passando al limite per t convergente 
allo zero, otteniamo I’ equazione 


(7) AQ=R, 
dove si € posto, con evidente significato dei simboli, 
4Q=Q*-Q 
ed 
tot 
R= lim RK dt , 
T—> 0 


to 


ossia, in base alla prima delle (5) e alla (6), 
R= Bs. 


Questo FR é dunque il visultante degli impulsi di origine esterna. 
E la (7) costituisce la prima equazione cardinale del moto impulsivo. 
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Da questa equazione risulta, in particolare, che se, come accade 
per un sistema di due o pit corpi che si urtino, il sistema subisce 
soltanto impulsi di origine interna, talché R risulti nullo, si ha 
AQ=0. Si riconosce cosi che, in questi fenomeni di urto e simili, 


si ha conservazione della quantita di moto risultante, pur potendo 


accadere che si verifichino brusche variazioni per le quantita di moto 
dei singoli punti del sistema. 

Se poi si ricorda che Q coincide colla quantita di moto del ba- 
ricentro (Cap. IV, n. 12) si conclude che le azioni impulsive di natura 
interna non modificano la velocita baricentrale (cfr. Cap. V, n. 7). 


4, URTO CENTRALE E DIRETTO DI DUE CORPI. — Per applicar su- 
bito i precedenti risultati ad un caso elementare, consideriamo I’ urto 
che si verifica fra due corpi S,, S, animati di moto traslatorio se- 
condo una stessa direzione Ox, quando i due corpi, venendosi incontro, 
cozzano di fronte o quando uno di essi, procedendo nello stesso senso 
delY altro, ma con velocita maggiore, finisce coll’investirlo; e suppo- 
niamo che, anche dopo |’ urto, il moto dei due corpi conservi il suo 
carattere traslatorio lungo la stessa direzione, salve, beninteso, le 
eventuali variazioni brusche di intensita e di senso delle velocita. 
In queste condizioni l urto dicesi centrale e diretto. Il caso generale 
sara studiato al § 3; e preciseremo allora il senso di queste due 
qualifiche sotto cui si presenta l’importante caso particolare, del 
quale intendiamo ora occuparci. Intanto osserviamo che le ipotesi 
qui ammesse si possono ritenere sensibilmente realizzate, considerando, 
per esempio, due palline di un pallottoliere, scorrenti lungo un me- 
desimo filo. 

Se denotiamo con m,, m, le masse dei due corpi, con 7, ¢, le loro 
velocita scalari secondo Ox e con Axyy=uyt+—y, , Atz=v.t—vy 
le corrispondenti variazioni brusche nell’ istante dell’ urto, I’ equazione 
cardinale (7) si riduce in questo caso alla 


(8) M, AV1,-+ Mo Av, =0 


ed esprime, come gia si é notato in generale al n. prec., la invaria- 
bilita nell’urto della velocita 
My, Uy +™M, 12 
Ma (i gr ae a Hi M+ MM; 
(9) os (m= m, +m) 
del baricentro. 
Secondo la impostazione.del problema del moto impulsivo stabilita 


al n. 1, si debbono considerar conosciute le velocita anteriori v1 , 2 


dei due corpi e si tratta di determinare le velocita posteriori v, vy. 


2 


Ma, ad individuare queste due incognite, l’unica relazione (8), fornita 


CAPITOLO SETTIMO 


dalla prima equazione cardinale, non basta, cosicché bisogna intro- 


durre una ulteriore condizione, che non si pud desumere se non dalla 
esperienza. A tal fine occorrerebbe una analisi minuta dei fenomeni 
complessi, che si verificano durante il brevissimo intervallo di tempo 7, 
in cui i due corpi, venuti a contatto, dapprima si comprimono vi- 
cendevolmente, deformandosi; poi, attenuandosi pit o meno la defor- 
mazione, rimbalzano (corpi elastici) oppure, eccezionalmente, restano 
aderenti (corpi perfettamente anelastici, come cera, piombo, ecc.) se- 
guitando a muoversi di-conserva, cioé con la stessa velocita. 

In quest’ ultimo caso il problema risulta senz’altro risoluto, in 
quanto va associata alla (8) I’ equazione 


vr = Ur. 


Il valore comune di queste velocita posteriori si identifica colla 
velocita v del baricentro che (n. precedente) non si altera nell’ urto, 
e si pud percid esprimere per mezzo delle velocita’ anteriori. Si per- 
viene cosi alle formule risolutive: 


vt ae v+ Kn My V1 ee 

Nel caso generale dei corpi elastici, senza entrare nell’ analisi mi- 
nuta pocanzi accennata, si pud schematizzare |’ aspetto complessivo 
del fenomeno, introducendo col NEwTon l’ipotesi cinematica che la 
velocita relativa di allontanamento di uno dei due corpi rispetto 
all’ altro, immediatamente dopo l’urto, sia una determinata frazione, 
non impropria, e dell’ analoga velocita di avvicinamento, immediata- 
mente prima dell’urto. Cid porta ad assumere come legge empirica 
da associarsi alla (8), qualunque sia il verso attribuito alla Ox, la 


(10) OF Ce UL ee eh 


e ad ammettere ulteriormente, sulla scorta della esperienza, che la 
costante €, compresa, come gia si e detto, fra 0 ed 1 e chiamata 
coefficiente di restituzione, dipenda soltanto dalla costituzione fisica 
dei due corpi. Notiamo subito che per e—0O si ricade sul caso limite 
gia esaurito dei corpi anelastici, mentre per e=1 il rimbalzo risulta 
completo, cioé sono eguali, salvo il segno, le velocita relative di av- 
vicinamento anteriore e di allontanamento posteriore, il che corri- 
sponde al caso ideale di una perfetta elasticita dei corpi che si urtano. 

Dopo queste premesse, tutto si riduce a ricavare le due incognite 
ve, y,* dalle due equazioni lineari (8), (10): al che si perviene nella 


forma, che meglio si presta alla interpretazione meccanica, separando 
nella (10) i termini relativi ai due corpi e indicando con w il valore 
comune ai due membri, cioé scrivendo 


UE Ae A220 BO aa), 


NR SL ee ee er Oe 
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_ Se nella (8) a vt, vy si sostituiscono i valori w—ev, w—err 


che risultano dalla {11), si ottiene la 


° w=(1+e)v, : 


dove denota al solito la velocita baricentrale; dopo di che si trag- 


gono dalle (11) le formule risolutive 


(12) vr = (1+-e)v—ev, (G21, 235; 


le quali, naturalmente, per e=0 ridanno il risultato pocanzi ottenuto 
pei corpi anelastici. Va pure rilevato il caso particolare di due corpi 
perfettamente elastici (e=1), di masse eguali (m,—=m,) con che 
V= (0 4-0) /2. . 
Si ha allora 
Ch ae 


ossia i due corpi, urtandosi, si scambiano le rispettive velocita. 


5. URTO CENTRALE E DIRETTO CONTRO UNA PARETE. — Nella trat- 
tazione precedente si pud far rientrare, come caso limite, il problema 
dell’ urto centrale e diretto di un corpo S,, per esempio di una sfera, 
contro una parete fissa (muro, pavimento, ecc.). Basta assimilare 
questa parete ad un corpo S, di massa m, grandissima, e al limite 
infinita, e di velocita anteriore nulla (ve 0). In tal caso dalla espres- 
sione (9) della velocita invariabile del baricentro, ponendovi 7, = vy =0 
e facendo tendere m, all’ infinito, si ottiene al limite v —0, cosicché 
dalla prima delle (12) si trae 


(13) vps oor: 


si ricade cioé sulla legge empirica del Newron, quale conviene al 
caso limite dell’ urto contro una parete fissa. 

Questo risultato suggerisce un modo di determinare sperimental- 
mente il coefficiente di restituzione ¢ di una palla elastica di fronte al- 
lurto su di un suolo orizzontale di data costituzione fisica. Si imma- 
gini infatti, di lasciarla cadere verticalmente, da una data altezza h 
senza velocita iniziale, con che il suo moto risulta traslatorio. In base 
alle formule elementari del moto dei gravi 0, se si vuole, al teorema 
delle forze vive, si sa che la palla arriva al suolo con una velocita 
y 29h; dopo di che rimbalza verticalmente verso |’ alto con moto 
ancora traslatorio e con una velocita il cui valore assoluto é dato, 


in base alla (13), da eV2gh. L’ altezza h, a cui essa perviene si pud 


eae) Tl 
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determinare direttamente; e, ancora pel teorema delle forze vive 
applicato alla fine del primo rimbalzo, si deve avere 


29h,=e .2gh, 


e quindi 


6, PERDITA DI FORZA VIVA NELL’ URTO. — Delle formule (12) del 
n. 4 giova servirsi per confrontare i valori T— e 7+ della energia T 
posseduta complessivamente dai due corpi, subito prima e subito 
dopo l’urto. Vedremo che la variazione A7’'= 7+ — T— non pud es- : 
sere che negativa 0, eccezionalmente, nulla, cosicché si doyra parlare 
di perdita di forza viva e questa perdita sara data, in valore asso- 
luto, da — AT. 

Ove si ricordi, che, pel teorema del Kénie (Cap. IV, n. 8), la forza 
viva 7 di un qualsiasi sistema materiale é¢ uguale alla somma della 
forza viva T, del baricentro e della forza viva © del sistema nel 
suo moto relativo al baricentro, si riconosce intanto che nel nostro 
caso, per la invariabilita della velocita baricentrale, risulta A 7= AG. 
Ora per definizione si ha 


(14) C= - 2s m4 (v5 — 0)? 


od anche, sostituendo alla velocita baricentrale la sua espressione (9), 


1m, Ms; 
PA WIL) 


(14’) C= 


(? ate 0»)? , 


D’altra parte le (12) si possono anche scrivere 


vr —v=—e(v-— 2) (==). 2)5 
cosicche si ha, in virtt. della (14), 
C=O 0m 
e quindi 
(15) SA AO hee os 
od anche, per la (14’), 
(15) AT =~ (io) 2 GS as 


Si riconosce cosi che per effetto dell’ urto si determina in generale, 
cioé per ¢e<1, una effettiva perdita di energia cinetica, e questa 
perdita @ data dalla (15) in termini di ¢ e della energia cinetica an- 
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teriore G—, quale spetta al sistema nel moto relativo al baricentro: 
quest’ ultima, alla sua volta, in base alla (14’), si pud calcolare per 
mezzo dei dati diretti della questione (velocita anteriori). 

Dalla (15) per e=1, cioé per corpi perfettamente elastici, risulta 
AT=-0. Si ha dunque che i fenomeni di urto fra corpi perfettamente 
elastici hanno carattere conservativo anche sotto I’ aspetto puramente 
meccanico. Pit precisamente quei fenomeni complessi che, come ac- 
cennammo, si svolgono nel brevissimo intervallo di tempo t non im- 
plicano trasformazione di energia in calore: alla mutua compressione 
dei due corpi nella prima fase, la quale involge, naturalmente, una 
trasformazione di energia cinetica in potenziale, fa riscontro nella 
fase di restituzione, una completa trasformazione in senso inverso. 

Tutto cid corrisponde a ipotesi del tutto ideali, giacché nei casi 
reali il coefficiente di restituzione € sempre minore di 1, e si ha una 
effettiva perdita di energia. Ma questa perdita é, a parita di altre 
condizioni, tanto minore quanto pitt vicino ad 1 é il coefficiente e, 
cioé quanto piu elastici sono i corpi tra cui avviene I’ urto. 

EK questa la ragione per cui nella Tecnica, quando si vuole eco- 
nomizzare al massimo |’energia cinetica e d’altra parte non si pos- 
sono evitare fenomeni di urto, si cerca di fare in modo che questi 
intervengano fra corpi aventi la maggior possibile elasticita. Cosi nel 
collocare le rotaie di un binario @ necessario lasciare fra luna e 
Valtra dei convenienti intervalli per dar posto alle dilatazioni di 
origine termica; e questi interstizi provocano, al passaggio delle ruote 
di un carro, dei fenomeni di urto, che sono ritmicamente sensibili 
anche ai viaggiatori. Ad evitare, per quanto é possibile, le dispersioni 
di energia cinetica si provvede collocando le traversine non gia alle 
estremita delle rotaie, bensi ad una ragionevole distanza da esse, 
cosi da conservare alle rotaie, compatibilmente colle esigenze di sta- 
bilita del binario, la maggior possibile elasticita in quei tratti, in cui 
avvengono gli accennati fenomeni di urto. 

Le formule (14), (15) danno luogo ad altre interessanti osserva- 
zioni, quando si supponga che uno dei due corpi, per es. S,, sia 
fermo prima dell’ urto (vz = 0) e si voglia metterlo in moto urtandolo 
con §,. L’energia cinetica, che viene spesa a tale scopo e che, p. es.» 
& immediatamente fornita dall’energia muscolare di un uomo che da 
un colpo di martello, si identifica manifestamente colla energia ante- 
riore m, (vi )?/2 di S,. 

Tenendo conto delle (14’), (15’) si vede che il rapporto 7 della 
forza viva perduta alla energia impiegata, il quale misura la perdita 
unitaria di energia cinetica, @ dato da 


Me 


ieee a -— ¢) it, +My - 
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Ora si supponga che sia prefissata la quantita di energia dispo- 
nibile, come appunto accade nell’ ipotesi, testé accennata, che si tratti 
dell’ energia muscolare di un uomo. 

Se per un dato corpo S, e per un dato materiale costitutivo di S,, 


con che rimane fissato il coefficiente di restituzione e, si vuole im-— 


primere ad S, la maggior possibile velocita, bisogna rendere minima 
la perdita unitaria di forza viva; e a cid, come risulta dalla prece- 
dente espressione di 7, si provvede prendendo quanto maggiore é 
possibile la massa m, di S,. Cosi, nel caso del martello maneggiato 
da un uomo, conviene adoperare un martello molto pesante, accon- 
tentandosi, naturalmente, di imprimergli una velocita proporzional- 
mente ridotta. 

Qualora invece il fenomeno di urto sia destinato piuttosto a spez- 
zare il corpo S, che ad imprimergli velocita, bisogna cercare di ren- 
dere rilevante la perdita di forza viva, perché buona parte di essa. 
viene spesa in lavoro di disgregazione. Se anche in questo caso si 
suppone prefissata la quantita di energia disponibile, appare senz’ altro 
dalla espressione di r che le cose sono invertite, e conviene dotare S; 
di piccola massa e, conseguentemente, di notevole velocita (martello 
relativamente leggero battuto con colpo rapido). 

Riprendiamo qui da ultimo, ancora una volta, la formula gene- 
rale (15) per darle una nuova forma, atta a mettere in luce un caso 
particolare di un teorema generale, dovuto al CaRNorT, che stabiliremo. 
al n. 18. A tal fine introduciamo la cosiddetta forza viva dovuta ai. 
divari di velocita 


a2 
OS SUN 
Post 
Dalle (12) risulta 
Avj=— (1-+e) (% — 2) (i=1, 2), 
cosicche, tenendo conto della (14), si ha 
O=(1+e)"o ; 

e alla (15) si pud dare lI’ aspetto 
1—e 
1+e 

Per ¢=O si ha il preannunciato caso particolare del teorema del 
Carnot: Nell’ urto di corpi anelastici la perdita di forza viva eguaglia 
la forza viva dovuta ai divari di velocita. 

Invece pei corpi elastici questa perdita é soltanto una frazione 
(propria) di @, tanto pit piccola quanto pit si é vicini al caso ideale 
della perfetta elasticita (e—1), nel quale, come gia si é detto, essa 
é addirittura nulla. 


(15” ) aya gt oes 0. 
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3 7, SECONDA EQUAZIONE CARDINALE DEL MOTO IMPULSIVO. — Inte- 
griamo rispetto al tempo la seconda equazione cardinale (4) del moto 
continuo nel solito brevissimo intervallo t in cui agiscono percosse 
ARG teniamo conto che, pel postulato caratteristico del moto impulsivo 
(n. 1), i singoli punti P; del sistema conservano sensibilmente inal- 
_ terate le loro posizioni. Tenendo conto della espressione esplicita (5) 
del momento. MM, otteniamo la 
hee 
N 
SES pe eee) \ [ Beats 

1 

; to 


e di qui, passando al limite per t convergente allo zero e ricordando. 
le (6), perveniamo alla 


\ 


(16) aces AK=M, 


dove si € posto 


i 
ed 
tot 
N 
M=3:(P;—0) \ lim i dt= 2(P Pe OVAT.. 
1 T—>0O 


Questo M é, dunque, il aoeatG risultante rispetto ad O, degli 
impulsi esterni agenti sul sistema; e la (16) é la cosiddetta seconda 
equazione cardinale del moto impulsivo. 

Per le applicazioni di questa equazione importa osservare che in 
realta la (4), da cui siamo partiti, vale soltanto nella ipotesi che il 
centro di riduzione O dei momenti sia fisso (0 coincida col baricentro 
del sistema). Tuttavia, siccome, pel postulato teste richiamato, tutti 
i punti del sistema, nel brevissimo intervallo di tempo t, vanno con- 
siderati immobili, la (16) séguita a sussistere, anche quando si assuma 
come polo uno qualsiasi di codesti punti. 


§ 2. - Applicazioni ai solidi. 


8. GENERALITA. SOLIDO LIBERO. — Come ben sappiamo dalla Cine- 
matica (Cap. UI,, § 6), latto di moto di un solido (cioé la distri- 
buzione delle velocita dei singoli suoi punti) e individuato, istante per 
istante, dai due vettori caratteristici ¢ (velocita di un generico punto 
O solidale col corpo) ed w (velocita angolare). Conseguentemente 
l effetto di quanti si vogliono impulsi, applicati in un dato istante f, 
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al solido, risultera individuato, quando si riesea ad assegnare le 
corrispondenti variazioni Av), Aw dei due vettori caratteristici, 0; 
cid che é lo stesso (ed anzi meglio risponde alla impostazione gene- 
rale del problema, quale fu fissata al n. 1), le determinazioni poste- 
riori vt, m+ di cotesti due vettori in funzione di quelle anteriori. 
Ora il problema e sostanzialmente risoluto, sia pei solidi liberi, 
sia per quelli vincolati, dalle due equazioni cardinali del moto im- 
pulsivo 


(7) AQ=R, 
(16) AK=M. 


Si puo convincersene, studiando successivamente i casi tipici del 
solido libero o mobile parallelamente ad un piano e del solido con 
un punto o un asse fisso. 

Noi qui ci limiteremo a considerare il solido libero e il solido 
girevole intorno ad un asse. 

Cominciamo dal primo caso. Per un solido libero gli impulsi esterni, 
e con essi FR ed M, sono direttamente esprimibili in termini dei 
dati della questione. D’altra parte, ove, per semplicita di impostazione 
formale, si assuma come polo O dei momenti il baricentro, si ha 


Q=mv,, dove m denota la massa totale del sistema, mentre A - 


(Cap. IV, n. 19) & legato ad @ dalla nota omografia d’inerzia a, re- 
lativa al baricentro 
K=<c(), 


la quale, rispetto agli assi principali d’inerzia baricentrali, é rappre- 
sentata dalle equazioni canoniche 


IS Bx, he One teh Cafes 


dove al solido A, B,C denotano i corrispondenti momenti principali 
d@ inerzia, p, g, v le componenti di o. 

Percid alle (7), (16), nel caso di un solido libero, si pud dare 
lV’ aspetto 
(17) mAw%=R, 
(18) Aw=>s—1(M) ; 
e queste due equazioni risolvono il problema del moto impulsivo, 
poiché definiscono, per mezzo dei dati della questione, le brusche 
variazioni della velocita baricentrale e della velocita angolare. 

Non sara inutile fissare per un momento l’attenzione sulle tre 


equazioni cartesiane, cui da luogo la (18) proiettata sui tre assi 
principali di inerzia relativi al baricentro, cioé sulle 


(18’) AAp= MBAS Car ee 


a 
ane 


_ 9. SOLIDO CON ASSE FISso. Prendiamo come asse delle « I’ asse 
fisso, orientato ad arbitrio, e denotiamo con R ed M il risultante 
e il momento risultante degli impulsi attivi, assumendo il polo O di 
riduzione dei momenti (che sara al tempo stesso origine delle coordinate) 
in un punto, per ora arbitrario, dell’asse fisso. Se sono R’, M’ gli 
analoghi vettori che caratterizzano il complesso degli impulsi reattivi 
destati lungo Ox, lequazione cardinale (16) dei momenti, proiettata 
su quest’ asse, risulta indipendente da FR’ ed M’ e, assumendo la 
forma 
(19) AK,=Mez, 


consente di risolvere il problema del moto impulsivo. Invero, trattan- 
- dosi di un solido girevole intorno all’asse Ox, V unica caratteristica 
non nulla é la p (velocita angolare intorno all’asse fisso) e si ha 
(Cap. IV, n. 20) K,=Ap, dove A denota il momento d’ inerzia del 
solido rispetto ad Ox. Percid la (19) si pud scrivere 


(19') A Ap=Maz, 
e fornisce senz’ altro la brusca variazione della velocita angolare ». 
Dopo cid conviene mostrare come, appena desunto dalla (19’) I’ atto 
di moto posteriore, si calcolino i vettori FR’, M)’, che caratterizzano 
il complesso degli impulsi reattivi. A tal fine bisogna riprendere le 
mosse dalle equazioni cardinali del moto impulsivo nella loro forma 
vettoriale 
(20) AQ=R+R’, 
(21) AK=M-+M’. 
Per effettuare il calcolo, si richiamino dal citato n. 20 del Cap. IV 
le espressioni (37), (38) delle componenti di Qe K, cioé le 


Qz=0, Qy =— MZ), Q,=MYoDP 5 
ea Dn tga nC Pyne ss Ps 
e, per semplificare le formule, si assuma come piano «xz il piano ba. 
ricentrale (passante per Ox), con che la seconda coordinata y del 


baricentro risulta nulla. Si trova allora, proiettando le (20), (21) sugli 
assi e tenendo conto della (19’), 


; me : 
(20’) Eg = es R= oy Me— Ry, PGs 
Cc BB’ 


(21’) Mz=0, M,=- ae | Pa NYP M,=- aay M,—M.. 


19. CASO IN CUI IL CIMENTO DEI VINCOLI E EQUIVALENTE A ZERO, — 
Se sul solido girevole intorno ad un asse fisso agisce un unico im- 
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: pulso attivo, non nullo, Z, applicato in un certo suo punto P, FR ed M 


vanno rispettivamente identificati con Ie (P— 0) /\Z, dove ancora 0 
designa un punto dell’asse. Riferendoci a questo caso particolare, 
possiamo domandarci; se ed in quali condizioni sia possibile che il 
dato impulso, pur alterando bruscamente V’atto di moto del solido, 
determini lungo l’asse impulsi reattivi, che, nel loro complesso, risul- 
tino equilibrati (R’ = M’=0). Questo problema puod manifestamente 
interessare, quando, per es., si voglia mettere bruscamente in moto, 
con un impulso, un solido girevole intorno ad un asse, anche essendo 
incerta la solidita dei dispositivi che realizzano il vincolo. 

In quanto si ha R= J, la prima e la terza delle (20’) mostrano 
che deve essere J,=J,—=0, ossia che: 


a) L’impulso I deve agire normalmente al piano baricentrale 
passante per V asse. 

B allora lecito supporre addirittura che limpulso sia applicato 
in un punto P di questo piano baricentrale, e il polo O dei momenti 
(origine delle coordinate), che sinora si @ lasciato in un punto gene- 
rico dell’ asse di rotazione, si pud scegliere nel piede della perpendi- 
colare abbassatavi da P. Con queste convenzioni i! momento M 
dell’ unico impulso J direttamente applicato risulta puramente assiale 
o, eventualmente, nullo se l’impulso @ applicato proprio sull’ asse, 
cioé in O. Ma quest’ultima eventualita va esclusa, perche in tal caso, 
riuscendo nullo il momento M,, non vi sarebbe, in base alla (19), 
alcuna brusca variazione dell’ atto di moto; e allora, in virtt: della (20), 
dovrebb’ essere diverso da zero, insieme con FRR=J, anche R’. Aven- 
dosi, dunque, un momento M _ puramente assiale e dovendo essere 
M’/=0, risulta dalla seconda e terza delle (21') B’=C’=0, cioe: 

b) L’ asse di rotazione deve essere un asse principale d’inerzia pel 
solido, rispetto al piede O della perpendicolare abbassata su di esso 
dal punto di applicazione P dell’ impulso. 

Resta da soddisfare alla condizione Ri, =0, in base alla seconda 
delle (20’). Se si designa con z la terza coordinata di P (distanza 
dall’ asse fisso) si ha M,= —eJ, e quindi, essendo I, = R,=+0, 


ky = ) 


J iosia® OR0G es 
m mm 
onde si trae (Cap. VI, n. 4) che: 


c) Il punto P deve appartenere all’ asse di oscillazione del solido,. 
corrispondente all’ asse fisso. 


In conclusione, ad assicurare la voluta assenza di cimento com- 
plessivo sull’asse fisso, occorrono e bastano le condizioni a), b), ¢). 


I _ punto P cosi Garatterizaato dicesi centro di percossa relativo 
all’ asse fisso, e la perpendicolare in P al piano baricentrale per I asse, 
: cioé la linea d’azione dell’impulso, asse di percossa. 


Af. MARTELLO. — Dalle conelusioni del n. prec. si possono trarre, 
- due norme teoriche per la costruzione e l’uso dei martelli. - 
Un martello ha generalmente un piano di simmetria, geometrica 
_e materiale (piano della figura). Nell’atto in cui esso da un colpo, 
- puo essere schematizzato in un so- 
 lido, girevole intorno all’ asse per- 
_pendicolare al piano di simmetria 
in un suo punto O (mano); e su- 
bisce, in un punto P della super- 
ficie battente della sua testa, un 
impulso diretto secondo la normale 
interna della superficie stessa. La 
posizione di P, che supporremo sem- 
pre nel piano di simmetria, dipende, 
oltre che dalla forma della testa 
del martello, dal modo in cui esso 
e adoperato. Ora manifestamente 
conviene che il martello sia co- 
struito ed adoperato in modo che 
si risenta quanto meno é possibile 
il contraccolpo sulla mano; e cid si pud appunto tradurre nella con- 
dizione che risultino equilibrati gli impulsi reattivi destati lungo 
Vasse, cioe siano realizzate le circostanze @), b), c) precisate al n. prec. 

La a) richiede che il martello batta in un punto P (del profilo 
mediano) della superficie della testa, in cui la normale risulti per- 
pendicolare all’ asse baricentrale OG. 

La b), invece, é senz’ altro soddisfatta, perché, essendo il martello 
simmetrico ee al piano di figura, l asse di rotazione, come per- 
pendicolare in O a codesto piano, é certamente un suo asse princi- 

pale d’inerzia rispetto ad O (Cap. X,, n. 25), che € precisamente il 
-piede della perpendicolare abbassata da P sull’asse stesso. 

Resta da tener conto della c). Se si prende il piano OGP come 
piano yz, assumendo la semiretta OG come semiasse positivo delle 
z, si ha, colle notazioni del n. prec., % = Y =1,=1,==0, mentre 
2% e 2 denotano le lunghezze dei segmenti OG, OH rispettivamente ; 

- cosicché la condizione c) di assenza di contraccolpo complessivo lungo 


l’asse @ data da 


A 
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ed esprime il fatto che H deve appartenere all’ asse di oscillazione — 


corrispondente all’asse Ox intorno a cui ruota il martello. 

Ove si introducano, come gia al n. 4 del Cap. prec., il momento 
@inerzia HA, del martello rispetto all’asse baricentrale perpendico- 
lare al piano di figura, con che si ha (Cap. X,, n. 19) 


A = A, +m 0G? = m (6? + OG?) , 
la relazione or ora scritta si pud porre sotto la forma 


OG GH =o. 


In figura abbiamo immaginato che la traccia O dell’ asse fosse 
un punto del manico del martello; ma per lo pit il martello viene 
maneggiato in modo che si fa fulcro attorno al polso o al gomito 
ed anche alla spalla, secondo le dimensioni e il peso del martello: 
basta in tal caso immaginare il punto O convenientemente spostato. 


12. PENDOLO BALIsTICO. — La teoria del moto impulsivo di un 
solido fissato per un asse trova una interessante applicazione nella 
misura delle velocita iniziali dei proietti. A tal fine si usa il cosiddetto 
pendolo balistico, che € un robustissimo pendolo ad asse di sospen- 
sione orizzontale, cui si assicura solidamente |’ arma destinata a lan- 
ciare il proietto, in modo che l’asse di questa risulti ortogonale al 
piano che passa per Il’ asse di sospensione e il baricentro G del si- 
stema. All’atto dello sparo, il pendolo, per l’impulso reattivo che 
esso subisce, si sposta dalla posizione di equilibrio e comincia ad 
oscillare; e qui ci proponiamo di mostrare come dalla massima am- 
piezza di questa osvillazione, misurabile direttamente, si possa de- 
durre V’incognita velocita iniziale del proietto, purché si conoscano 
la massa totale m, del pendolo, inclusa l arma ma non il proietto, 
il suo momento di inerzia 4 rispetto all’asse di sospensione, la 
massa ™ del proietto e, infine, le distanze 7 ed a dell’ asse di sospen- 
sione rispettivamente dal baricentro G del sistema e dall’asse della 
bocca da fuoco. 

Se si assume come verso positivo dell’ asse x quello rispetto a cui 
il verso del rinculo appare destro e introducendo la solita anomalia 6 
‘che il piano 2G forma colla verticale, si ha notoriamente p—6, 
cosicché per il moto impulsivo del pendolo varra, in base alla (19’) 
e alla circostanza che nell’istante dello sparo il pendolo é in quiete 
(@— =0), l’equazione 


(22) Abt = Mae, 


dove M, denota ancora il momento, rispetto all’asse di sospensione 
dell’ impulso ricevuto dal pendolo. 


ae 
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La pistanuente fase di moto continuo oscillatorio, ove si prescinda 
i dalla resisteza dell’ aria, sara retta dall’ equazione rele forze vive) 4 


- (23) A 6? — 2m, gr cos § = 2E. : . a 


Il momento scalare M, si esprime agevolmente in termini dei 
dati e della incognita velocita iniziale v del proietto, applicando il 
principio di reazione. Invero il proietto riceve un impulso, diretto 
secondo l’asse della bocca da fuoco, in senso sinistro rispetto alla a 
retta orientata. #, il quale é wees in valore assoluto, dalla quan- 
—-tita di moto ieee mv; cosicché |’ impulso ne, subito dal 
pendolo (impulso di rinculo) ha la stessa intensita, la stessa linea 
av’ azione alla distanza a dell’ asse x e il verso contrario. Se ne con- 
clude _-—> 


Win s= 1'a 0 
e dalla (22) si ritrae i 


Resta dunque da calcolare la velocita angolare §* impressa al 
pendolo dallo sparo, la quale non si saprebbe misurare direttamente, 
ma si puo invece esprimere per mezzo di un’ altra quantita rilevabile 
sperimentalmente, cioé della massima deviazione 6 dalla verticale, i 
che il pendolo subisce nelle sue oscillazioni conseguenti allo sparo. ES 
Nota, invero, questa 0, basta ricorrere all’equazione (23) del moto, ‘eee 
continuo oscillatorio per dedurne nell’istante iniziale del moto po- 
steriore allo sparo, cioé per (= be 00, wi 


AAG) 2 iy or = 2B, 


nell’ istante di massima deviazione dalla verticale, cioé per )=0 e 


=; & 
—2m,grcos§=2£; 


cosicché, sottraendo membro a membro e risolvendo rispetto a + 
‘si ottiene 


fey ee one, 
A 


e quindi 


A_ 4/2m, gr (1—cos6) _ 
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§ 3. — Cenno sull’ urto senza attrito di due solidi 
nel caso generale. 


13. CASO GENERALE. — Consideriamo due corpi S,, S, che, essendo 
animati di un moto relativo qualsivoglia, cozzino ad un dato istante f, 
Yuno contro l’altro. Ciascuno di essi riceve dall’altro un certo si- 
stema di impulsi; e si tratta di studiare come si possano calcolare 
le conseguenti variazioni brusche di velocita 0, in altre parole, come 
si possano determinare, pei due corpi, gli atti di moto posteriori, 
quando si conoscano quegli anteriori. 

Il fenomeno dell’urto é indubbiamente assai complesso: e sulle 
sue fasi successive, nel brevissimo intervallo di tempo 7 in cui esso 
si svolge, si possono ripetere le considerazioni gia accennate al n. 4 
nel caso elementare dell’ urto centrale e diretto. Ma noi, attenendoci 
alla schematizzazione del Poisson, 
cercheremo di cogliere l’ aspetto com- 
plessivo del fenomeno, e supporremo 
anzitutto che i due corpi S,, S,, ani- 
mati ciascuno di un atto di moto 
anteriore qualsivoglia, si urtino nel- 
l’istante ¢ in un sol punto P, rego- 
lare per le superficie terminali di 
_ entrambi, le quali conseguentemente, avranno ivi, al momento del- 
lurto, il medesimo piano tangente. 

Ammessa la perfetta levigatezza delle due superficie, si ha come 
necessaria conseguenza che per ciascun corpo il sistema degli impulsi, 
subiti in causa dell’ urto, si riduce ad un impulso unico, applicato 
in Pe diretto secondo la normale alla superficie, orientata verso V in- 
terno del corpo. K, in accordo col principio di reazione, si deve ritenere 
che la intensita I dell’ impulso, pur essendo a priori incognita, risulta 
la stessa pei due corpi. 

Cid posto, per ciascuno dei due corpi 8S; (j =1,- 2) sian =da 
massa, U; la velocita del baricentro Gj, w; la velocita angolare, K; 
il momento risultante baricentrale delle quantita di moto. Se deno- 
tiamo ulteriormente con 2;, il versore normale interno alla superficie 
nel punto P; in cui avviene l’urto, ’impulso di incognita intensita i; 
che il corpo subisce all’ atto dell’ ee si pud rappresentare con 7; , 
mentre d’altra parte il momento K é legato alla corrispondente 


velocita angolare » dalla rispettiva omografia di inerzia oj, talche 
si avra 


KK; = 9; (5) (j=1, 2), 


ali, 
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od anche, proiettando sugli assi principali di inerzia relativi al ba- 
_vicentro e designando con Aj, 2B;, C; i corrispondenti momenti (prin- 
-cipali) @inerzia, con p;, qj, 7; le analoghe componenti di ;, 


Kje=Ajpj, Kjy= BiG, Kje = Cyr; Weal ear 4 


Con queste notazioni le equazioni cardinali del moto impulsivo (7), 


(16), applicate a ciascuno dei due corpi, danno le quattro equazioni 


 -vettoriali 
(24) m; Av; =In;, (j = 1, 2), 
(25) AK;j=1(P;) —G;) \n; 
che, risolte rispetto a Aw; , Aw; , assumono I’ aspetto 
; 1 
(24) Bei ye, 
: (Vj=1, 2), 
(25’) Aw; =I5~*[ (Pj — G) A 15], 
dove, contrassegnando al solito con — e + le caratteristiche cine- 


matiche relative ai due atti di moto, rispettivamente anteriore e po- 
steriore, si intende . 


| Avy=y% — 17, Aoj= oj; — oF (teary 

Osserviamo subito che le (24’), in quanto l’impulso é diretto 
secondo la normale comune alla superficie dei due corpi, implicano 
per ciascuno di questi Vinvariabilita, di fronte all’ urto, della com- 
ponente tangenziale della velocita del baricentro. 

Ma @ a priori manifesto che le equazioni (24’), (25’) non risolvono 
ancora completamente il problema, giacché nelle espressioni, che esse 
forniscono per le variazioni dei vettori caratteristici v;, @; , compare 
ancora la incognita intensita J dell’impulso; e a determinare questa I 
é necessario introdurre qualche nuova condizione quantitativa, che 
naturalmente non si potra desumere se non dalla esperienza. A tal 
fine cominciamo col considerare la velocita di cui, per ciascun corpo, 
é animato, in un generico istante, prima o dopo l’urto, il punto Pj 
e che é notoriamente data per mezzo dei corrispondenti vettori ca- 
ratteristici da 

Uj +05 /\ (Pj — Gi) (j= 1, 2); 


e denotatane con ¥; la componente normale, secondo la direzione orien- 
tata del versore 1;, cioe la - 


(26) Vp = Uy < Ng + [0,7 /\ (Pi — Gi) | <= 
=Vwy<m+o <[(Pj— &) \N) , 


Peles 
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introduciamo la quantita scalare 
WwW = Vy —- Vo . 


Se si tien conto che i due versori 7?,, 2%,, orientati ciascuno ; 
verso l’interno del rispettivo corpo, risultano, nell’ istante 7, dell’ urto, 4 
direttamente opposti, si riconosce che la w misura, subito prima e 
subito dopo f,, la componente della velocita (relativa) P,P die 
rispetto a P,, secondo la direzione orientata di m, (o cid che é lo 
stesso, la componente secondo ”, della velocita di P, rispetto a P,); 
e, in quanto la natura del fenomeno richiede che immediatamente 
prima dell’ urto i due corpi tendano ad avvicinarsi, dovremo ritenere 
w  —~0. Se allora, rinunciando ad analizzare quei complicati fenomeni 
di deformazione e di conseguente restituzione (parziale o totale), che 
accompagnano |’ urto, ci accontentiamo di valutarne complessivamente ; 
lV effetto, appare naturale di generalizzare |’ipotesi del NEWTON (1. 4), 
ammettendo che l’urto determini l’inversione di senso della velocita 
relativa normale dei due punti P,, P, e, simultaneamente, una ridu- 
zione della rispettiva grandezza. In altre parole, siamo condotti a porre 


a er Se ere 


(27) wt=—euw-, 


dove e denota il coefficiente di restituzione, che, come si é detto al n. 4, 
é compreso tra 0 ed 1 e dipende esclusivamente dalla costituzione 
fisica dei corpi che si urtano. Per e=0 (corpi anelastici) la velocita 
relativa normale posteriore w+ si annulla, e anche qui i due corpi 
dopo Vurto restano aderenti; mentre nell’altro caso estremo e= 1 
(corpi perfettamente elastici) la velocita relativa normale conserva, 
dopo l’urto, lo stesso valore assoluto di prima, ma si inverte di senso 
(rimbalzo). 

In ogni caso @ appunto questa nuova equazione empirica (27), che 
ci permettera di risolvere completamente il problema. Da essa intanto 
risulta 


(27’) Aw=—(1+e)w—. 
D’ altra parte basta ricordare che nell’urto i versori 7; non si al- 
terano e i punti Pj, G; non si spostano per ottenere, sostituendo nella = 


Aw=Ay+Avy, 
a Ay,, Av, le loro espressioni fornite dalle (26) e tenendo conto 
delle (24’), (25’), l equazione 
(28) TANG Ven (9 Bi 
dove con k? si é denotata la costante essenzialmente positiva 


la quale, ove si denotino con a4, By, ys le componenti di 2; e con 
©}, Yj, 2; le coordinate di Pj rispetto alla corrispondente terna bari- 
centrale di inerzia, ammette I’ espressione esplicita in termini dei dati 


Fp es, eer mi) iB i)" | 
1 


lm Ay Bi Ci \ 
Dal confronto delle (27’), (28) si trae 
é ost 
(29) fee = we 


e basta sostituire questo valore di J nelle (24’), (25’) per ottenere le 
formule risolutive del problema. 

L’urto fra i due corpi si dice diretto, quando le velocita baricen- 
trali anteriori vj hanno entrambe la direzione della normale co- 
mune alle due superficie nel punto P; e in tal caso la gia notata 
invariabilita della componente tangenziale della v; implica che anche 
le velocita posteriori vv} avranno quella stessa direzione. 

Si dice invece che l’urto é@ centrale, se la normale comune alle 
superficie dei due corpi in P contiene i rispettivi baricentri, ed e 
questo il solo caso possibile quando i due corpi che si urtano sono 
due sfere omogenee. 

Si ha allora (P; — G;) /\\ 2;=0, talche dalle (25’) risulta Aw;=0,; 
cid vuol dire che nell’ urto centrale le velocita angolari #; dei due 
corpi si conservano inalterate, onde consegue che la velocita di ogni 
punto Q di uno qualsiasi dei due corpi, la quale é notoriamente data da 


Uj + (0 — Gi) No; G@=1, 2), 
subisce nell’urto la stessa brusca variazione di velocita del corri- 
spondente baricentro. PerciO, in particolare, nell’ urto centrale resta 
invariata la componente tangenziale (cioé secondo il piano tangente 
comune alle superficie dei due corpi) della velocita di ogni singolo 
punto. 


14. URTO CONTRO UNA PARETE, — Come gia nell’ ipotesi elementare 
dell urto centrale e diretto (n. 5), il problema generale dell’ urto di 
un corpo S, contro una parete fissa, si fa rientrare come caso limite 
nel problema discusso al n. prec., assimilando S, ad un corpo di 
massa m, grandissima, e al limite infinita, il quale sia in quiete e 
fisso (Vv,—=©,—=0). Sussistono allora le (24’), (25’) per j =1, e segui- 
tano a valere anche le (27), (29), purché vi si interpreti la w come 
componente secondo 7%, della velocita assoluta di P,. 

La (27) mette in luce il rimbalzo e la (29) fornisce anche qui il 
valore di I che bisogna sostituire nelle (24’), (25’) di indice j=1 
per ottenere le formule risolutive. 


ia nhs 
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Se ci limitiamo a considerare I’ urto centrale, che é il solo possi- 
bile se si tratta di una sfera lanciata contro una parete, abbiamo 
_che, come nell’ analogo urto fra due corpi, la componente tangenziale 
della velocité baricentrale rimane inalterata, mentre la componente 
normale per la legge del NEWTON, risulta invertita di senso e ridotta 
di intensita nel rapporto da 1 ad ¢. PerciO varia inversamente nel 
rapporto da e ad 1 il rapporto della componente tangenziale alla 
normale, cioé la tangente dell’ angolo della velocité colla normale 
alla parete in P. Si riconosce cosi che per un corpo imperfettamente 
elastico, nell’ urto centrale contro una parete, l’angolo di riflessione ¢é 
maggiore di quello di incidenza, e si ha leguaglianza di questi due 
angoli nel caso ideale di corpi perfettamente elastici (e = 1). 


§ 4. — Teoremi generali sul moto impulsivo. 


15. EQUAZIONE SIMBOLICA DEL MOTO IMPULSIVO. — Consideriamo 
un sistema materiale qualsiasi di N punti P; (i =1, 2, ..., N) sog- 
getto a vincoli privi di attrito; e limitiamoci qui all’ ipotesi che codesti 
vincoli siano tutti bilaterali, pur avvertendo che nella teoria del moto 
impulsivo e, in particolare, in quella degli urti, i vincoli unilaterali 
hanno un interesse tutto particolare. 

Come gia si @ detto al § 1, anche in quei brevissimi intervalli di 
tempo t in cui sul sistema agiscono percosse, seguitano a sussistere 
i postulati fondamentali della dinamica e, quindi, resta valida anche 
Pequazione simbolica del moto che tutti li riassume (Cap. V, n. 19), 
cioé la 


N 
(30) d, (Ff; — ma,) <6 P,=0 , 
1 


dove naturalmente nella forza totale F’,, direttamente applicata al 
generico punto P,;, vanno incluse, istante per istante, anche le even- 
tuali percosse attive. 
Riferendoci appunto ad un intervallo di tempo da t) a 4+ 7, in 
cui si abbiano effettivamente siffatte percosse, introduciamo gli N 
impulsi totali attivi 
t+ T 
I, = lim | P,at (VSL 92 SN 
rT =>0 
ty 
e integriamo la (30) rispetto al tempo da 7) e f)4-t, ammettendo che, 
in codesto brevissimo intervallo di tempo, i 6P,; si possano trattare 


: 
4 
; 
3 
:: 
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, _ come indipendenti dat. Se dopo codesta integrazione si fa tendere t 
_ allo zero e si nota che il 

itt 

lim a, at (hice 2p entre IG 


t—>0 
ty 


- da la solita variazione brusca Aw, della velocita del generico punto P,, 


si perviene alla 
N 


(31) >», (1; —m, Av,) < 6P; = 0 


‘i 
che € la cosiddetta egwazione simbolica del moto impulsivo. 

Essa deve sussistere per ogni sistema di spostamenti infinitesimi 
6P,, compatibili coi vincoli nella ipotesi, gia esplicitamente applicata 
nella precedente integrazione, che nel brevissimo intervallo di tempo, 
in cui agiscono le percosse, i vincoli si conservino (sensibilmente) 
inalterati. 

Si badi bene che cio non esclude la possibilita che intervengano, 
simultaneamente agli impulsi, delle brusche modificazioni dei vincoli. 
Soltanto, in accordo colla ammessa invariabilita dei legami, in ogni 
brevissimo intervallo di tempo t in cui agiscono percosse, noi ammet- 
teremo che, in tutti i casi, ciascung delle eventuali modificazioni 
brusche dei vincoli si possa considerare 0 come immediatamente 
anteriore 0 come immediatamente posteriore alla brevisima durata 
del fenomeno di moto impulsivo. 

Cosi, per es., se per un grave liberamente cadente si fissano im- 
-provvisamente uno o due punti, si introducono dei vincoli (fissita di 
un punto o di un asse) per effetto dei quali, almeno in generale, 
debbono determinarsi delle brusche variazioni di velocita, perche 
Yatto di moto anteriore del corpo non sara, per lo pit, quello spet- 
tante ad un solido con un punto o con un asse fisso. In questo caso 
la improvvisa modificazione dei vincoli va ritenuta anteriore al moto 
impulsivo, e la (31) si deve applicare ai soli spostamenti virtuali, 
compatibili coi vincoli bruscamente introdotti, e, beninteso, tenendo 
conto che, in questo caso speciale, non intervengono impulsi attivi 
(Po 0). 

Similmente, se in un solido ha luogo una esplosione, schematiz- 
zabile in un sistema di impulsi, tutti di origine interna, si determina 
una brusca soppressione di vincoli, in quanto, anziché 6 gradi di 
liberta, se ne avranno, dopo l’esplosione, 6N, se N é il numero dei 
frammenti; e gli spostamenti virtuali da introdurre nella (31) andranno 
riferiti alle condizioni del sistema, quale € dopo la brusca modifica- 
zione dei vincoli. 

Invece nei fenomeni di urto, di cui ci siamo occupati nel § prec., 
la condizione di contatto fra i due solidi, o fra il solido e la parete, 


Seo, bw 
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vien meno quando l’urto é@ gia avvenuto, cosicché si ha una brusca 
soppressione di vincolo, posteriore al fenomeno impulsivo. 

Se i vincoli di cui devesi tener conto nello studio del moto im- 
pulsivo, e quindi nella applicazione della (31), si conservano inalterati 
durante il moto posteriore, per un intervallo di tempo anche breve 
ma finito, successivo all’istante ¢t,4-t, essi diconsi persistenti. 

Cosi, tornando agli esempi pocanzi addotti, sara da considerarsi 
persistente la fissita, bruscamente imposta, di un punto o di un asse 
per un grave cadente, non la condizione di contatto nell’ urto. 

Accenniamo, a titolo di notizia, come, almeno nel caso dei sistemi 
olonomi, l’equazione simbolica (31) conduca alla univoca determina- 
zione dell’ atto di moto posteriore, quando sia conosciuto quello ante- 
riore, nonché, beninteso, il sistema degli impulsi J;, direttamente 
applicati. 

Qui vogliamo trarre dalla (31) alcune conseguenze di carattere 
generale, e a tale scopo dobbiamo anzitutto precisare, dal punto di 
vista formale, le condizioni che caratterizzano gli spostamenti vir- 
tuali 6 P,. 

Ricordiamo (VI,, n. 4, 8) che se il sistema considerato € soggetto 
ad J vincoli bilaterali olonomi, espressi in coordinate cartesiane dalle 


fa (Xr, Yr) 215-++) Zn) = 0 (k=1,2,..., 0), 


queste implicano, ad ogni istante, una limitazione non soltanto per 
la configurazione del sistema, ma anche pei suoi spostamenti possi- 

bili; e quest’ ultima limitazione si traduce nelle 
x 3, ($2 ae Ofte 4 oa ols 
INO a 3! ye See Os 


az;) ae Th gt — 0 (1 oe ee 


che divise per dt diventano 
3 3 3 
» (22 +5 iy ob )+ =o (= 1,223: 


Si tratta dunque di un sistema di relazioni lineari (non omogenee, 
se i vincoli dipendono dal tempo) nelle componenti delle velocita , 
dei singoli punti del sistema. 

Qui aggiungiamo (pur senza indugiarci in pil precisi chiarimenti) 
che anche i vincoli bilaterali non olonomi (0, come si suol dire, 
anolonomi), quali si presentano nei sistemi materiali concretamente 
reahzzabili, si traducono in relazioni lineari (generalmente non omo- 
genee) fra le velocita possibili dei punti del sistema, con la differenza 
essenziale, rispetto al caso dei vincoli olonomi, che siffatte relazioni 
non sono deducibili, per derivazione rapporto al tempo, da equazioni 
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intercedenti fra le coordinate dei vari punti (ed, eventualmente, il 
tempo). 

Insomma si puod dire che i vincoli bilaterali, olonomi o no, imposti 
agli atti di moto di un sistema, sono sempre esprimibili per mezzo 
di equazioni del tipo 
(32) By, (Uv) = Dy (b= 1, 2,..., 7), 


dove le B,(v) rappresentano simbolicamente altrettante funzioni lineari 
omogenee delle componenti delle velocita av; dei punti del sistema, 
i cui coefficienti, al pari degli scalari b, a secondo membro, sono 
funzioni conosciute del posto ed, eventualmente, del tempo, cosicché, 
nel brevissimo tempuscolo t che ci interessa, vanno considerate come 
addirittura costanti. 

In base alla definizione di spostamento virtuale, i vincoli carat- 
teristici dei 6 P; sono espressi dalle corrispondenti equazioni lineari 
ed omogenee 


(33) BOP) 20% (eee 


e per talune deduzioni, che abbiamo in vista,importa rilevare che, 
mentre le determinazioni wv; delle velocita anteriori possono benis- 
simo non soddisfare alle (32), in quanto queste equazioni si riferiscono 
all’intervallo di tempo t, nel quale le condizioni di vincolo possono 
non esser pili quelle stesse del moto anteriore, le wt, che in certo 
modo riflettono gli effetti di tutto cid che avviene in codesto tempu- 
scolo t, costituiscono necessariamente una soluzione delle (32). 

Se poi si considera, in astratto, un qualsiasi atto di moto v,; com- 
patibile colle (32) (coincidente o no coll’ atto posteriore) e gli si attri- 
buiscono delle variazioni 6v,; che rispettino codeste condizioni, le 64, , 
per la natura lineare delle (32), soddisfano per parte loro alle corri- 
spondenti equazioni omogenee 


(33’) B, (6v) = 0 aes Peay ate rerens 2) 


le quali, salvo lo scambio materiale delle incognite, si identificano 
colle (33), che caratterizzano gli spostamenti virtuali 6 P;,. 


16. TEOREMA DEL Rosin (). — Sia v; un generico atto di moto 
compatibile coi vincoli (32) e introduciamo la funzione quadratica, 


(4) Gustavo Rosin, n. a Parigi nel 1855, m. ivi nel 1897. Spirito originale 
8 penetrante, portd notevoli contributi di risultati e di metodi, non solo alla 
teoria degli impulsi, bens) anche alla Termodinamica, alla Elettrostatica e 
all’indirizzo critico della Teoria delle funzioni. Le sue opere sono raccolte in 
tre volumi (Parigi, 1899-1903). 
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n generale non omogenea, nelle vw; 


ge ey ee eee Oe Pe 
(34) Gay] Emly 


riguardandovi le v; come soluzioni quali si vogliono delle (32). Il dif- 


_ferenziale totale di questa funzione, in quanto vi si considerino come 


prefissati gli impulsi J, e la velocita anteriori #; , € dato da 


N 
(35 BG = — By} Ty — me (vi— 07) |< 0% 


yh 


e quindi si annulla, quando alle wv; si sostituiscono le velocita po- 


‘steriori vt soddisfacenti non soltanto alle (32), ma anche alla con- 


dizione simbolica (31). Cio val quanto dire che la corrispondente de- 
terminazione G+ della G é@ stazionaria. 

Ma é facile riconoscere che si tratta piu precisamente di un mi- 
nimo, rendendo esplicita la differenza G— Gt. A tal fine partiamo. 
dalla identita 


5 1 ) ; 
SOT rhs ego ih : I,— mvt — v7)! = 


1 
== J ge (or a v;) + 53 Mm; (U; — i) = (ur ae Ce \2 3 


Ponendo vt — v; = 6v, e ricordando che OF = 0 = NUS AL se 
condo membro si pud scrivere 
in 1 > o 
T,><d0;+ gy m Cvs — 2 Av) x dey , 
onde risulta 


sates 
2m, 


2 


lem OF v)| = 


Lj, (0,0) ee 


1 
ae (L; = ™M; Aw,) < ou; s= aie Mm, (6e,)? 
Sommando rispetto all’indice 7 da 1 ad N, si ottiene a primo 
membro G— G+, mentre il primo termine a secondo membro va a 
zero per |’ osservazione finale del n. prec. Rimane quindi 


aa 
Saat 2, m; (6U5)" » 
e si perviene al teorema del Rosin: L’ incognito atto di moto posteriore 


é quello, che rende minima la funzione G, in confronto di tutti gli 
atti di moto compatibili coi vincoli (82). 
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17. COROLLARIO DEL TEOREMA DEL ROBIN. TEOREMA DI LORD 
KELVIN (?). — Supponiamo, in particolare, che non vi siano impulsi 
direttamente applicati, vale a dire che il fenomeno sia esclusivamente 
-dovuto ad una brusea introduzione di vincoli (irrigidimento, fissa- 
zione di un punto o di un asse, ece.). L’ espressione della funzione G 


si riduce in tal caso ad 
{XN 
X) > 
“5 2am, (AV,)*, 
“2 at 


cosicche 1’ atto di moto posteriore é, fra tutti gli atti di moto compa- 
tibili coi vineoli, quello che rende minima la forza viva dovuta alle 
brusche variazioni di velocita. 

Un enunciato pit particolare ancora, ma pit espressivo si ha nel 
cosiddetto teorema di Lord KELvin. Ad esso si perviene, supponendo. 
che, sempre in assenza di impulsi direttamente applicati, il sistema 
sia originariamente in quiete (#; =0) e i vincoli addizionali bru- 
scamente introdotti consistano nell’imporre ad un certo numero 
di punti, certe velocita prefissate (vr ee V ), naturalmente compatibili 
cogli altri vincoli (32), di cui si deve tener conto. 

In tal caso la G non é altro che la forza viva assunta dal sistema. 
per effetto della indicata imposizione di velocita e si ha la proprieta. 
che questa forza viva, per lV effettivo atto di moto posteriore, é minima 
in confronto di ogni altro atto di moto compatibile coi vincoli (incluse 
fra questi le velocita imposte). 


(4) WiLtt1am THoMmsoN, creato pari d’Inghilterra come Lord KrLvin of 
Largs nel 1892, nacque a Belfast (Irlanda) nel 1824, mori a Glasgow nel 1907, 
e fu sepolto nel’ Abbazia di Westminster accanto al NEwron «his great exemplar », 
come dice il LARMOoR [Proc. of the R. 8. of London, Vol. 81, A]. Fu professore 
di filosofia naturale a Glasgow dal 1846 al 1889; e membro, si puod dire, di 
tutte le Accademie del mondo, 

Sulle orme del Carnot e del Fourrmr fu tra i fondatori della energetica 
generale, Nel- campo dell’ elettromagnetismo introdusse il celebre suo metodo 
delle immagini, approfondi per il primo il regime variabile delle correnti elet- 
triche, in particolare le scariche dei condensatori e la propagazione nei cavi. 
Sommo anche come sperimentatore, inventd dispesitivi teonici e strumenti di 
precisione, ed ebbe massima parte nella posa del primo cavo transatlantico. 
Spazid con inesauribile genialitaé in tutti i campi della filosofia naturale con- 
seguendo classici risultati specie nella idrodinamica e nella geofisica, e ideando 
modelli meceanici dei fenomeni pitt svariati e rappresentazioni suggestive della 
struttura della materia. Anche nel suo trattato in collaborazione col Tarr, 
pur colla misura imposta da una esposizione sistematica, si trovano profuse 


vyedute originali e feconde. 
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18. VINCOLI REVERSIBILI. TEOREMA DEL CARNOT (4). — Nelle ipo- 
tesi pi generali le equazioni lineari (32) dei vincoli non sono omo- 
genee, e ne abbiamo avuto un esempio per cosi dire tipico nei vin- 
coli di velocita’ imposta, considerati nel teorema di Lord KELVIN 
(n. prec.). Ma-nei casi piu comuni e, in particolare, quando si tratta 
di vincoli, olonomi o no, indipendenti dal tempo, le equazioni (32) 
risultano prive di secondo membro, talche consentono, insieme con 
ogni atto di moto compatibile con esse, l’atto di moto direttamente 
opposto. Per questa ragione i vincoli espressi da equazioni lineari 
ed omogenee diconsi reversibili. 

Quando tutti i vincoli, cui é assoggettato un sistema, sono rever- 
sibili, si verifica la circostanza notevole che le equazioni (32) si iden- 
tificano, all’infuori della designazione delle incognite, colle equazioni 
(33), cosicché ogni atto di moto compatibile coi vincoli da luogo ad 
uno spostamento virtuale e viceversa; e l’equazione simbolica del 
moto impulsivo si puo scrivere 

x 
(31’) x, 1, —m, Av) <Xv,=0, 

L 
designando con le 2, le velocita di un generico atto di moto compa- 
tibile coi vincoli. 

Se in particolare a codeste wv; si attribuiscono le determinazioni 
or corrispondenti all’effettivo atto di moto posteriore e, supposti 
ancora nulli gli impulsi direttamente applicati, si tien conto delle 
identita 


AVX Ur = (UT —e> xX UF = 
v vu a v 


1 1 1 
SE oN eral ee) see 
si trae dalla (31’) 
Ae. Let j Rae 
men Xs mi, (UT)? + x, m, (0) = = x; m, (A-,)® , 


(4) Lazzaro Carnot, n. a Nolay (Céte d’Or) nel 1753, m. a Maedeburgo 
nel 1823. Organizzo gli eserciti della Repubblica francese durante la Conven- 
zione, ebbe grandi onori ed uffici elevatissimi anche nel periodo napoleonico; 
mori in esilio, Fu tra i pionieri della Meccanica applicata alle macchine e 
della Geometria proiettiva. Ebbero meritamente larga notorieta anche le sue 
Réflexions sur la métaphysique du Caloul infinitésimal, la cui prima edizione 
risale al 1797. 
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cioé, indicando con 7 la forza viva del sistema e con © la forza viva 
corrispondente alle brusche variazioni di velocita, 
—AT=0. 

Di qui il teorema del Carnot (cfr. n. 6): Per ogni sistema mate. 
riale, soggetto a vincoli privi di attrito e reversibili, in cui, senza in- 
tervento di impulsi direttamente applicati, si determinino brusche va- 
riazioni di velocitd, si ha sempre una perdita complessiva di forza viva, 
che uguaglia la forza viva dovuta a codeste variazioni di velocita. 


19. Caso DI UN’ ESPLOSIONE. — In tal caso intervengono, almeno 
in taluni elementi materiali P del sistema, impulsi di natura interna 
a due a due direttamente opposti; e questi impulsi provocano per 
lo piu una disgregazione degli elementi, su cui agiscono. Ma siccome 
nell’ atto di moto anteriore la disgregazione non aveva ancora ayuto 
luogo, il corrispondente lavoro degli impulsi 


N 
dt 2, I,< v; 
1 


€ necessariamente nullo, in quanto consta di addendi a due a due 
uguali in valore assoluto e di segno contrario; e non é forse inutile 
ayvertire esplicitamente che altrettanto non potrebbe dirsi dell’ ana- 
logo lavoro corrispondente all’ atto di moto posteriore, perché gli ele- 
menti scissi dalla disgregazione, a cui risultano applicate due generici 


impulsi direttamente opposti, si trovano animati di velocita differenti. 


Se la (81) si riferisce all’ atto di moto anteriore, ponendovi Vv; = v7; 


essa per quanto si é or ora detto si riduce a 

N 

,m, AUX =; 

1 
e a questa equazione, con una trasformazione perfettamente analoga 
a quella del n. prec. (salvo lo scambio delle ur colle v-) si pud dar 
TP aspetto 

AT=-0.. 
Si conclude dunque che: Jn un sistema materiale a vincoli privi 

di attrito e reversibili, una esplosione produce un guadagno di forza 
viva, che uguaglia la forza viva dovuta alle brusche variazioni di velo- 
cita degli elementi del sistema. 


2). TEOREMA DI LAGRANGE-BERTRAND (!). — Chiuderemo queste 
considerazioni generali con una proposizione, che € nota sotto il 


() GrusepPE BERTRAND, n. a Parigi nel 1832, m. ivi nel 1900. Fu pro- 
fessore all’Heole Polytechnique e al Collége de France, per oltre 50 anni, e 
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¥ ? : 

nome di teorema del BERTRAND, ma che in un caso particolare risale 
al LAGRANGE. Essa confronta la forza T+ con cui effettivamente si 
inizia il moto posteriore, impresso ad un sistema a vincoli reversibili 
da impulsi attivi quali si vogliano, con la forza viva T’ che compe- 
terebbe allo stesso sistema, sotto gli stessi impulsi, qualora gli si 
imponessero bruscamente nuovi vincoli, pur essi reversibili; ed af- 
ferma che la T'+ & massima rispetto a tutte le possibili T’. 

Per dimostrare questo teorema basta riprendere la equazione sim- 
bolica sotto la sua forma (31’), valida pei sistemi a vincoli reversibili, 
e applicarla una prima volta al sistema quale é effettivamente dato, 
una seconda volta al sistema quale sarebbe dopo l’ipotetica impo- 
sizione di nuovi vincoli. Indicando con «; le velocita posteriori in 
questo secondo caso, con che sara da porre Av; =v; — v7, e no- 
tando che in entrambi i casi é lecito assumere v;—=%;, in quanto 
Vatto di moto vw; & certamente compatibile sia coi vincoli preesistenti 
che con quelli addizionali, avremo 


N 
Ly (L, — m, [vy —wr)])<vu=0,~z 
at 

N 

4 (4, — mj [v; — v3 1) Xv; =0. 
1 


Di qui sottraendo membro a membro e tenendo conto delle identita 


; ; 1 1 : 1 : 
(ud —v) ><, = > WH? — | &)— | Fe), 


si trae |’ equazione 


yee PL , 
TE fT > xi m, (ur — wv), 
la quale mostra appunto che la 7’ non é mai maggiore di T+, e si 
identifica con essa solo quando il generico atto di moto compatibile 
coi vineoli, originari ed addizionali, coincide coll’ effettivo atto di 
moto posteriore. 


Segretario perpetuo dell’ Accademia delle Scienze di Parigi dal 1874 alla sua. 
morte. Matematico acuto e brillante, fu cultore eminente di Meccanica. Pub- 
blicd, oltre ad un grande trattato di Calcolo e a libri scolastici largamente 
diffusi, aleuni dei suoi corsi del Collegio di Francia (sulla Termodinamica, 
sul Calcolo delle probabilita, sulla Teoria matematica della elettricita). In tutta 
la sua produzione rifulgono, con I originalita del pensiero, doti singolari di 
espositore attraente ed efficace. 
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§ 1. - Lemma di Green nello spazio e nel piano. 


{. Sia Ulx,y,z2) una funzione uniforme, finita e continua, insieme 
alle sue derivate prime, in tutti i punti P(#,y,z) di un campo 8, 
limitato da una o pit superficie chiuse. Queste superficie si designe- 
ranno genericamente con o, talché o rappresentera il contorno com- 
pleto di S. 7 a 


-Essendo, per ipotesi, 9U/axv funzione finita e continua, avra_ 
senso perfettamente determinato l’integrale triplo 


aU 
il [ Sp lady de , 
esteso a tutto il campo S, che si scrive anche, pit semplicemente, 
| au 
/ sis - 
8 


Per il calcolo di questo integrale si pud immaginare di. eseguire 
prima la integrazione rispetto ad a fra limiti convenienti, poi, suc- 


ee te ao ae ae an” ee, 
Pee Sete pat Tate ee ae ee 
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cessivamente, quelle rispetto alle altre due variabili. Dal punto di 
vista geometrico, cid equivale a dividere il campo S in prismi ele- 
mentari, mediante piani paralleli ai piani coordinati y—0, 2—0, 
effettuando per ciascun prisma la integrazione lungo quella parte di 
esso, che cade entro S e sommando poi (integrazione rispetto ad y e 2) 
i risultati parziali cosi ottenuti. 

Un generico prisma incontra il piano coordinato yz secondo un | 
rettangolo elementare dydz, ed il contorno o di S secondo certe areole 
elementari dco, che sono in numero pari, perche, in conseguenza della 
ipotesi che il contorno o sia chiuso, ad ogni areola, che il prisma de- 
termina sopra o, penetrando in S, deve fare riscontro un’ altra areola, 
attraverso cui il prisma esce da S. Chiameremo genericamente P; i 
punti di ingresso, P, quelli di egresso. La porzione di integrale 


aU 
Ws da dy dz 


relativa al nostro prisma e il prodotto di dydz per l’integrale 


il quale va esteso da ciascun P, al P, immediatamente consecutivo. 
Ora, per ogni intervallo P;P,, quest’ ultimo integrale si riduce alla 
differenza Up,— Up; dei valori della funzione U negli estremi del- 
Vintervallo: sara dunque in generale 


aU 
{= dx—=> (Up, — Up,) . 


la somma essendo relativa alle varie coppie P,, P;. Ne discende 
lee a8=|[ dyde3(Up,— Up) 


dove l’integrale del secondo membro va esteso a tutto il contorno 
apparente del campo S sul piano «=—0. 

Fissiamo un generico punto (P; 0 P,) dia e l’areola elementare do, 
cui esso appartiene. La proiezione di do sul piano 7=—0 é, per 
costruzione, dydz; siccome do, a meno di infinitesimi d’ ordine 
superiore, si pud considerare piana, dyde sara data dal prodotto 
di ds per il coseno dell’ angolo, formato dai piani delle due aree, 0, 
cid che @ lo stesso, dalle rispettive normali; e tale coseno va natu- 
ralmente preso in valore assoluto, poiché gli elementi di area sono ~ 
quantita essenzialmente positive. Percid, se designamo con «, 8, y i 
coseni degli angoli che la normale al contorno, volta verso 1’ interno 
del campo, fa colle direzioni positive degli assi coordinati, avremo 


dydz=ds\a|, 
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e, piu precisamente, 
: dydz = ads 
in ogni punto P;; 
; é dydz = — ads 
in ogni punto P,. 
Ora 
dydzX (Up, — Up;) = X Up, dydz — 3 Up; dydz ; 
e, se nella prima sommatoria si sostituisce il dyde, che moltiplica 
ogni Up,, col suo valore — ads relativo a quel P,, ed analogamente, 
nella seconda sommatoria, col valore ads, relativo al corrispon- 
dente P;, avremo: 
dy dz 4 (Up, — Up,;) = —X Uads , 
intendendo che la sommatoria del secondo membro abbracci tutte le 
areole do, che sono determinate sopra o da uno stesso prisma elemen- 
tare, ed hanno percid la medesima proiezione dydz sul piano ~=0. 
Quando si fa percorrere all’elemento dydz tutta V area racchiusa nel 
contorno apparente di esso sul piano x=0, si vengono a conside- 
rare (ciascuno una volta soltanto) tutti gli elementi do della superficie 
(o del sistema di superficie) da cui é limitato S. Risulta cos} 


U mS 
[Sas] dy dz 3 (Up, — Up;) 
S fo} 
e, quindi, 


u 2 

[as —[veas ; 
Ou 

S G 


Questa formula, colle sue analoghe 


U 
e as=—| Usas , 
x °Y . 
¢ 
vu 4 
[22 ass | vyas . 
1 O2 
8 3 


costituisce il lemma del GREEN (}). 
Notiamo che in ognuna delle formule precedenti I’ asse coordinato, 
per es. nella prima l’asse delle x, si pud considerare come una retta 


(}) GrorGe GREEN, n. a Nottingham nel 1793, m. a Sneinton nel 1841, 
comincid col fare il fornaio nella bottega paterna. Poi studid a Cambridge e 
fu membro della Societ& Reale di Londra. Introdusse i metodi che portano il 
suo nome (e in cui rientra come lemma quello ricordato nel testo) in un 
celebre opuscolo: Essay of the application of mathematical analysis to the theories 
of electricity and magnetism (Nottingham, 1828). Gli si debbono anche ricerche 
fondamentali sulla propagazione della luce nei mezzi anisotropi, secondo la 


teoria elastica. 
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orientata generica, e la corrispondente derivata parziale 9 U/da come 
una derivata in quella direzione; « é il coseno dell’ angolo fra la 
normale a o e questa stessa direzione, sicché la formula assume 
carattere intrinseco (cioé indipendente dal triedro di riferimento): 


2. Il lemma di GREEN vale anche per gli integrali doppi 
{= — daxdy, if | ae dxdy estesi ad una regione finita o del piano vy. 


Si designino con s la linea o il complesso di linee che limitano c, 
e con «, $i coseni direttori della normale ad s, diretta verso |’ interno. 

In modo identico a quello seguito nel n. 1, per gli integrali di 
spazio, si dimostra che: 


[ee a2 =—] vads 5 OU as Be pe oe 
: : 3 


Gli integrali dei secondi numeri si intendono estesi a tutto il con- 
torno s, e il ds si riguarda in essi come elemento qd’ arco essenzial- 
mente positivo. Va da sé che Ue le sue derivate sono da ritenersi 
funzioni uniformi e continue. 

Si consideri in ogni punto di s la tangente e si prenda su essa 
tale direzione positiva da essere orientata, rispetto alla normale (volta 
verso interno di c), come la direzione positiva dell’asse Ox é orien- 
tata rispetto a quella dell’asse Oy. 

Indichiamo con ¢~ langolo che la tangente fa coll’asse Ox, con- 
tandolo, a partire da Ox, positivamente nel verso Ox —> Oy. 

I coseni direttori della tangente sono allora ovviamente 

dx dy 


ds 7 OO8 5 ise es 


mentre quelli della normale sono: 


7 : dy 
% = COs ena SS PI gee 
==) sin ( + 5) = Ee 
Bex GN ae GOR Mar a 
Di qui si ha 
ads = — dy : Bds dex . 
Le formule del numero precedente possono cos) essere scritte: 
et! [op ae= 
aa 9) Sad Udy } oy az — J Udx ) 


dove, teniamolo ben presente, dx e dy sono le proiezioni dell’ ele- 
mento ds di contorno, diretto in modo da costituire colla normale 
volta verso l’interno una coppia che possa sovrapporsi a quella degli 
assi Ox ed Oy, senza uscire dal piano. 
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A questa relazione, si pud dare una forma pit espressiva, conside- 
rando da un lato il senso di percorrenza del contorno, dall’altro il 
senso di circolazione determinato nel piano dagli assi di riferimento 
(cioé dalla rotazione di Ox verso Oy). Tali due sensi devono coincidere. 

Ove si faccia intervenire la normale Oz al piano, orientata in 
modo da costituire cogli assi Ox, Oy un triedro destro, si pud anche 
ritenere coordinato il verso di percorrenza sul contorno s a quello della 
normale al piano dalla condizione di risultare destro. 


§ 2. Generalita sui campi vettoriali — Gradiente. 


3. Una qualsiasi regione dello spazio (in particolare anche 1’ in- 
sieme di tutti i punti dello spazio) si denomina campo vettoriale quando 
ad ogni punto P del campo corrisponde un ben determinato vettore v. 
Cio € come dire che si ha un vettore v funzione (uniforme, ossia 
univocamente determinata) dei punti P-del campo, e quindi anche 
delle loro coordinate xv, y, 2 

Nei campi ronrariall, che interessano le applicazioni, si tratta quasi 
sempre di vettori v(P), applicati nei corrispondenti punti P, e qui 
converra riferirsi a tale specificazione espressiva. 

Rimangono evidentemente applicabili le ordinarie nozioni di fun- 
zione finita e continua. Non ha quindi bisogno di ulteriori delucida- 
zioni |’ avvertenza che intendiamo rivolgere le nostre considerazioni 
a distribuzioni vettoriali finite e continue. 

Supporremo anzi di piu che il vettore w(P) sia funzione deriva- 
bile di P, con che vogliamo dire (Cap. I,, n. 58) di ciascuna delle tre 
coordinate x7, y, 2. 


4, Prima di ogni altra considerazione, @ qui opportuno, in vista 
di future applicazioni, notare che le formule stabilite al n. 1 per una 
funzione scalare U (a, y, 2) del posto si estendono senz’ altro ad un 
generico campo vettoriale u(x, y, 2). 

Infatti, applicando, per jfissare le idee, la prima delle formule 
ricordate alle componenti v,, vy, v, di v, si ha, usando le stesse 
notazioni del n. 1, 


One 
aot dS == — V,ad5 , [22¢as = — | ryaaz . 
/ Ox 
3 s fo} 
{Sap =— [ vgads . 
ox : ; 
8 fo} 


e basta moltiplicare queste tre identita pei versori fondamentali 


200 ‘caprroto ortavo’ COC st~<is~s‘i—s—s~s~s~s~SCS VT 
(costanti) ¢, J, A della terna di riferimento e, Gone averle sommate 
membro a ogee notare che 
30 NO rane Le r) 
5a + aaI + 3a * 28 
per concludere 


oe as=—| vads . 
4 ou ? 


Analogamente per le altre due formule del n. 1. 


5. Un esempio notevolissimo di campi vettoriali é offerto dai campt 
di forza, gia diffusamente studiati (a proposito delle forze posizionali) 
nel Cap. VII, nn. 24-29, della I Parte. 

I concetti, ivi svolti, di linea di forza, di lavoro, di potenziale, ece. 
sono ovviamente trasportabili al caso di un campo qualunque. Basta, 
in quanto si disse allora, sostituire un vettore generico w alla sua 
interpretazione specifica di forza posizionale. 

Cosi possiamo affermare che, in ogni campo vettoriale, dove non 
sia w—0, esistono delle linee tali, che la tangente in ogni loro 
punto P abbia la direzione del corrispondente vettore v. Queste 
linee diconsi linee del campo od anche linee di flusso. 

Analogamente a quanto si é fatto per le linee di forza (Cap. VIL, 
n. 25), le linee di flusso, in ogni regione del campo in cui il vettore 
v si mantenga sempre diverso da zero, si possono definire in due 
modi (fra loro manifestamente equivalenti): @) per via geometrica, 
immaginando, a partire da un punto prefissato P, delle spezzate 
poligonali di cui ogni lato sia diretto come wv nel punto di origine, 
e passando poi al limite, il che da la linea di flusso passante per P; 
b) per via analitica, notando che le linee in questione sono, per ire 
definizione, caratterizzate dalle equazioni 


dx dy dz 


Day Oe 
le quali costituiscono un sistema di due equazioni differenziali del 
primo ordine, come si vede supponendo per es. (come é lecito sotto 
lY ammessa ipotesi v=- 0) che v, non si annulli e scrivendole sotto la 
forma equivalente 

Ces gs 
dz Oe) Seah e en Oe 


Qui la 2 funge da variabile indipendente, mentre le 7 e y sono le 
funzioni incognite e il sistema integrale «=ax(z) , y=y/(e), che 
definisce le linee di flusso in termini finiti, conterra due costanti 
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arbitrarie, di cui si potra disporre in modo che we y assumano 
valori prefissati in corrispondenza ad un valore pure fissato della z. 
Cid vuol dire geometricamente che si considera quella linea di flusso 
_che passa per un punto prefissato del campo. La presenza di due 
costanti nelle suddette equazioni (in termini finiti) delle linee di flusso 
mostra che si tratta di un sistema di oo? curve, di cui passa una ed 
una sola per ogni punto del campo (in cui sia v- 0). 


6. Ricordando che tra le forze posizionali hanno particolare impor- 
tanza le forze conservative, cioé quelle che derivano da un poten- 
ziale U(“%,y,2) (Cap. VII,, n. 26), si é tratti a pensare che, anche 
per un campo vettoriale qualsiasi, meriti speciale attenzione I’ even- 
tualita che il prodotto scalare v<dP risulti un differenziale esatto 
du, ossia che sussista l eguaglianza differenziale 


(1) ux<dP=adU , 


per qualsiasi spostamento infinitesimo dP. 
Si sa gia che cid equivale alle tre equazioni scalari 


OS eee au 
( ) "2 = By ) °y = “By d 0g = 02 “ 


Come si é visto, a proposito del lavoro delle forze conservative 
[Cap. VI, n. 7], la (1) equivale alla proprieta integrale che il lavoro 


| uv >< dP fra due punti generici A e B é indipendente dal cammino 


del campo secondo cui lo si valuta. E cid equivale alla sua volta al 
fatto che si annulla il lavoro relativo ad un qualsiasi ciclo chiuso del 
campo. Infatti, un ciclo chiuso si pud sempre considerare come un 
cammino di cui il punto di partenza A coincide col punto di arrivo B; 
allora, fra i cammini che cominciano in 4 e terminano in B, c’é in 
particolare quello di lunghezza nulla. Il lavoro esteso a questo é zero; 
dunque, quando sussiste l’indipendenza del lavoro dal cammino, ¢ 
pure zero il lavoro relativo ad un generico ciclo. Viceversa, suppo- 
niamo verificata tale condizione. Scelti a piacimento due diversi 
cammini s, ed s, (del campo) fra gli stessi estremi A e B, essi costi- 
tuiscono complessivamente un ciclo, lungo cui il lavoro é nullo. 
Detto L, il lavoro da A a B lungo s,, L, lV analogo lavoro lungo s,, 
sara L,— L,=0, il che appunto prova che il lavoro é lo stesso 
lungo i due cammini arbitrariamente prescelti. 

Quando al vettore wv non si attribuisce la particolare interpreta- 


zione di forza, |’ integrale fuxap, esteso ad un generico pezzo di 


linea, si suol chiamare circolazione (anziché, specificamente, lavoro). 


\y 
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Un altro modo di compendiar le (1’) é di interpretarle come condi- 
zioni di identita di due vettori. A tal fine si introduce la notazione 
grad U , 

[da leggere “ gradiente di U,] per designare il vettore di compo- 
nenti aU/ax, 9U/oy, 9U/ee (che corrisponde naturalmente alla 
forza derivante dal potenziale U, se si tratta di un campo di forza). 
Con tale definizione di gradiente, le tre relazioni precedenti si rias- 
sumono nella eguaglianza vettoriale 
v=gradU. 

Dalla definizione stessa e dalla identita (1) risulta che la componente 
di grad U secondo una direzione generica non é altro che la derivata 
del potenziale U secondo la direzione prefissata (cfr. Cap. VII,, n. 26). 
Di qui segue che |’ operatore “ grad , si comporta, in sostanza, come 
nna generica derivata parziale. Cosi sussistono le identita 

gradcost.=0 , grad(U,-++ U,) = grad U,+ grad U, . 

Se poi U dipende dalle coordinate 7, y, 2 unicamente pel tramite di 
una funzione p (7, y, 2), siha 


U 
(2) grad U(p) = ip grad p ; 


e se U dipende, oltre che dalle coordinate x, y, 2, da un parametro j, 
eventualmente coincidente con una di codeste coordinate, si ha 


r) aU 
(3) Re grad U= grad a 


3 
Giova notare, infine, che le tre formule esprimenti il lemma del 
GREEN (n. 1), ove si denoti con 2 il versore normale alla superficie o, 
orientato verso l’interno, si possono raccogliere nell’ unica formula 
vettoriale 


(4) [ grad Ud S = — | Unds. 
4 / 


S 


Per _ U = cost., grad U=0. Allora il primo membro si annulla e 
Pequazione si riduce a 
| naz =) 
fe) 
proprieta integrale assai espressiva del versore normale ad una gene- 
rica superficie chiusa. 


§=3. — Immagine idrocinetica — Nozione di flusso. 


7. Per avere una rappresentazione cinematica suggestiva di un 
qualsiasi campo vettoriale v(P) conviene immaginare il campo S 
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ripieno di un fluido in moto, tale che, in ogni istante, la velocita 
della particella occupante una posizione generica P sia data dal vet- 
tore corrispondente v (P). 

Le linee del campo (n. 5) sono allora dirette, in ogni punto, come 
la velocita del fluido (cioé della particella che transita per il punto 
nell’ istante considerato). 

EK per questa ragione che le linee del campo spesso, come si é 
detto al n. 5, si chiamano anche linee di flusso. 


8. Data, nel campo, una linea chiusa (che non sia una linea di 
flusso), si immaginino spiccate da ogni suo punto le rispettive linee 
del campo. Esse costituiranno una super- 
ficie tubolare chiamata (impropriamente) 
tubo di flusso. Pid propriamente si chiama 
tubo di flusso lo spazio limitato dalla 
detta superficie. 

In un campo uniforme (Cap. VII, 
n. 25) le linee del campo sono rette parallele, talché i tubi sono 
cilindri. . 

La denominazione di “ twbo di flusso , si giustifica osservando che, 
nell’immagine idrocinetica data al n. prec., ogni particella (o insieme 
di particelle) che appartenga al tubo in un generico istante ¢, seguita 
ad appartenervi anche nell’ istante ¢4-dt; V’ipotetica massa fluida si 
muove, dunque, come se fosse racchiusa nel tubo, 0, in altre parole, 
fluisse in esso. 


9. Riferiamoci ancora, per un momento, ad un campo uniforme v. 
Nella immagine idrocinetica dianzi introdotta, ogni particella del 
fluido, nell’ unita di tempo (a partire da un istante qualsiasi), percorre 
un cammino rettilineo di lunghezza v, nella direzione e nel verso di v. 
Percid, se si considera una qualsiasi superficie piana so (a contorno 
curvilineo 0, in particolare, poligonale), non parallela a v, il fluido 
che, durante una unita di tempo, attraversa la o, riempie un cilindro 
(o, in particolare, un prisma) di base o, avente per generatrici (o per 
spigoli laterali) altrettanti segmenti di lunghezza v, spiccati dai punti 
del contorno (0 dai vertici) di co, nella direzione e nel verso di v. 
L’altezza di questo cilindro (o prisma) si ottiene proiettando uno 
qualsiasi degli indicati segmenti sulla normale a o, ed é percid data 
da |v, |=|v*<2|, se con m si denota il versore normale a v, 
orientato a piacimento; ché, se il verso di a si sceglie in modo che 
Y angolo on risulti acuto, l’altezza in parola é misurata, anche in 
segno, dauxn. 


= y be . * og A, Ye Ss a q onan 
* ry é< ; * _ - 5 
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Di qui consegue che il volume del cilindro (0 prisma) dianzi 
caratterizzato é fornito dal valore assoluto di 
(5) UXNG ; 

e vi é 0 no accordo di segno secondo che 6 vn Sz /2. 

Lo scalare (5) dicesi flusso del campo (nell’unita di tempo) attra- 
verso la superficie o nel verso di 23 € questo nome @ pienamente 
giustificato, perché non solo codesto scalare da col suo valore asso- 
luto il volume di fluido che nell’ unita di tempo passa attraverso la o, 
ma col suo segno indica se il passaggio avviene, rispetto aco, nel 
verso di 2 o nel verso contrario. 

Ed é ragionevole estendere tanto I’ espressione formale (5), quanto 
la denominazione di flusso anche al caso sinora escluso di una super- 
ficie o parallela a wv, perche dal lato formale la (5) in tal caso 
(on = 7/2) si annulla, e, sotto l’aspetto concettuale, é direttamente 
manifesto che il fluido non attraversa las (ma solo scorre su di essa). 

Naturalmente, se si tratta di una superficie infinitesima o elemento 
superficiale d+, il flusso é dato, qualunque sia l’orientazione di ds 


rispetto a wv, da uxn-ds. 


Dopo cid si presenta spontanea la generalizzazione del concetto 
di flusso al caso di un campo vettoriale 2(P) 
e/ uy qualsivoglia e di una superficie +, comunque 
Z curva. In ogni punto P di so si consideri i 
‘5 versore normale 270(P), fissandone il verso a 
piacere in un punto determinato P, e con- 
venendo che in ogni altro punto P il verso 
di #2 (P) provenga per continuita da quello 
di 2 (P,) (). 

Scelto allora su s un generico elemento ds, diremo flwsso del 
campo U(P) (nell’unita di tempo) attraverso V elemento ds lo scalare 
dp=vux nds =v, ds , 
che risulta ben determinato (a meno di infinitesimi di ordine supe- 
riore al ds) in quanto vi si intendano prese per w ed 2 le determi- 

nazioni corrispondenti ad un generico punto P del ds. 

Sommando tutti i dp relativi ai vari elementi ds di c, si avra 
manifestamente l’eccesso (positivo o negativo) del volume di fluido 
che attraversa o nel senso di # su quello che la attraversa in senso 
contrario. EH per questa ragione che l integrale 


~ =/ oxnds= [ On AS 


fe} fe} 


(*) Questa convenzione presuppone in modo essenziale che la o sia una super- 
ficie a due faece, cioe non sia wnilatera, come la nota superficie del MéBIUS. 


dicesi flusso del campo attraverso la generica superficie « (nel senso 
convenuto per 72). 

Nel caso di una superficie o chiusa il flusso si dira entrante se n 
€ orientato verso l’interno, uwscente se 2 6 orientato verso I’ esterno; 
ed @ manifesto che, quando si tenga fissa la orientazione di , il 
flusso uscente € eguale in valore assoluto e di segno contrario al 
flusso entrante. 


§ 4. - Divergenza. 


19. Dato un campo vettoriale w(P), si consideri una superficie 
chiusa o e si denotino, al solito, con «, 8, y le compo- 
nenti del versore normale 2, orientato verso |’ interno, 
e con S lo spazio racchiuso da o. nN 

Il flusso uscente da S attraverso o @ dato da 


S 
= funac == = |@ea 048 + vedo ’ ey 
o 6 


onde, in base alle formule del lemma di Green (n. 1), si pud scrivere 


Ope Oy O0z 
ee of oY oe jas : 

Di qui apparisce che, di fronte al calcolo del fluido che esce attra- 
verso o, le cose vanno come se ciascun elemento @S del campo rac- 
chiuso vi contribuisse per $ 

Ip. - 0” OV, 

ae ae ae + oe) wS-, 
cioé come se tale quantita (volume dell’ ipotetico fluido) emanasse o 
divergesse dal’ elemento, 

Ul trinomio OV_ Vy . dz 

on OY be 


rappresenta pertanto il rapporto fra il volume del fluido emanato e 
quello del campo emanante. In pari tempo rimangono giustificati il 
nome di divergenza del vettore v, che si suole attribuire all’ indicato 


scalare, e la corrispondente notazione 
; wey x 202 4 Oy 4 9% 
(6) , divv = ae ae ay ata E 


Al flusso uscente da o si pud in conformita assegnare I’ espressione 


(7) _fuxnds—| aiv vas 4 
g 8 


e la proposizione che afferma l’identita di questi due integrali costi- 
tuisce il teorema della divergenza. 
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11. EF) facile riconoscere che la divergenza, da noi definita con 
riguardo ad una speciale terna di riferimento Oxyz, non varia al 
variare di essa. 

Si potrebbe farne una verifica materiale in base alla definizione for- 
male (6); ma é preferibile stabilirlo concettualmente, sfruttando la 
proprieta caratteristica (7). 

Avuto riguardo al carattere invariantivo (cioé indipendente dagli 
assi di riferimento) della nozione di flusso, si vede che, se si indica 
con div, v la divergenza di v relativa ad un’altra terna di riferimento 
O11 Y12,, Si ha, qualunque sia S, 


{aveas = [atv vas 


Di qui si conclude che le due espressioni della divergenza devono 
coincidere in ogni punto Pdel campo. Poniamo infatti, per un momento, 


divv — divyjv=e , 
e notiamo che, per un intorno S comunque piccolo di P, si ha 


feas=o. 
S 
Poiché ¢ é funzione continua (tali essendo le derivate di una 

qualsiasi componente di #), essa non puo essere diversa da zero in P, 
senza conservarsi del medesimo segno in tutto un intorno di P, ma 
in tal caso risulterebbe diverso da zero, contrariamente a quanto si 
é teste notato, VY integrale di ¢ esteso a quell’intorno. E dunque 
assurda l’ipotesi che ¢ non sia nulla nel punto P preso a conside- 
rare. Deve quindi essere ¢ 0, ossia identicamente 


diva=diy, wv. 


12. Dalla definizione di divergenza si ha tosto che, se vw é costante 
(in grandezza e direzione), la sua divergenza é nulla; come pure che 
la divergenza di un vettore risultante di pi altri 6 somma delle 
divergenze relative ai vettori addendi. In formule: 

diy cost: == 05; 
div (U, + Ug +... + Uy) = div vy + dive, +...+divy,, . 


Ricordando la definizione di gradiente data al n. 6, é facile pro- 
vare che, quali si siano la funzione Ue il vettore wv, vale la relazione 
(8) div (Uv) = Udive-+vu > gradU . 

Infatti, attribuendo al simbolo X il consueto significato di somma 
rispetto alle lettere x, y, 2, si ha 

a(Uv,) aU 
x 


; ts Oe ili 
div (Uv) =X os =ULZ thee 5 B 


k 
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Osserviamo infine che, essendo 9U/ax, aU /dy, 3U/dz2 le com- 
ponenti del vettore grad U, la divergenza di tale vettore é 


aU 80 eu 
ome 3 yt 924° 
Questa espressione é il cosidetto operatore del LAPLACE 0 para- 
metro differenziale di secondo ordine di U, che suole indicarsi con 


4, U. Si ha insomma 


div grad U= A, U. 


Qui, pur incidentalmente, non sara inutile avvertire che I’ equa- 


zione differenziale del second’ ordine 
Oe eon Ue Or 
apes Ox Oy? 922 aptr 
si chiama equazione del Laplace; ed ogni sua soluzione si dice fun- 
zone armonica. 


A,U 


§ 5. - Campi solenoidali. 


13. Prendiamo in considerazione speciale i campi a divergenza 
nulla. Dal teorema della divergenza (n. 10) € manifesto che in tali 
campi, il flusso uscente da qualsiasi superficie chiusa é nullo. 

Per i tubi di flusso (m7. 8) ne consegue, in particolare, la costanza 
del flusso che attraversa le varie sezioni trasversali (ben si intende, 
nel medesimo senso), 

Infatti, indichiamo con t la porzione di superficie tubolare com- 
presa fra due generiche sezioni trasversali co, e€ o,, e notiamo che 
C1) Cp eT Costituiscono complessi- 
vamente una superficie chiusa o. nN 


7 
Avremo dunque ae Sire oem to R 
A > & ge) 


ee : f 
dove, per fissare le idee, supporremo che il vettore ” sia orientato 
verso l’ esterno. 

La parte di tale integrale relativa alla superficie laterale t 6 nulla, 
come mostra la immagine intuitiva da cui e tratta la definizione di 
tubo di flusso (il fluido vi scorre dentro, né pud quindi attraver- 
sare le pareti); e come d’altra parte risulta dal fatto che, essendo 7 
costituita da linee del campo, il versore ” @ perpendicolare al vet- 
tore v, sicché la componente v,, é nulla. 

Restano dunque soltanto le parti d’integrale relative alle sezioni 
6, @ cy, cioé i due flussi uscenti da tali sezioni. 


NE 
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Essendo la loro somma nulla, essi devono avere valore opposto ; 
il che é quanto dire che il flusso, entrante nella porzione considerata 
di tubo attraverso una delle sue sezioni, ¢ eguale al flusso uscente 
dall’ altra. 

Riferendo questo flusso al solito fluido ipotetico circolante nel 
tubo, siamo condotti alla conclusione che tanto ne entra per una sezione 
terminale quanto ne esce per VU’ altra. 

Per tale notevole proprieta, dalla parola greca owAry, che significa 
canale o tubo, i campi a divergenza nulla sono denominati campi 
solenoidali. 


14, Per essi vale sempre il fatto espressivo, gia rilevato ia prin- 
cipio del n. precedente, che dell’ ipotetico fluido tanto ne entra attra- 
verso ogni superficie chiusa quanto ne esce. Cid infatti vale quanto 
dire che il flusso uscente da ogni superficie chiusa e nullo. 

Di qui si vede tosto che il campo @ necessariamente solenoidale 
se il fluido ipotetico é sempre omogeneo, se cioe riempie sempre tutto 
il campo, senza condensarsi né rarefarsi mai in nessun punto. 


15. Dato un campo solenoidale qualsiasi, si prenda in particolare 
considerazione un tubo di flusso sottilissimo, tale cioeé che le aree 
delle sue sezioni normali si possano trattare come quantita infini- 
tesime. 

Dette do,, do, due di queste sezioni normali e v,, v2, le determi- 
nazioni del vettore del campo relative a due loro punti generici P,, P,, 

i flussi che le attraversano (in 
0, valore assoluto e a meno di infi- 
nitesimi di ordine superiore ri- 
dO, spetto agli elementi d’area) sa- 
ranno 

U4 AO), 29, Oo 


Trattandosi di un campo solenoidale, tali flussi devono risultare 
eguali; per conseguenza 


0,05, == 0,065. 


Ne desumiamo che lungo un tubo di flusso infinitamente sottile il 
vettore di un campo solenoidale é inversamente proporzionale alla sezione 
normale del tubo: dove il tubo si allarga il vettore si accorcia, e 
viceversa. 

Se », =v, si ha anche doy=do,; donde si vede che un tubo di 
flusso infinitesimo ha tutte eguali le sue sezioni normali, se, lungo 
il tubo, v ha lunghezza costante. 


We 


ye Oe, iy ee 
a s 
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i6. In un campo solenoidale il flusso che attraversa una sezione 
qualsiasi di un medesimo tubo di flusso é, come vedemmo, costante ; 
é naturale che esso venga denominato flusso del tubo considerato. 
Ovviamente si vede che un tubo risultante dall’insieme di pit 
altri ha per flusso la somma dei flussi dei tubi componenti. I] flusso 
di un tubo si pud quindi considerare come una grandezza qualsiasi; 
ed @ applicabile V ordinario procedimento della misura. 
Il tubo di flusso 1 suole denominarsi tubo wnitd, e il flusso di un 
tubo qualsiasi é dato dal numero dei tubi unit’ che esso contiene. 
Tale numero ci dara, veramente, solo un valore approssimato del 
flusso, ma é facile spingere I’ approssimazione quanto avanti si vuole. 
Basta prendere sufficientemente piccolo il flusso unitario; e quindi 
sufficientemente sottili i tubi unita. 


§ 6. - Rotore. 


17. Dato un qualsiasi campo vettoriale v(P), il lavoro, 0, se si 
vuole, la circolazione | vx dP, relativa ad un circuito chiuso s, 


diviene naturalmente infinitesima assieme al circuito stesso. 

Per convincersene si indichi con V il massimo valore della lun- 
ghezza del vettore del campo lungo il circuito, con J la lunghezza 
del circuito stesso. 

Manifestamente si ha 


fuxaP<vi, 


sicché la circolazione va a zero con l. 

Ma é notevole il fatto che, per la forma speciale dell’ integrale 
che esprime il lavoro, si tratta di un infinitesimo di secondo ordine, 
come verificheremo, per il caso generale, nel § seguente. 

Per ora limitiamoci a dimostrarlo nel caso particolare in cui il 
circuito é un parallelogramma infinitesimo 


ial PEO Ler. 


18. Poniamo: 

Pe = 0 =P, = 0, 

Pee Pa OP ee OP, | 
e prendiamo in considerazione una funzione qualsivoglia 7, scalare 
o vettoriale, dei punti del campo. Indicheremo per brevita con df V’in- 
cremento che la funzione subisce passando da un punto generico H 
del campo al punto H+ dP; e analogamente con ¢f |’ incremento 
relativo al passaggio da H ad H-+-6P. 
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Cid premesso, facciamo il calcolo del lavoro 


fuxap 
p 
esteso al parallelogramma » = PP,QP,. 
Esso, manifestamente, € somma dei lavori elementari relativi agli 
spostamenti PP,, P,Q, QP,, P,P. Percid, indicando in generale con 
Lyy il lavoro infinitesimo relativo ad un latercolo qualsiasi MN e 


tenendo conto che, invertendo il percorso lungo il quale si calcola 
un lavoro, tale lavoro cambia di segno, avremo 
fuxePsl Hin ih 
p Z 
= U(P)XdP+ Uv (P) <6P — U(P,) < dP — U(P) XX b6P= 
=} u(P,) — v(P){<8P —} v(P,) — v(P){ <P, 
ossia 


[uxaP=avxtP—buxaP, 


donde risulta intanto provato che il lavoro lungo » é un infinitesimo 
di secondo ordine. 

Indicando, al solito, con v,, v,, v, le componenti di wv, il pro- 
dotto scalare dw><6P si rende esplicito sotto la forma: 


Wy 62 + dvy Sy + dv, 62 = 


= (aes 20s 28s ) 

=(3 dx + Say +S © dz) $x —+- 
Ovy 1, 1 oly ed )e 

4 & dx -} 3y dy + 2 oy + 
v 

+ (ae ot May Ban) 

Analogamente 
ov x ap = (= 6a + Sy OY + 5 22) dx+ 

4 (2y dy voz) 

+ (3 Oa + By oy + me O8 dy + 
OU » 0, oy » 

+(% 60+ BY oy + r 22) de 


Sviluppando le parentesi e sottraendo dalla prima espressione la 
seconda, si trova ovviamente 
00s) ely Ue ous erase oe 
foxap= OY 02 O02 \0% Ox oY 
; ada dy de 
ony Oy 62 


OV, = Oy OV_ OUz __ Oy Vz 


le eer ee eee STN ee Sas = 
er us oy Aas hoe Wine een EA i oy 


-e si ricordi (I,, nm. 23) che le componenti del prodotto vettoriale 
aP /\5P sono - 


dy3z — dzsy » Gdzsu—dxte , dxby —dyiz , 


la formula precedente si scrive 


foxapa0x<aPAeP 


19. Designi ¢ l’area del parallelogramma, p, ed n la normale al 
piano di p, diretta in modo che il senso di circolazione su p appa- 
risca destro; sia # il relativo vettore unitario. Il prodotto vettoriale 
dP /\3P si trova, per sua definizione, espresso da on, talche 


fox@aP=0P>xnz= 503: 
Pp : 
donde risulta che 


Je S< dP 
Pp 


1 Seas or * 


Il vettore I’, definito dalle formule (9) mediante le sue compo- 
nenti secondo gli assi coordinati, ¢ cos) caratterizzato invariantiva- 
mente. : 

Infatti la sua proiezione secondo una direzione generica 7 si pre- 
senta quale rapporto fra circolazione ed area spettanti ad un qual- 
siasi parallelogramma (infinitesimo, con un vertice nel punto che si 
' considera) il cui piano sia perpendicolare ad . Tale vettore I’ dicesi 
rotore (da qualche autore rotazione, vorticale, dagli inglesi curl) del 
vettore v (o meglio della distribuzione del campo vettoriale, nel punto 
generico che si considera); e si scrive 


P= rot 2 
20. Dalle formule (9) si vede tosto che, se v e costante, il suo 
rotore @ nullo: anzi, pit in generale, vediamo che € nullo il rotore 
di qualsiasi gradiente: 
rot grad, Uz 0... 
In altre parole abbiamo che é nullo il rotore di campi conserva- 
tivi; cid che del resto risulta anche dal fatto che, in tali campi, sono 


nulle tutte le circolazioni. (Per la proposizione reciproca si vegga 


il § 8). 
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21. Osserviamo infine che, qualunque sia il campo w, il campo 
rot v é@ solenoidale; vale cioé la formula divrot v=0. 
Per convincersene basta sviluppare materialmente I’ espressione 


<1 tS! ae ae . Bile tenendo conto delle (9) e dell’ invertibilita 


delle derivazioni. 
Ne consegue (n. 13) l’annullarsi del flusso di ogni rotore attra- 
verso qualsiasi superficie chiusa 7; ossia la formula 


iRveceet : 


§ 7. — Formula dello Stokes (?). 


22. Sia s un contorno piano qualsiasi (linea chiusa), su cui sia fissato 
un verso positivo di circolazione. Sia ¢ la porzione del piano rac- 
chiusa dalla linea s; e sia la normale al piano di o diretta in modo 
che rispetto ad essa i] verso di circolazione lungo s apparisca destro. 

Scelta, per riferimento, una terna (destra) Oxyz, coll’asse Oz diretto 
come 7” e gli altri due nel piano di c, ove si supponga co immerso 
in un generico campo vettoriale v, le singole componenti v,, vy, v: 
si potranno riguardare entro z come funzioni di x, y (finite e con- 
tinue assieme alle loro derivate). E in particolare, risultando destro 
rispetto ad Oz il verso di percorrenza sul contorno s, saranno appli- 
cabili le formule del n. 2, nella prima delle quali si ponga U=v»v,, 
e nella seconda U=v,. Si ha cosi: 


Ov. ov 
[5 0 = J ey ay ; / ay C= — | % CEE 
Go 


donde, sottraendo e tenendo conto dell’ ultima delle (9), 


| Tgds =| (ve dx + vy day) . 
3 


Ora, a partire da un punto generico P del contorno, le compo- 
nenti dell’elemento dP del contorno stesso (situato sul piano z= 0) 


(1) GrorGio GABRIELE Srokss, n. a Skreen (Ivlanda) nel 1819, m. a Cam- 
bridge nel 1903, Fu professore di matematica nella Universita di Cambridge, 
socio della Societ&a Reale di Londra e delle principali accademie del mondo. 
Grande fisico matematico, é universalmente noto, oltre che per la formula del 
testo, per celebri ricerche sulle onde dei liquidi e per le sue teorie di ottica, 
fondate sull’ipotesi di un trascinamento dell’ etere. 


Lp aan ia i es ee 
EAE ee 0) 


t 
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sono dx, dy, 0. U binomio v,dx-+v,dy pud dunque identificarsi 
con u>< dP. D’altra parte, essendo le rette Oz ed n parallele e concordi, 


sie hach os Ty. 
Otteniamo cos} la relazione invariantiva 
(10) iD dz = f[vxap, 
(0) 8 


che dal nome del suo scopritore, vien denominata formula dello STOKES. 
Essa esprime, come si vede, la circolazione di un vettore generico w 
(per una linea piana s) mediante un integrale di superficie (esteso al 
corrispondente pezzo di piano e relativo al rot wv). 

Mostreremo nel n. seguente come tale formula, stabilita nel caso 
di un pezzo di piano, sia valida in generale per qualsiasi superficie c 
limitata da una linea s. 

Osserviamo intanto che nel caso di un contorno s infinitesimo (che 
puo sempre considerarsi come piano) la formula trovata giustifica 
l’ osservazione generale anticipata al n. 17, che le circolazioni lungo 
un circuito infinitesimo sono infinitesimi di secondo ordine. Esse hanno 
infatti lo stesso ordine d’infinitesimo dell’ area racchiusa dal circuito. 


23. Passiamo a dimostrare che la formula (10) continua a valere 
anche se la superficie o limitata dal contorno s non é piana, purche, 
naturalmente, il verso di circolazione di s e la direzione positiva n 
sulla normale sieno fatti corrispondere in debito modo. Immaginando 
(cid che dal punto di vista applicativo é pit che sufficiente) che si 
tratti in ogni caso di pezzi di superficie i quali possano, per defor- 
mazione continua (cioé senza strappi, né duplicature), distendersi 
sopra un piano, il criterio di coordinazione é senz’ altro evidente. 
Fissata, nella configurazione piana, la direzione positiva della normale 
in modo che, rispetto ad essa, il verso di percorrenza del contorno 
apparisca destro, si attribuiranno a questi elementi, nella configu- 
razione effettivamente assegnata del pezzo c, le determinazioni che 
si deducono per continuita. 


24. Intesi su questo punto, cominceremo coll’osservare che la 
formula sussiste se o si pud dividere in due pezzi piani (per es. due 
faccie contigue di un cubo o di un tetraedro) mediante un segmento 1, 
intersezione (interna a ¢) dei due piani, su cui per ipotesi giace c. 

Infatti, per ognuno di tali pezzi, vale la (10). Sommando i due 
integrali di superficie, si ha l’integrale esteso a tutto o. 

La somma dei corrispondenti due integrali di linea si riduce poi 
all’integrale esteso al contorno s, giacché i contributi portati dal 
segmento A si elidono; infatti A segna il confine di due distinti pezzi 
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piani, e si incontra due volte, percorso in versi opposti, secondo che 
proviene dal contorno dell’uno o dell’altro pezzo. Il ragionamento 
si estende ovviamente al caso di una superficie costituita da un 
numero comunque grande di pezzi piani. 

Cid posto, qualunque sia la superficie o, si puO sempre immagi- 
narla divisa in parti e, protraendo indefinitamente tale divisione, al 
limite é sempre lecito trattare ciascuna parte come un pezzo di piano. 
Donde si pud concludere che la (10) vale in ogni caso. 


25. Consideriamo in particolare una superficie chiusa o. Essa si 
pud manifestamente riguardare quale limite di un pezzo di superficie 
a contorno, quando questo impicciolisea indefinitamente si da ridursi 
ad un punto (}). 

La (10), scomparendo in tal caso lintegrale di linea, ci da 


[P03 0 : 
3 


Troviamo cosi per altra via il risultato notevole gia ottenuto 
Or ik 21. 


26. Vale perd la pena di rilevare che, mentre ricorrendo alla 
formula dello Srokss si fanno intervenire soltanto v e [T = rot wv nei 
punti di >, cioé, si pud dire, la conoscenza e regolarita del campo 
nell’immediata prossimita del pezzo s, la dimostrazicne (pur sempli- 
cissima) del n. 21 si appoggia sul teorema della divergenza [n. 10, 
formula (7)]. Essa implica pertanto che. il campo sia definito (e rego- 
lare) anche in tutto lo spazio interno a co. 


§ 8. — Nozione di connessione (lineare). 
Campi a rotore nullo. 


27. Una generica regione dello spazio dicesi semplicemente con- 
nessa, quando goede di questo carattere qualitativo. Ogni sua linea 
chiusa si pud ridurre ad un punto per deformazione continua, senza 
mai uscire dalla regione. L’ interno di un cubo o di un ellissoide, od 
anche il campo esterno ad uno di questi solidi, COPA SCony manife- 
stamente esempi di campi semplicemente connessi. 

Un campo non semplicemente connesso, in cui cioé vi sia qualche 


(+) Si immagini per esempio una calotta sferica pit ampia di una mezza 
sfera, e si faccia decrescere il raggio del parallelo, che ne costituisce il con- 
torno. Quando questo si riduce ad un punto, la calotta abbraccia l’inteta sfera. 
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ciclo wrriducibile (linea chiusa non riducibile a un punto, per deforma- 
zione continua, entro il campo) dicesi molteplicemente connesso. Il toro ne 
offre un tipico esempio, bastando aver riguardo alla sua linea mediana 
(luogo dei centri delle sezioni meridiane): non si potrebbe deformarla 
riducendola ad un punto senza attraversare la superficie del toro. 


28. Cid premesso, ricordiamo I’ osservazione del n. 20 che, in ogni 
campo conservativo, il rotore é nullo; e domandiamoci se sia vera 
anche la reciproca, cioé se ogni campo vettoriale w a rotore nullo, 
sia di necessita conservativo. Riconosceremo che, pei campi semplice- 
mente connessi, la reciproca sussiste incondizionatamente. Non cos}, 
invece, peri campi molteplicemente connessi, ove si vogliano conside- 
rare nella loro integrita. Se si ha questa esigenza bisogna sacrificare 
qualche cosa nel risultato, e precisamente lasciar cadere la condizione 
(che accompagna I’ originaria definizione di campo conservativo, e che 
abbiamo sin qui ritenuta; cfr. Cap. XIII,, n. 27) che il potenziale 
debba proprio in ogni caso risultare funzione uniforme dei punti del 


campo. 


29. Occupiamoci in primo luogo di campi semplicemente connessi, 
e sia s una generica linea chiusa di un tale campo. 

Sara pertanto possibile deformarla con continuita sino ad un punto 
restando sempre nel campo, e la successione di tutte le configurazioni 
intermedie costituird in conformita una superficie o, tutta contenuta 
nel campo, e avente s per contorno completo. Sara, per conseguenza, 
applicabile la formula dello STOKES (10) del n. 22, e siccome, nel caso pre- 
sente, il rotore [’ é, per ipotesi, nullo, si arriva alla conclusione che 
deve pure annullarsi la circolazione relativa ad s. Avvenendo questo 
per qualsiasi linea chiusa si trova appunto verificata una caratteri- 
stica (n. 6) dei campi conservativi. K ne consegue l’esistenza di 
un potenziale U, funzione uniforme dei punti del campo, tale che 
vx dP=dU, o, cid che é lo stesso, 

maeerad U_, 


30. Nel caso di campi a connessione multipla non é pit vero che 
per ogni linea chiusa s si possa costruire (mediante deformazione 
continua, come sopra) una superficie ¢, di cui s costituisca il con- 
torno completo. Il ragionamento precedente non @ dunque incon- 
dizionatamente applicabile; ma si richiedono opportune restrizioni 
e modificazioni. I] risultato finale € — ci limitiamo ad accennarlo 
per notizia — che vien fatto ancora di definire una funzione U dei 
punti del campo, tale che wux<dP=dU; soltanto questa U non 
risulta in generale uniforme (cfr. Cap, VIII,, n. 29, es. d). In ogni 
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punto P, essa é suscettibile di pit valori, e assume l’uno o VP altro 
secondo il cammino che si segue per raggiungere P (a partire da un 
punto fisso P, e attenendosi sempre alla determinazione imposta dalla 
continuita). 


31. OSSERVAZIONE. — Nei trattati di Calcolo (cfr. anche Cap. VIII,, 
n. 27) si trova enunciata e dimostrata la proposizione seguente: 
Se X, Y, Z sono funzioni di x, y, 2 finite e continue e derivabili, la 
condizione necessaria e sufficiente affinché 
Xdx + Ydy + Zdz 


> 


costituisca un differenziale esatto, é offerta dalle cosi dette relazioni 
di simmetria 
ARES ee 0 eX of R OF noe 


pm eee ye 

Interpretando X, Y, Z come componenti di un vettore v funzione 
del punto P (x, y, 2), e badando alle formule (9), il ricordato teo- 
rema di Calcolo assume laspetto vettoriale seguente: Condizione 
necessaria e sufficiente affinche #*<dP sia un differenziale esatto é 
V annullarsi del rotore I’ di vw. 

In realta le cose stanno cosi. Nella dimostrazione consueta del 
Calcolo, si costruisce la U con un procedimento particolare, imma- 
ginando di raggiungere un punto generico P del campo, a partire 
da un punto fisso Py, lungo una spezzata coi lati paralleli agli assi 
coordinati: e si fa esplicitamente Vipotesi che tale spezzata appar- 
tenga sempre al campo che si considera. Cid implica, come sarebbe 
facile riconoscere, che si tratti di un campo semplicemente conhesso. 
Tale limitazione é€ dunque essenziale e si trova sostanzialmente anche 
nella dimostrazione tradizionale dei trattati di Calcolo; soltanto non 
se ne fa esplicita menzione nell’ enunciato del teorema. Né cid @ senza 
ragione. Infatti il punto di vista dominante nel Calcolo é quello locale, 
concernente cioé intorni abbastanza piccoli di un dato posto (0 sistema 
di valori degli argomenti). Da questo punto di vista, la restrizione 
é effettivamente superflua, giacché ogni contorno abbastanza piccolo 
é di necessita semplicemente connesso. La cosa muta, quando si 
voglia o si debba aver riguardo a tutto un campo vettoriale preven- 
tivamente assegnato. 


se 


CAPITOLO IX, 


GENERALITA SULLA CINEMATICA 
DEI SISTEMI CONTINUI. 


§ t.-I due punti di vista molecolare (o del Lagrange) e locale 
(0 di Eulero). 


1. Consideriamo un generico sistema materiale, che occupi un 
campo a tre dimensioni, p. es., un solido, o porzione di solido, o il 
fluido contenuto in un recipiente, 0 un sistema comunque composto. 
Immaginiamo, per fissare le idee, di individuare ogni elemento ma- 
teriale M del sistema (diremo altresi particella o molecola, senza 
volere con cio alludere ad alcuna ipotesi strutturale) mediante le coor- 
dinate 2%, Yo, 20, della posizione che esso elemento occupa in un 
istante ben determinato ¢, (istante iniziale) rispetto ad una terna pre- 
fissata. 

Nel moto del sistema, cambiera in generale di posizione anche ogni 
suo punto M; e il posto P, occupato da M in un istante generico, 
sara da considerare funzione di ¢; cosi dicasi delle coordinate x, y, 2 
di P; e cid vale per ogni M. Al variare della particella M che si 
considera, potranno naturalmente essere, e in generale saranno, di- 
verse le funzioni che ne rappresentano il moto. Dovremo percio con- 
cepire P come dipendente da ¢ eda M e conseguentemente scriveremo 


(1) P=P(t|M). . 


Il fatto che P dipenda da M sta pil esplicitamente a significare 
che P (e con esso ognuna delle sue coordinate x,y,z) € funzione di 
quei tre parametri 2%, Yo, 2o che contraddistinguono la speciale par- 
ticella M del sistema. In forma cartesiana le equazioni del moto di 


Ee ee Pas ee eee | pole ene ele 


¥ 
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un sistema continuo (con che si vuol dire del complesso dei suoi 
punti) assumono I’ aspetto 


| 


x x(E | Xo, Yor 2), 
iv 
o y = y(t | Lo, Yo) 2); 
z 


== 2(t-| Fo, Yos 20) 3 


dove, per seguire le vicende di una data particella materiale M, bi- 
sogna far variare ¢, € non 2, Y%, 2 che figurano come parametri 
determinativi della particella. 


2. La traiettoria della generica particella M si suole chiamare 
linea di corrente. 

Ad ogni terna di valori di 7, Y%, 2% (del campo inizialmente oc- 
cupato dal sistema) viene cos} a corrispondere una linea di corrente. 
In generale fra ie varie linee di corrente non si hanno relazioni. 
(tranne quelle imposte dalla continuita), perche (ove non si facciano 
speciali ipotesi sulla natura del sistema) non sussistono legami fra 
i moti delle singole particelle; questi moti si possono definire in 
modo a priori qualsiasi. 

Le linee di corrente costituiscono dunque in generale un sistema 
di «<* curve. Naturalmente non é escluso che, in casi particolari, 
particelle diverse del sistema descrivano la stessa traiettoria (occu- 
pandovi, ben si intende, diverse posizioni in un medesimo istante) 5 
se ogni linea di corrente € comune, in questo senso, ad cc! parti- 
celle, le linee di corrente siriducono ad <® (anziché essere o<® come 
nel caso generale). Vedremo al n. 9 che una tale circostanza si pre- 
senta per i cosiddetti moti stazionari 0 permanenti. 


3. Va esplicitamente dichiarato che nel seguito intendiamo riferirci 
esclusivamente a moti continuie regolari, cioé escludiamo che durante 
il moto si determinino nella massa fluida spazi vuoti (soluzioni di 
continuita) o compenetrazioni materiali. Con tale limitazione si ha 
corrispondenza biunivoca fra le posizioni iniziali M delle singole par- 
ticelle e le loro posizioni attuali P (cioé rispettivamente raggiunte 
in un generico istante ?#). 

Cio si traduce nel fatto analitico che M é a sua volta funzione 
ben determinata di ¢ e di P: 


(2) Me MEPs 


e se badiamo alle coordinate, la stessa condizione equivale a richie- 


dere non solo che siano finite e continue le funzioni 2, y, 2 di ft, 
Xo, Yo, %o, definite dalle (1’), ma che di pit le (1’) stesse siano riso- 
lubili rispetto alle coordinate iniziali x, y), 2, fornendole come 
funzioni (pure esse finite e continue) di ¢ e delle coordinate attuali 
v, Y; &. 


Si hanno pertanto, accanto alle (1’), le formule inverse, sostan- 
zialmente equivalenti, ; 


Noor fi (6 | 2, Y, 2), 
fe (t 


1) = f,4{¢-{. 2, Y, 2). 


i 


Yo Ly Y, 2), 


Ammetteremo altresi, in conformita a quanto si fece fin dalle 
prime considerazioni sul moto di un unico punto (II,, n. 4), che si 
tratti sempre di funzioni derivabili quante volte occorre, rispetto a 
tutti i loro argomenti. 

In queste ipotesi, si é sicuri della risolubilita delle (1’) rapporto 
ad 2%, Yo, 2, Subordinatamente all’ unica condizione qualitativa che 
sia diverso da zero il determinante funzionale 


OO a cor 
Lp Yo 


ay ay ay 
o%y Yo 8% 


‘ of of of 


OX Yo Ko 


delle x, y, 2 rispetto alle coordinate iniziali 7%, Yo, 2). Tale determi- 
nante si riduce all’unité per t=¢,, in quanto le (1’), per t=f,, 
si riducono a ©=%, Y=Yo, 2 =o. 

In vista di cid intenderemo sempre nel seguito che D si conservi 
positivo in ogni posto e in ogni istante, cui si riferiranno le nostre 
considerazioni. 


4. La velocita v di una particella generica M ad un istante, pur esso 
generico, ¢, é definita (II,, n. 13) come la derivata rispetto a ¢ della 
posizione P occupata da M nell istante ¢: 
E : \' 
ad 


(3) v=, P(t|M) = Pit|m). 


Le relative componenti #, 7, 4 si ottengono manifestamente dalle (1’) 
derivando rispetto a ¢ (e trattandovi, ben s’intende, 7%, Y%, % come 
costanti). 
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Le espressioni 
: ad 
i a x (t| Xo, Yos 20) 5 
, " d 
(3’) I= a Y (E10 Yor 20) » 
. d 
z ar Z(t | Xo, Yes Zo) 


di queste componenti, si presentano cosi quali funzioni degli stessi 
quattro argomenti t, %, Yo, 2. Esse permettono quindi di fissare il 
vettore velocita, tostoché siano dati listante t, e la posizione iniziale 
della particella, cioé la terna 2%, Yo, 20- 


5. E chiaro @’altra parte, per la natura delle cose, che la velocita 
vw & egualmente individuata quando, fissato un istante ¢, ci si riferisca 
ad un posto determinato P(x, y, 2), facendogli corrispondere la parti- 
cella che occupa tale posto nel detto istante. Dal punto di vista ana- 
litico, cid equivale a considerare il vettore v come funzione di ¢ e 
di P (cioé di x,y,z) anziché di ¢ e di M (cioe di 2%, Yo, 20). 

La rappresentazione 

(4) v=v (t|P) 
di questa seconda dipendenza funzionale si ha nel modo pit diretto 
dalla (3), intendendo che (eseguita la derivazione rispetto a ¢) venga 
sostituita nel secondo membro, al posto di M, la sua espressione (2). 
In forma cartesiana, cid equivale a dire, che, nei secondi membri 
delle (3’), vanno introdotte al posto di x, Yo, 2 le loro espressioni 
(in termini di ¢ e di a, y, 2), fornite dalle (2’). Designando con v,, vy, v; 
le funzioni di t,x, y,2, che ne risultano, si ha 


& = Vz (t| x,y, 2) , 
(4’) Y= (ta, y, 2), 
&= v, (tla, y, 2) 5 


e naturalmente si ritroverebbero le (3’) se nelle (4’) si riponessero 
per x, y,2 i loro valori (1’). 

Quando nella (4) (0, cid che @ lo stesso, nelle (4’)) la ¢ non com- 
pare esplicitamente, cosicché la velocita v, in un dato posto, é sempre 
la stessa, il moto (del considerato sistema continuo) si dice stazio- 
nario 0 permanente (n. 2). 


6. In linea concettuale, giova rilevare che, nello studio del moto 
di un sistema continuo, si pud proporsi di tener dietro o all’ anda- 
mento di una particella generica (cid che costituisce il cosi detto 
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punto di vista molecolare o lagrangiano; ovvero all’ andamento del moto 
in un generico posto (punto di vista locale 0 euleriano). I problemi 
tecnici si presentano per lo pit sotto questo secondo aspetto; p. es., 
nel moto dell’ acqua lungo tubi o canali, quel che interessa essenzial- 
mente é di fissarne il comportamento in date sezioni. 

In queste prime considerazioni di Cinematica, abbiamo una sola 
caratteristica importante: la velocita v7. Sotto Vaspetto euleriano, la é 
rappresentazione di un dato fenomeno di moto é dunque fornita da 
formule del tipo (4) [o (4’)], che definiscono w in termini del posto 
e del tempo. 

Sono invece le originarie equazioni (1) 0 (1’) del moto delle singole 
particelle [e non le (2) o (2’)]| che rispecchiano nel modo pit com- 
pleto il punto di vista lagrangiano. 


7. Da (1) [o dalle (1’)] si passa, come abbiamo visto, a (4) [o 
alle (4’)] mediante derivazione e operazioni in termini finiti, quest’ ul- 
time consistendo nella sostituzione di M merce la sua espressione (2) 
[0, se si vuole, di 7%, Yo, 2 a norma delle (2’) |]. Con linguaggio pit 
espressivo si puo dire che, visoluto un problema di moto sotto V aspetto 
-lagrangiano [cioé ottenuta la (1)], il passaggio alla sua risoluzione 
euleriana [cioe alla (4)] richiede soltanto operazioni in termini finiti. 

Ma non sussiste la proposizione reciproca, poiche, immaginando 
di conoscere la risoluzione euleriana, cioe la (4), ovvero le espres- 
sioni (4’) delle componenti della velocita vw in termini di z, y, 2, t, 
non si puo risalire alla (1) con sole derivazioni ed eliminazioni. Le (4’) 
si presentano come un sistema di tre equazioni differenziali del primo 
ordine nelle incognite funzioni x(t), y(t), z(t), che reggono il moto 
di una particella generica, e percid ci troviamo di fronte ad una 
questione, gia accennata nella Cinematica del punto (II,, n. 17): 
determinazione del moto, note le componenti della velocita in termini 
di t, x, y, 2, il che esige Vintegrazione del corrispondente sistema 
differenziale. Cid porta ad assegnare le incognite x, y, 2 in funzione 
della variabile indipendente ¢, e di tre costanti, che si possono sempre 
scegliere in guisa da rappresentare i valori iniziali %, Yo, 2 di 
x, Y, 2. Eeco dunque come si arriverebbe alle (1’), note le (4’). 

Concludiamo quindi che il passaggio dal punto di vista euleriano 
a quello lagrangiano richiede la ulteriore integrazione di un sistema 
di tre equazioni differenziali del primo ordine. 


§ 2. — Linee di flusso. 


8. Fissato un generico istante ¢t, ad ogni punto P del campo (oc- 
cupato dal sistema in tale istante) corrisponde, a norma della (4), 
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una ben determinata velocita vettoriale v; in altre parole, ad ogni 
istante ¢ della durata del moto risulta definito un campo vettoriale 
costituito dalle velocita che in quell’istante spettano alle varie par- 
ticelle M, considerate ciascuna neHa posizione P istantaneamentec 
occupata. 

Di questo campo delle velocita, corrispondenti al generico istante ¢, 
giova considerare le linee di flusso (VIII, n. 4), le quali saranno defi- 
nite dalle equazioni differenziali 


dx dy dz 


Big Ue Vz 


dove ¢ (che in generale compare esplicitamente nelle vz, vy, v, a norma 
delle (4’)) si deve considerare come prefissato e va quindi trattato 
come un parametro costante. 

Poiché al variare di ¢, varia in generale il corrispondente campo 
delle velocita v, cosi risulta’in generale variabile, da istante a istante, 
anche il sistema o<? delle linee di flusso. 


9. Vi @ un caso manifesto, in cui non si alterano col tempo le 
c<* linee di flusso: quello in cui non si altera la w (di ogni singolo 
posto), ossia si tratta (n. 5) di un moto permanente. 

In questo caso alle linee di flusso compete un’altra importante 
proprieta. Esse si identificano colle linee di corrente (n. 2). 

Per rendersene conto, basta immaginare una generica linea di 
flusso LZ, e verificare che ogni particella M, la quale ad un dato 
istante si trova su L, vi permane indefinitamente, sicché ZL é anche 
linea di corrente. Supponiamo dunque che YM, in un istante ¢ qualsiasi 
si trovi in P. Nell’istante t+-dt, poiché lo spostamento vale wdt, 
la particella occupera la posizione 

P= PA ar; 


la quale (a meno di infinitesimi d’ ordine superiore al primo) ap- 
partiene ancora ad L. Si ripete pertanto in capo al tempuscolo dt 
la circostanza, supposta nell’istante ¢, che M stia su L. La conclu- 
sione sussiste dunque in qualsiasi istante. 

Non sara inutile far rilevare come in questo ragionamento si 
sfrutti essenzialmente l’ipotesi che il moto sia permanente, cioé che 
le linee di flusso siano le stesse in ogni istante. 

In caso diverso, infatti, si potrebbe bensi inferire, come sopra, 
che M si trova ancora su L nell’istante ¢-+dt, ma per tale istante 
la LZ non rimarrebbe, in generale, linea di flusso; per conseguenza 
non si avrebbero pil nella nuova posizione P’, le condizioni supposte 
in P, Per chiarire meglio questa distinzione, consideriamo I’ esempio 


semplicissimo di un moto traslatorio della massa fluida. Se C é la traiet- 
toria, a priori qualsiasi, di una particolare particella, tutte le altre 
-particelle descrivono curve congruenti a C (III,, n. 4) che costi- 
tuiscono complessivamente le linee di corrente. Invece le linee di 
flusso, in un qualsiasi istante, sono evidentemente rette, perché (trat- 
tandosi di moto traslatorio), tutti i punti sono animati, in quel- 
Vistante, dalla stessa velocita vettoriale. 


10. La coincidenza fra linee di corrente e linee di flusso, nei moti 

permanenti, si pud naturalmente constatare anche senza considera- 
- zioni infinitesimali, sfruttando le sole definizioni formali. 
Basta pensare che, dal punto di vista analitico, le equazioni delle 
_linee di corrente (traiettorie delle singole particelle) non sono altro. 
che il risultato della eliminazione di ¢ fra le (1’). D’ altra parte le (1’) 
stesse costituiscono l’integrale generale delle (4’). Le equazioni delle 
linee di corrente sono dunque tutte e sole le conseguenze delle (4’) 
esenti da t. 

Questo vale in ogni caso. Nel caso speciale in cui le v,, vy, vz sono 
indipendenti da ¢ (moti permanenti), tale variabile compare nelle (4’) 
solo pel tramite del suo differenziale dt. Tutte e sole le conseguenze 
delle (4’) esenti da ¢ si possono quindi ricavare anche per semplice 
eliminazione del dt, cid che da ovviamente le proporzioni (5), ossia 
le equazioni differenziali delle linee ‘di flusso. Integrate che siano, 
esse devono necessariamente coincidere colle equazioni delle linee di 
corrente in quanto rappresentano il risultato della stessa operazione 
matematica. 


§ 3. - Derivate locali e derivate sostauziali. 


11. Nello studio del moto di un sistema continuo, € spesso essen- 
ziale di prendere in considerazione il modo in cui varia, per effetto 
del moto, una qualche quantita scalare o vettoriale. Pensiamo, per 
fissare le idee, alla caratteristica tipica pel moto, la velocita v,ma 
scriviamo qg, per mettere in evidenza che si tratta di un elemento, 
a priori qualsiasi (sealare o vettoriale; geometrico, cinematico 0 
d’altra natura). 

Si supponga in ogni caso che g abbia, ad ogni istante, una ben 
definita determinazione, tanto in ogni posto P del campo, in cui ha 
-luogo il moto (punto di vista euleriano), quanto per ogni particella 
mobile M (punto di vista lagrangiano). Nella prima accezione scri- 
veremo 
(6) q=a(t|P); 
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nella seconda 
(7) q=a(t|M), 


coll’ avvertenza che si passa da (6) a (7), considerandovi P non come 
un posto generico, indipendente da ¢, bensi come la funzione (1) di ¢ 
e di M, che determina il moto del sistema. 

Cid premesso, @ naturale di definire come derivata locale di q 
quella calcolata, in base alla (6), trattando P come costante: e infatti 
essa contempla proprio una variazione locale di q, cioé quella che si 
verifica, in un dato posto (sempre lo stesso P) al variare di ¢. La si 
suol designare con 

eq 
Tae ° 

Del pari giustificata é la qualifica di derivata sostanziale o mole- 
colare, con che si suole designare la derivata rapporto a ¢ della fun- 
zione (7), in cui si tratti M come costante. Con cid infatti, si viene 
a fissare una determinata particella materiale M del sistema, e si 
contempla il modo di variare con ¢ della quantita q, riferita sempre 
alla stessa particella. Ad una tale derivata si riserva, per consuetu- 
dine, la notazione tradizionale 


ge ae 
qf oppure 4. 


Fra le due derivate, locale e molecolare, passa una relazione no- 
tevole. Per precisarla si fissino ¢ e P, e si immagini: 


1°) di valutare la eq/ct ad essi relativa; 

2°) di considerare quella tale particella materiale M, che occupa 
nell’ istante ¢ il posto P, calcolando, per questa M (e sempre per le 
stesso istante ¢),la dq/dt in base alle (7); 

3°) di rendere formalmente esplicita la dipendenza (6) di q da P, 
introducendone le coordinate x, y, 2 e scrivendo in conformita 


(6’) g=4 (t[z,y, 2). 
Diciamo che si ha 


dq og og o”g oq 
(8) 7, = a + 7 Vy + ae ae = 


Dis 


Per rendersene conto, basta pensare che la (7) proviene dalla 
(6) considerandovi P come punto mobile, in base alla (1), 0, cid 
che é lo stesso, proviene dalla (6’), considerandovi le x, y, 2 come 
definite dalle equazioni del moto (1’). Attesa tale provenienza della (7), 
si pud calcolarne la derivata rapporto a ¢ (in quanto si trattino x, Yo, 20 
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come costanti), cioé, per definizione, la dq/dt, applicando alla (6’) 
la regola di derivazione delle funzioni composte. E si ha 
dq og CUee. eq eg 


Gi tch or oy 4 


— es 
pea. 


che equivale precisamente alla (8), in virti delle (4’), 


12. Non é@ fuori di luogo rilevare che alla (8) si pud arrivare anche 
con una considerazione differenziale espressiva, per quanto sostan- 
zialmente equivalente al procedimento testé seguito. 

Sia ancora M la particella che, nell’istante generico ¢, occupa la 
posizione P(x, y, 2). Tale particella é dotata della velocita v; quindi 
la posizione che le spetia nell’istante t4-dt sara (a meno di infini- 
tesimi d’ordine superiore al primo) 

P=P+vdt. 


La determinazione di q, relativa allo stesso istante ¢+- dt, potra 
in conformita desumersi dalla (6), purché pero (oltre ad incrementare ¢ 
di dt) si sostituisca P’ a P, ossia, badando alla (6’), si introducano, 
in luogo delle coordinate x, y,2 di P, quelle di P’ che sono (sempre 
a meno d’infinitesimi d’ordine superiore) 

UAV,dt 5 Yrydat , €+v,a. 
Ne consegue, applicando a 
qé+dat; x+v,dt, ytv,dt, 2+, dt) 
il teorema sul differenziale totale, che l’incremento corrispondente 
di g vale 
og og og e 


( q 
Dap ay Me Ea Oe 


A] ) 
32 Vy he 


Ma tale incremento, subito da g, in quanto si segue la M nel suo 
movimento, altro non é (n. prec.) che il prodotto di dt per la derivata 
sostanziale g di q. 

Eguagliando, risulta appunto la (8). 


13. ESPRESSIONE EULERIANA DELL’ ACCELERAZIONE. -- La piu impor- 
tante applicazione della formula (8) concerne il caso, in cui si assume 
per q (n. 11) la velocit’ v delle particelle mobili. In luogo della (6) 
va qui considerata la (4). D’altra parte la derivata sostanziale di v 
@ manifestamente la accelerazione @ della generica particella, di cui 
si tratta, cioé (n. prec.) della M, che occupa il posto P all’istante ¢. 
La (8) assume pertanto V aspetto 

: AE 
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delle sue componenti Vz) Vy, Vz in termini di t, a, » oe quali ri 

tamo dalle (4) e (4’). = 
Proiettando sugli assi, si traggono dalla (9) Je espressioni ‘delle 

tre Be EL. &, ij, Z di @ sotto la forma: a 


CAPITOLO X. 


GENERALITA SULLA MECCANICA DEI SISTEMI CONTINUI 


§ 1. — Sforzi, sforzi specifici, postulati relativi. 


1, Sia dato un sistema materiale continuo (per es. un solido, o 
una massa fluida, o pastosa), e si conoscano le forze attive che ne 
sollecitano i singoli punti. Se questi fossero affatto liberi, le forze 
attive coinciderebbero per ciascuno di essi colla forza totale e po- 
tremmo scrivere senz’ altro le equazioni del moto. In generale perd 
non € cosi, ma, in un sistema continuo (anche privo di legami nel 
senso cinematico della parola), le particelle del sistema, a norma 
della loro peculiare natura (massa, posizione, velocit’ ecc.) e della 
sollecitazione esterna, subiscono delle azioni da parte delle particelle 
contigue. Per avere la forza totale, applicata ad una particella ge- 
nerica, bisognerebbe quindi poter valutare |’ effetto di queste azioni, 
provenienti dalle particelle circostanti, che si sogliono chiamare azioni 
molecolari. Non é punto facile riconoscere direttamente quali siano 
le azioni molecolari che si esercitano sopra una singola particella. 
Solo degli effetti di insieme (sforzi, pressioni, tensioni) sono acces- 
sibili all’ esperienza diretta. Giova percid far intervenire questi ele- 
menti, precisarne i caratteri fisici ed esprimerne in forma matematica 
gli attributi fondamentali. Come vedremo, si ha cosi quanto basta 
per formare le equazioni del moto dei singoli punti del sistema. 

Cid premesso, veniamo alla definizione di sforzo. 


2. Nell’interno del sistema dato S (supposto a tre dimensioni), si 
consideri un generico elemento di superficie dz e su questo dz si 
fissi una faccia positiva (o cid che é lo stesso si fissi una direzione 
positiva sulla sua normale m, che si intendera rivolta dalla banda 
della faccia positiva). Dall’insieme di tutte le forze molecolari, che 
le particelle, situate dalla banda della faccia negativa, esercitano sulle 
particelle situate dalla banda opposta, possiamo immaginar di stac- 
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care tutte e sole le forze, le cui linee d’azione attraversano il ds. 
Il loro risultante, supposto applicato in un punto (per es., nel bari- 
centro) dell’ elemento dz, si definisce come lo sforzo 

v7 Q, che si esercita sulla faccia negativa dell’ elemento 

: considerato. Esso si suole qualificare come una 
sn + pressione, quando la sua direzione forma un angolo 
ens = ottuso colla direzione positiva della normale, come 

do una ftensione o trazione nel caso opposto. 

Per apprezzare il contenuto della precedente convenzione, giova 
fissare l’attenzione su quelle particelle del sistema che sono contigue 
all’ elemento dz dalla parte della faccia (e della normale) positiva, 
e su cui, quindi, si esercita lo sforzo. E rispetto all’insieme di queste 
particelle (considerato come un corpo a se) che lo sforzo appare 
quale pressione o tensione, secondo che forma colla normale positiva ” 
un angolo acuto ed ottuso. 


3. Se si osserva che le azioni mutue di due punti materiali, e 
quindi in particolare le azioni molecolari, seguono il principio della 
reazione direttamente opposta all’ azione (XI,, n. 1), si ha senz’altro 
dalla definizione di sforzo che gli sforzi corrispondenti a facce opposte 
di un medesimo elemento sono direttamente opposii. 


4. Gli sforzi si fanno direttamente palesi soltanto in quei casi 
in cui l’elemento superficiale ipotetico dz ha un’esistenza reale 
nel sistema considerato. 

Godono di questa proprieta gli elementi appartenenti alla super- 
ficie di separazione di due corpi. Le pressioni o trazioni sono allora 
accessibili all’esperienza quotidiana e spesso anche misurabili. 

Cid avviene, ad es., per la pressione normale (in condizioni di 
equilibrio, od anche di moto quando si prescinda dalla viscosita) di 
un liquido o di un gas sopra una parete; cid avviene ancora per gli 
sforzi di distensione, torsione 0 compressione (in generale non piu 
normali) che si esercitano in certe sezioni di pezzi opportunamente 
cimentati colle macchine che servono alla misura deila resistenza 
dei materiali. 


5. Per definizione, gli sforzi provengono da azioni molecolari, cioé 
esercitantisi fra particelle vicinissime. 

i; importante farsi un’ idea dell’ ordine di grandezza del cosi detto 
raggio dazione molecolare, cioe della distanza massima a cui sono 
sensibili le dette azioni: piu precisamente (ed & appunto questo che 
interessa) dei loro effetti globali. 
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A cio risponde una bella esperienza eseguita dal QUINCKE nel 
1869 (?). Volendo studiare i fenomeni di capillarit’ che si producono 
versando dell’ acqua o del mercurio in una provetta di vetro, egli ne 
fece inargentare la parete interna con spessore variabile secondo le 
altezze (da un certo massimo fino a zero, 0 meglio al minimo prati- 
camente realizzabile). 

Il fatto accertato fu che, variando I’ altezza del liquido della pro- 
vetta, i fenomeni capillari presentano caratteristiche identiche a quelle 
che si avrebbero fra liquido e argento massiccio, non appena lo spessore 
dell argentatura (in prossimita del livello superiore del liquido) rag- 
giunga 0,5 micron [1 micron = 1 millesimo di millimetro = 10—4 cm]. 
Da cid risulta che, al di 1 di tale limite, l’influenza della parete di 
vetro € nulla: le relative azioni molecolari sulle particelle del liquido 
non sono pit sensibili. 

Prendendo norma da questo caso tipico, possiamo ritenere 10-4 cm. 
come un limite superiore del raggio di attivita molecolare. 


6. Prima di procedere, conviene fissare in modo preciso la natura 
delle forze attive che si suppongono applicate al nostro sistema. 

A priori esse possono essere di quattro specie: 

a) forze finite, applicate in un certo numero discreto di punti; 

b) forze lineari (cioe dell’ ordine di un elemento ds di linea) 
distribuite con continuita sopra linee e quindi del tipo F'ds con F 
vettore finito (?); 

c) forze superficiali distribuite con continuita sopra un numero 
finito di superficie, e quindi del tipo #¥dz, con dz elemento superfi- 
ciale ed # vettore finito ; 

d) forze di massa (come ad es. la gravita) distribuite per tutto 
il sistema e tali che il risultante di quelle tra esse, che sollecitano 
un determinato elemento dm, si pud esprimere con Wdm, # essendo 
al solido un vettore finito; queste ultime sono dell’ordine di un 
elemento dS di volume, cid che si mette in evidenza, introducendo 
la densita 4 e scrivendo Myds. 

Nello studio dei sistemi continui a tre dimensioni presentano im- 
portanza maggiore le forze di massa e le forze superficiali. Quelle 
dei primi due tipi @) e b) intervengono meno frequentemente (e si 
possono all’ occorrenza trattare per via di limite). Ci accontenteremo 


@) GuorG HerMANN QUINCEE, nu. nel 1834 a Francoforte, fu professore di 


Fisica nelle Universita di Wiirzburg e di Heidelberg. 
(2) Abbiamo avuto oceasione di considerare forze di questo tipo nella sta- 


tica dei fili (cfr. il Cap. XIII)). 


\ 
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quindi di riferirci al caso che le forze attive constino di forze di 
massa e di forze superficiali. 

Supporremo le forze di massa p dS distribuite con continuita 
entro S, le forze superficiali Wds agenti soltanto sul contorno o di S 
e distribuite esse pure in modo continuo. 

Le forze superficiali WJ, ridotte all’ unita di superficie, si denomi- 
nano sforzi esterni, 0, piu specialmente, secondo i casi, pressioni 0 
tensioni esterne. 


7. Tali essendo le forze attive, si € spontaneamente condotti dal- 
l’ intuizione a precisare il comportamento qualitativo degli sforzi, 
coi seguenti postulati. 


PostuLato I. - Lo sforzo, che si esercita sopra un generico elemento 
superficiale dz, é& dell’ ordine di questo elemento, talché, se esso si rap- 
presenta sotto la forma @dz, ® designa un vettore finito. 

Questo & si chiama lo sforzo specifico, relativo al’elemento ds, od 
anche (mettendo in evidenza la direzione positiva » della normale 
al dz) relativo alla direzione orientata ”, nel punto che si considera. 
In accordo con questa dicitura, codesto sforzo specifico si designera 
piu precisamente con @,, (?). 

Le dimensioni di uno sforzo specifico (quoziente di una forza per 
una superficie) sono ml—1t—2, 


PostuLaATo Il. — Lo sforzo. specifico @,, varia con continuitda al 
variare del punto e del raggio cui esso si riferisce. Pit precisamente 
si suol dire con cid che @,,, e con esso le sue componenti, sono da ri- 
tenersi, entro S, funzioni continue e derivabili degli argomenti, da cui 
dipendono. 


PosTuLATO III. — E questo, si pud dire, un complemento del I. 
Esso concerne non la somma vettoriale, cioé lo sforzo, ma la somma 
dei valori assoluti delle azioni molecolari che si esercitano su dz. 
EK ammette che il comportamento qualitativo sia lo stesso, ossia 
che la somma di questi valori assoluti sia anche essa dell’ ordine 
di dz, e quindi rappresentabile sotto la forma Hdz, dove A de- 
signa uno scalare che resta finito comunque si faccia rimpicciolire 
Velemento ds. 


(7) Questa notazione @,, non pud dar luogo ad equivoci con la notazione v,, 
costantemente usata sin qui per indicare la componente di un vettore a se- 
condo la direzione orientata nm. Si noti invero che qui @,, 8 una grandezza vet- 
toriale (dipendente dalla direzione orientata n). La componente di @,, secondo 
una qualsiasi direzione orientata 7 andra designata con ®,,.. 


\ 
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§ 2. — Equazioni cardinali. 


8. Indichiamo con S$, una porzione qualsiasi del campo (a tre 
dimensioni) occupato dal sistema materiale che si considera, e trat- 
tando la parte del fluido che sta in S; come un sistema a sé, ricor- 
riamo ai teoremi generali delle quantita’ di moto e dei momenti delle 
quantita di moto (V, § 2). Nelle equazioni corrispondenti le forze 
interne non recano, come sappiamo, contributo alcuno, cosicché, in- 
vece di tener conto delle forze totali che sollecitano i singoli punti 
del sistema, potremo limitarci alle forze attive ed a quelle delle azioni 
molecolari che sono esterne rispetto ad S,, cioé, designando con o, 
il contorno di S,, alle azioni molecolari che i punti di S esterni a o, 
ed immediatamente prossimi a o, stesso, esercitano sui punti interni. 


9. Fissiamo intanto la nostra attenzione sulle azioni che si eser- 
sitano attraverso un generico elemento d7,. Diciamo @ una generica 
tra esse, Y il punto in cui la rispettiva linea d’ azione incontra do,, 
nm la normale a dz,, volta verso linterno del campo S. Il risultante 
di queste azioni 

La 
sara, per definizione stessa di sforzo specifico, 
@,, ds. 

10. Formiamone altresi il momento risultante rispetto ad un punto 
(fisso) O. Al momento della generica @, rispetto ad O, si potra attri- 
buire la forma 

(Q—O) AG, 
come se @Q fosse il punto d’applicazione della forza (essendo lecito, 
senza alterarne il momento, farla scorrere a piacere, lungo la sua 
linea d’azione). Se si indica con P un punto di dz,, scelto con cri- 
terio arbitrario ma non dipendente dalle varie forze @, basta notare 
che 
Q—0=(9—P) + (P— 0) 
e badare alla proprieta distributiva del prodotto vettoriale, per poter 
dare al momento testé considerato I’ aspetto 
(P—0) \a+(Q—P) Aa. 
La somma estesa alle varie @ ci da (ove si noti che, nel primo 


addendo, P— O é fattore comune e che 4 & = @, d7;) 


(P— 0) \P,d%+2(9—P) Aa. 


tT aN rs mie haere, . o* ag «tier yl 
; +} RTL epee oeD tom me typ 
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Si avverta che il vettore Q — P ha per estremi due punti di do,, 
sicché la sua lunghezza non puod superare la massima dimensione ¢ 
di questo elemento superficiale. Ne consegue che il valore assoluto 
di (Q — P) \.@ non pud superare ez. 

Se ora si ricorda il postulato III e la circostanza ben nota che 
la lunghezza del risultante non pud superare Ja somma delle lun- 
ghezze dei componenti, si riconosce che il vettore Y(Q—P) \a 
ha lunghezza inferiore ad ¢ Hd-,. Poiche ¢ converge a zero insieme 
con dz,, si tratta di un infinitesimo d’ordine superiore (rispetto a 
dc,, considerato come principale) e, in conclusione, il momento ri- 
sultante, rispetto ad O, delle azioni molecolari, che attraversano do, 
(e provengono dall’esterno di §,) si pud identificare, a meno di in- 
finitesimi d’ ordine superiore, col momento 


(22 ie 0) ‘\ P, d oy 


del loro risultante, cioé dello sforzo @, d7,, applicato in un punto 
(qualsiasi) P dell’ elemento. 


11. Veniamo oramai alle equazioni cardinali, tenendo presente 
che, per quanto abbiamo or ora detto, tutto si riduce a considerare, 
accanto alle forze di massa » #dS,, le quali si riferiscono ai sin- 
goli elementi dS, del campo, gli sforzi superficiali ,,d7,, corri- 
spondenti ai singoli elementi dc, del relativo contorno. 

Avremo pertanto un risultante 


(1) R= [y Fas, +- [®,az 
Sy Oy 
e un momento risultante 
(2) M= | (P—0) \p Fas,+ | (P—0) A®, da, 
: Sy OF 


dove P—O rappresenta, anche nell’integrale di spazio, il vettore 
che va dal polo O ad un elemento generico del campo di integrazione, 

E chiaro @altra parte che, se v é la velocita della massa ele- 
mentare dm =\,dS,,il risultante e il momento risultante delle quan- 
tita di moto si possono rappresentare in base alle formule (22) e (24) 
del Cap. IV (in cui alle somme si sostituiscano integrali) sotto la 
forma 


Q= | pvas,, 
oF 


K= | (P- 0) \wedsy. 
8, 


7" 
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E di qui, tenendo conto che la massa elementare dS, 6 inva- 
riabile di fronte al moto, e quindi indipendente da ¢, si trae: 


ae 
(3) Pe Jo ads, , 


a ee mee 0) \pads, , 


dove @ denota l’accelerazione della massa elementare dm—=wds5,. 
Inteso che in queste formule si tratti di derivazione rispetto ad 
assi fissi, si hanno le equazioni cardinali nella forma consueta 


COX 
(6) ose —M. 


12. Le (5), (6) valgono per una porzione qualsiasi S, del sistema, 
in particolare, quindi, per Vintero campo S da esso occupato. In 
tal caso gli sforzi @, dz si riferiscono agli elementi superficiali del 
contorno, e coincidono (n. 6) con gli sforzi Wdo esterni al sistema 
(per lo piu direttamente assegnati, al pari delle forze di massa). 

Nel caso dell’ equilibrio si trovano, naturalmente, sia per il sistema 
totale che per ogni sua parte, le equazioni universali della statica 
(X,, § 2): 

iy 0 ; ra 0-, 

A norma delle (1), (2), esse danno luogo all’enunciato seguente : 

In condizioni di equilibrio, risultante e momento risultante delle forze 
di massa sono direttamente opposti agli analoghi elementi relativi agli 
sforei superficiali. 


§ 3. - Sforzi specifici intorno ad un medesimo punto. 


13. Si immaginino spiccate da un medesimo punto di S tre semirette 
ortogonali due a due, per es., parallele alle direzioni positive Ox , 
Oy, Oz degli assi di riferimento. Sulle facce positive degli elementi 
superficiali ad esse perpendicolari, si eserciteranno tre sforzi specifici, 
che indicheremo, com’é naturale, con 

, ) P, ) P, ; 
e, accanto a questi, considereremo lo sforzo specifico @,,, relativo alla 
semiretta generica . 


=. pee 


we 


[Xs 1 
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Detti «, 8, y i coseni direttori di » (rispetto all’assegnata terna 
ortogonale), ci proponiamo di mostrare che il vettore @,, si esprime 
in modo assai semplice in funzione di a, 8, y e dei vettori (fissi, cioe 
indipendenti da ») ®,, ®,, ®,: ben s’intende che i quattro sforzi ; 
debbono riferirsi ad elementi uscenti dal medesimo punto. 


14. Giova, a tal fine, ricorrere al cosiddetto tetrvaedro del Caucuy (4), 
ed ecco in qual modo. 
Sia P il punto interno di S, per cui si vuole stabilire I’ accennata 
relazione. Supposto dapprima che la ” non sia 
C parallela ad uno dei piani coordinati, si pud 
costruire un tetraedro 7'= QABC col vertice in 
un qualsiasi punto Q della semiretta positiva 
di origine P, la base T= ABC passante per Pe 
B perpendicolare ad n, gli spigoli Q4, QB, QC 
Q paralleli agli assi coordinati. 
Immaginiamo scelto Q abbastanza vicino a P, 
A perché il tetraedro 7 sia tutto interno ad S e 
ci riserviamo di far poi avvicinare indefinitamente Q a P. 


15. Fissiamo intanto la nostra attenzione su una delle tre facce 
del tetraedro, p. es. su quella perpendicolare a QA. La sua ineli- 
nazione sulla base ABC é misurata dall’angolo delle rispettive nor- 
mali, cioé di Ox con n. 

Percid, detta + l’area della base, Il’ area t, di QBC, che ne é la 
proiezione, risultera espressa da 


E analoga relazione 


(4) AuGusTIN Louis CaucuHy, n. a Parigi nel 1789, m. a Sceaux (diparti- 
mento della Senna) nel 1857. Fu Professore all’ Keole polytechnique e membro 
dell’ Istituto di Francia. Dopo la rivoluzione del 1830 emigrd come precettore 
del Duca di Bordeaux. Tenne cattedra per breve tempo a Praga e a Torino. 
Tornato in Francia, insegnd matematica nel collegio dei Gesuiti di Parigi, 
finché, nei 1848, passd alla Sorbona. Il Caucuy @ uno dei matematici pit grandi 
di tutti i tempi. Fondo la teoria delle funzioni di variabile complessa e ne 
stabili i risulfati di maggior portata, facendone subito mirabili applicazioni 
alle pitt disparate questioni analitiche (dai teoremi di esistenza fino alla valu- 
zione asintotica degli integrali delle equazioni differenziali), Si pud ben dire 
che egli ha cosi schiuso le vie maestre dell’ Analisi moderna. Sono pur clas- 
siche le sue ricerche di Ottica e quelle, cui si allude nel testo, sulla teoria dei 
sistemi continui, e in particolare sulla Idrodinamica. Le sue opere comprendone 
27 volumi, 


passera tra un generico elemento dt della base e la sua proiezione 
sul piano QBC. 
_ Osserviamo ora che, a priori, possono darsi due casi: lo spigolo Q4, 
parallelo ad Ox, ne ha anche lo stesso verso, oppure ha verso opposto. 
Nel primo caso la direzione della normale alla faccia QBC, volta 
verso interno del tetraedro, sara la direzione positiva dell’ asse 2, 
nel secondo caso la negativa. E gli sforzi superficiali relativi ai vari 
elementi dt, della faccia si potranno conseguentemente designare con 


®,d, , 
ovvero con 
: . _,dt, , 
il che é quanto dire (n. 3) 
—@O,dy . 


Se ora si osserva che la YP (per costruzione interna al tetraedro) 
forma in ogni caso un angolo acuto con ciascuno degli spigoli uscenti 
da @, taleché V opposta direzione PQ, ossia m, forma in ogni caso un 
angolo ottuso, apparisce chiaro che, nella prima eventualita (QA diretto 
come Ox), «= cos nex visulta negativo, e quindi 


aT, = at 


nella seconda eventualita si ha invece 


a|=—adt; 


at =adet 


Ne desumiamo che lo sforzo relativo al’elemento dt, pud, in 
entrambi i casi, essere rappresentato da 


—aP,dt . 
16. Analogamente si riconosce che gli sforzi relativi alle altre due 


facce del tetraedro QCA, QAB, e precisamente dello stesso dt della 
base, sono esprimibili con 


— 6 @,dc ) —_@, dt; 
mentre, essendo per ogni dt, » la direzione della normale volta verso 


linterno del tetraedro, sara 


wp, dt 
lo sforzo corrispondente. 


ie 


17. Dopo cid é manifesto che il risultante #® di tutti gli sforzi 
superficiali, che si esercitano sulle quattro facce del tetraedro, potra 
ottenersi sommando i contributi, che provengono da un generico 
elemento dt della base e dalle sue tre proiezioni sulle facce QBC, 
QCA, QAB, sotto la forma 


Tt’ =|\e, —(4@,+ 3@,+7@,) dt. 


v 


N 
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Per procedere con speditezza, giova introdurre una notazione ap- 
posita al fine di indicare determinazioni intermedie, nel senso che ora 
preciseremo, fra quelle che spettano ad un generico vettore wv fun- 
zione dei punti P di un campo C (a una, due o tre dimensioni). Riguar- 
deremo come determinazione intermedia di w entro C e designeremo 
con v* ogni vettore le cui componenti (secondo gli assi coordinati e, 
quindi, come é facile verificare, anche secondo una direzione qual- 
siasi) hanno valori compresi fra il massimo e il minimo di quelli che 
competono alle omologhe componenti di vw entro C. 

Va notato che mentre, supposta la continuita, ciascuna compo- 
nente di v*, diciamo per es. v,*, € certamente una delle determina- 
zioni assunte dalla funzione v, in qualche punto di ©, non si pud 
dire lo stesso per il vettore v*: basta pensare che v,*, vy*, v,* sono, 
in generale, valori assunti da v,, vy, v, in punti diversi di C. 

Cid posto, riprendiamo la precedente espressione di J’, e imma- 
giniamo di applicare @ ciascuna delle tre componenti dell integrale che 
sta a secondo membro il primo teorema della media, con che Cia- 
scuno dei tre integrali scalari pud essere espresso sotto forma del pro- 
dotto del campo di integrazione 7 (area del triangolo ABC) per il 
valore che la funzione sotto ilsegno prende in un qualche punto in- 
terno al campo. 

Risulta ovviamente 


(7) Y hea 1} @,,* — («@,* + 8 b,* + y @,*) : 


18. La prima equazione cardinale (5), dato che R é il risultante 
di tutte le forze (di massa e superficiali), si scrivera, indicando con G 
il nostro tetraedro, con d©@ il suo elemento generico e ricordando 
le (3) e (7), 
[uaad = [pRaS+s402—6@,"+$0,4+70,) | 
© 6) 
ovvero 
J (a ee?) dO=t P,* — (« @,,* + 3@*, + y@,*) : 


Applicando, come sopra, alle componenti del primo membro il teo- 
rema della media, ove si noti che © = PQ-t/3, si ottiene 


1 + /Y: 
3 POT at — FY) = 1) yt — (B+ 8D, 70,"){, 
da cui, risolvendo rispetto a @,*, 


1 
®,° = 9B," + 8 by" + 7 b,*4- | PQ: pia" — BE") 
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19. Immaginiamo ora di fare avvicinare indefinitamente Q a P, 
con che Vintero tetraedro © tende a confondersi con P. Le quantita 
asteriscate della formula precedente, in quanto si riferiscono tutte a 
funzioni (vettoriali o scalari) continue del punto (interno al tetraedro), 
convergono necessariamente alle rispettive determinazioni in P. 
Il segmento PQ converge a zero. Si ha dunque, al limite 


(8) ®, =2@,+ 5@,+7®, , 
i quattro sforzi riferendosi tutti al punto P, e precisamente alle facce 


negative dei quattro elementi superficiali perpendicolari alle semirette 
N7Ox, Oy, OZ « 


20. E questa I’ annunciata relazione vettoriale. Essa é stata stabi- 
lita nell’ipotesi che ” non sia parallela ad alcuna delle facce del 
triedro Oxyz. Ma la restrizione si toglie subito, notando che la (8) 
vale per ogni direzione vicina quanto si vuole a quelle eccettuate. 
D’altra parte, il primo membro della (8) varia con continuita al variare 
di ” (n. 7, Post. Il) e il secondo (lineare nei coseni direttori a, B, y) 
é pur esso funzione continua. La loro eguaglianza seguita dunque a 
sussistere anche per le direzioni originariamente eccettuate. 


21. OSSERVAZIONE DEL CaucHy. — Dalla (8) discende pressoche 
immediatamente la seguente proposizione, dovuta al Caucuy, che ha 
interesse per la meccanica dei fluidi: Se gli sforzi, che si esercitano 
sui vari elementi superficiali, che passano per un medesimo punto, sono 
tutti normali ai rispettivi elementi, i corrispondenti sforei specifici sono 
necessariamente tutti eguali fra loro. 

Se con 7 si designa il versore normale ad un generico elemento 
superficiale passante pel punto che si considera, I’ ipotesi or ora 
ammessa equivale a supporre @,, parallelo ad 22 e, quindi, della forma 

P,—pn , 
dove lo scalare p rappresenta col suo valore assoluto 1’ intensita dello 
sforzo specifico e col suo segno indica se si tratta di una pressione 
o di una tensione. Mentre a priori siffatto scalare potrebbe variare 
colla orientazione dell’elemento intorno al punto, qui dobbiamo pre- 
cisamente dimostrare che non dipende dalla orientazione dell’ elemento 
e pud quindi variare soltanto da punto a punto. 

A tal fine, immaginiamo anzitutto che 2 assuma successivamente 
la direzione e il verso dei tre assi coordinati, cioé le determinazioni 
4,3, k. Chiamando per un momento 7, p:, p; le corrispondenti 
determinazioni di p, avremo per ipotesi 

DP, = prt ) P, = P2J ) P,—p,k  , 
cosicché, in base alla (8), lo sforzo relativo ad un ” generico sara dato da 
P,= 7,064 poBjt+pyk . “ie 
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Poiché questo @,, deve coincidere con 

pnr=p(ut+hy+yk) , 
si conclude, identificando i coefficienti di ¢, 7, h, e tenendo conto 
che nelle tre eguaglianze, le quali devono sussistere per qualsiasi 17 
si possono supporre simultaneamente «, 8, y diversi da zero: 

A I Oy ITE IDS 

e cid dimostra appunto che p é indipendente da 7, in quanto coin- 
cide col valore comune di p,, ~2., #3 (ciascuno dei quali ha un signi- 
ficato indipendente da 22), 


§ 4. — Equazioni indefinite. 


22. La formula (8) si pud illustrare con considerazioni geometriche, 
che noi dobbiamo omettere per brevita. Serviamocene piuttosto per 
dedurre dalle equazioni cardinali (5), (6) certe equazioni (differen- 
ziali), le quali sono verificate in ogni punto del mezzo continuo, che 
si considera. 

Sia, al solito, S, una porzione qualsiasi di S; o, il relativo con- 
torno; ” la normale in un punto generico rivolta verso l’interno di S,. 

Tl risultante 

|e, a, 

Oy 
degli sforzi superficiali esercitantisi sul contorno si presenta evidente- 
mente come integrale (di un vettore), esteso ad una superficie chiusa o,. 
Ove si esprima @, a mezzo della (8), ciascun termine puod essere 
trasformato a mezzo del lemma del GREEN (Cap. prec., n. 1) in un 
integrale esteso al corrispondente campo. 8,. 

Ove si ponga, per comodita di scrittura 


y 1 O@e a@, | 
(9) A= 1 Ja Cra aera 2 jz. 5) 
si trova subito 
(10) f@,de= : 
Oy S 


23. Con cid al risultante # di tutte le forze esterne, espresso 
dalla (1) del n. 11, si pud dare I’ aspetto 


R= [yVRr+y)as, 
Sy 
e, per conseguenza, la prima equazione camiinate (5), ricordando la (3) 
e ponendo, per un momento, 


(11) Ppa Pah), 
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si puo scrivere 


(12) . C08 = 0. 
Sy 

La circostanza che lintegrale del primo membro si annulla per 
qualsivoglia porzione S, del campo S, implica che si annulli identi- 
camente la funzione (vettore) sotto il segno, ossia che sia ¢=0, in 
ogni punto P di S. Cid si dimostra per assurdo, ragionando in modo 
perfettamente analogo a quello seguito nel caso della divergenza al 
n. 11 del Cap. VIII (col solo divario che qui sotto Vintegrale com- 
pare un vettore, anziché uno scalare). 

Proviamo infatti, ad ammettere che il vettore ¢ abbia nel generico 
punto P una determinazione ¢p, diversa da zero. 

Siccome (a norma delle (11), (9) e del postulato II (n. 7)) ¢ é@ 
funzione continua del punto cui si riferisce, si potrebbe, in tal caso, 
prendere un intorno S, di P abbastanza piccolo perche, in ogni punto 
dell’intorno, ¢ fosse (in grandezza e direzione) vicino quanto si vuole 
a &p, tale in particolare da non annullarsi e da formare con €p un 
angolo acuto. 

L’integrale di ¢ esteso ad S, non potrebbe allora annullarsi (risul- 
tando dello stesso segno le componenti secondo €p di ciascun suo 
elemento €d@S),; e cio contraddice alla (12). 

Si ha dunque, in ogni punto interno ad S, ¢=0, ossia, in virtu 
della (11) 

(1) PO=ph+y. 


24. questa I’ equazione (vettoriale) fondamentale della meccanica 
dei mezzi continui o prima equazione indefinita, 

Per riconoscere nitidamente il significato dei termini che vi com- 
paiono, giova immaginare di moltiplicarne ambo i membri per dS 
(cioé pel volume elementare della particella circostante al generico 
punto che si considera), con che » dS rappresenta la massa elemen- 
tare dm. Si ha allora, nel primo membro, dma, prodotto della massa 
per Vaccelerazione assoluta. Percid il secondo membro 

ce dm B+ x dS 
deve rappresentare la forza totale, che si esercita sulla particella. 
Essa consta, come si vede, della forza di massa #dm, e di un ter- 
mine addizionale x dS, che riassume I’ influenza delle azioni molecolari. 
eco l’elemento cui abbiamo accennato fin dal n. 1, rilevando la dif- 
ficolta di riconoscerne il comportamento mediante esperienze concrete 
o studio diretto delle complesse azioni molecolari. Passando attraverso 
la nozione di sforzo, siamo invece riusciti a individuare per via indi- 
retta questa riposta influenza da aggiungersi alla forza di massa per 
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costituire la forza totale. La dipendenza (differenziale) di codesta 
forza y (contributo delle azioni molecolari riportate all’unita di volume) 
dagli sforzi specifici @,, @,, @, & resa esplicita nella formula (9). 


25. Anche dalla equazione cardinale (6) dei momenti si possono 
trarre conseguenze locali, cioé relazioni verificate in ogni punto del 
campo. Basta procedere in modo analogo trasformando in primo luogo, 
a mezzo del lemma di GREEN, il momento risultante 


| (P-0) \@,a%, 
cory 
degli sforzi superficiali. Ove si ponga per @, la sua espressione (8), 
si puod scrivere 
ie 
[Sap— 01, @,) 2+ (P— 0] \ &y) 3+ (P— 1 \@.) 7 | a, 
Oy 
dopo di che, trasformando ciascun termine in un integrale di volume 
e ricordando che per la derivazione dei prodotti vettoriali valgono 
le regole ordinarie, si ottiene 


[@-0\e04= 


o1 


ie 0) eae aa eae (eee 0) )  @,)has, 


Cu 
8, 


6p o@ @, | 
— [(Pp—-o)\ Pe 4 Se 4 8 z 
Ss 
Se si osserva che P— O=2t+yj+czk, ove x, y, 2 sono le 
coordinate del punto generico d’integrazione, si riconosce che le tre 
derivate parziali non sono altro che ¢, j, k; con che la funzione sotto 
il segno del primo integrale a secondo membro assume I’ aspetto 


(13) H=t\8,+) \O, +k \®, 
D’ altra parte il trinomio, che compare nel secondo integrale, é 
per la (9), —y. Si pud dunque scrivere pit semplicemente 


[(P-0)\@,a4=— | as,+] (P— 0) x5, 
Oy S, Sy 

Sostituendo nella (2) questa espressione del momento degli sforzi, 
e badando alla espressione (4) di d/ dt, si da alla seconda equazione 
cardinale (6) la forma 


(14) [(w—o) \ paas,—|(P—0) Ap Fas, + 


1 


( 1S, . 


+| Has,—|(P—0) A y4s,=0 
Sy Sy 


I tre integrali (primo, secondo e quarto), che contengono sotto il 
segno un prodotto vettoriale, hanno somma nulla, in virtt della (1), 
come immediatamente apparisce raccogliendo (sotto un unico segno 
di integrazione) P— O a fattore comune. Rimane pertanto 


(14’) 


Attesa l’ arbitrarieta del campo S,, si conclude di qui, come gid 
dalla (12) (n. 23), Pidentico annullarsi del vettore sotto il segno. 
Si ha dunque H =-0 in ogni punto del campo occupato dal nostro 
sistema ; cioé sussiste, avuto riguardo alla (13), la seconda equazione 
indefinita 


26. CASO DELL’ EQUILIBRIO. — Le equazioni indefinite della Statica 
(cioé le equazioni soddisfatte in ogni punto del mezzo continuo con- 
siderato) si ottengono naturalmente come caso particolare di quelle 
testé stabilite, supponendo il sistema in quiete. Cid lascia inalterata 
la relazione (II) fra gli sforzi specifici, mentre (per I’ annullarsi del- 
VY accelerazione) semplifica la (I) in 


Oy ihe em Geil ee 


dove YX conserva la sua espressione (9). 


§ 5.-— Equivalenza fra condizioni globali e condizioni locali. 


27. Chiamiamo condizioni globali (concernenti la meccanica dei 
mezzi continui) le equazioni cardinali (5), (6), relative ad una porziohe 
qualsiasi S, del campo S occupato dal sistema. Condizioni locali sono 
invece le (I) e (II), verificate in ogni punto del campo. 

Abbiamo or ora riconosciuto che le condizioni locali (1), (II) sono 
necessaria conseguenza delle prime. 

Anche la reciproca @ vera, potendosi inversamente, come verifiche- 
remo tra un momento, ricavare le equazioni cardinali dalle (1), (II), 
Si tratta percid di condizioni equivalenti, il che importa rilevare fin 
dora (nei riguardi delle successive applicazioni) per poter ritenere 
come norma generale che, contemplando le (1), (II) (per ogni punto 
del mezzo), rimane esaurientemente sfruttato anche tutto il contenuto 
delle equazioni cardinali (e viceversa). 


28. Per dimostrare I’ asserto, basta, si pud dire, seguire a ritroso 
il cammino del § precedente. 
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Occupiamoci, per es., della prima equazione cardinale. La ritro- 
veremo, a partire dalla (I), moltiplicandone ambo i membri per dS, 
e integrando entro un’arbitraria porzione S, di S. Avuto riguardo 


x 


alle (1), (3) e (10) si é effettivamente ricondotti a 

dQ 

ie R. 

Per ricavare |’ equazione dsi momenti, si usano ad un tempo la (II) 

e la (1). E precisamente si moltiplica vettorialmente la (I) per P— OQ, 
si somma colla (II), e poi si integra entro S,. Cid porta. ovviamente 
alla (14), intendendovi HZ espresso dalla (13). La (14) ée in realta (n. 25) 
un modo di scrivere l’equazione cardinale dei momenti. 


§ 6. — Notazioni per le componenti degli sforzi. 
Relazioni di simmetria. 


29. Fissiamo un punto P, una generica direzione ” e il relativo 


sforzo @®,,. 
Le tre componenti di @,, secondo gli assi coordinati Ox, Oy, Oz 
si rappresentano, seguendo il KIRCHHOFF (*), con 


XG: ? 3 D) ie 


Il SaINT-VENANT (?), cui pure si devono ricerche classiche sulla 
Meccanica dei mezzi continui, usa invece le notazioni 


Drax ) @;,, 5) ®,,. 
L’una e l’altra sono convenienti ed espressive. Per le nove com- 
ponenti dei tre sforzi ®,, ®,, @, (su elementi superficiali paralleli 


(4) Gustavo Roperto KIRCHHOFF, n. a Koénigsberg nel 1824, m. a Berlino 
nel 1887. Insegno successivamente nelle Universita di Breslavia, Heidelberg e 
Berlino, e fu uno dei pitt grandi fisici matematici del suo tempo. Va famoso 
per aver dato i fondamenti teorici della analisi spettrale e divide col BUNSEN 
il merito della prima realizzazione di essa. Sono pur classiche le sue leggi sulla 
distribuzione delle correnti elettriche filiformi, le sue ricerche sul principio 
dell’ HuyaGxns, le sue teorie delle verghe e delle piastre elastiche. Le sue lezioni 
di Fisica matematica, raccolte in quattro volumi, di cui il primo fu redatto 
personalmente da Ini e costituisce un trattato completo di Meccanica, si ispi- 
rano al proposito di descrivere i fenomeni nel modo logicamente pit semplice, 
e, per quanto questo criterio torni talvolta a danno della espressivita della 
immagine, restano ancor oggi esempio mirabile di sobrieta e di precisione. 

(?) ADHEMAR JEAN CLAUDE Barri DE SAINT-VENANT, n. a Melun nel 1797, 
m. presso Vendéme nel 1886. Fu ingegnere e membro dell’ Istituto di Francia, 
celebre sopra tutto per le applicazioni tecniche della Teoria matematica della 
elasticita, cui egli diede basi scientifiche con la famosa ipotesi di indipendenza 
locale, che porta il suo nome. 
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ai tre piani coordinati) si hanno cosi le due tabelle di manifesto 
‘significato: 


KIRCHHOFF SAINT-VENANT 

| x Yy @ x y Zz 
Dy xX y Y, Z y Dyx Dyy Dy, 
@p, X, a Lig D2, @,, @,, 


Vale la pena di rilevare che i termini della diagonale principale 
(X,, Yy, Z, della prima tabella) rappresentano sforzi normali, cioée 
componenti di uno sforzo secondo la normale all’ elemento superficiale 
cui lo sforzo si riferisce: gli altri termini (quali ad es. Y,, Z,) rap- 
presentano sforzi tangenziali, cioe componenti di uno sforzo secondo 
direzioni situate nello stesso piano dell’elemento (y e 2 se si tratta 
dello sforzo @,). 

Rappresentate cosi le nove componenti di ®,, ®,, ®,, proiet- 
tiamo la (8) sugli assi. Usando le notazioni del KIRCHHOFF, avremo 
le tre componenti di ®, sotto la forma 

Xy = X_p%+ Xy3 + XY; 
(8’) Vp Vet Vo Ya ¥:, 
Lin. = Lei ZLyB+ Zz : 

30. E agevole riconoscere che la equazione vettoriale (II) sta in 
sostanza ad esprimere Il’ eguaglianza degli elementi simmetrici rispetto 
alla diagonale principale (in ciascuna delle due tabelle del n. prec.), 
ossia, se, per fissare le idee, si usano ancora le notazioni del KIRCHHOFF, 
le tre relazioni di simmetria: 


dt’) a pee rN oY a he 

Infatti, moltiplicando scalarmente la (II) per @ si ottiene 

tx \ B,) +4X \ Oy) +tix kA @) =0. 

Il primo dei tre addendi é nullo perché ¢/\ @, € ortogonale 
a ée gli altri due, tenuto conto della proprieta dei prodotti misti 
(I,, n. 25), si possono sostituire con @y<(é/A J) e BX C/A fb), 
cioé con ®, <k e —®,X</j, eguali rispettivamente a Z, e — Y,. 
Dunque 

4Z,—Y,=0, 

che equivale alla prima della (If). Analogamente per le altre. 

31. L’interpretazione geometrica delle relazioni di simmetria @ 


senz’ altro evidente: basta attribuire a ciascuno dei due membri 
suo significato di componente d’uno sforzo. 


Sa es eee 


aes 
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Consideriamo per es. la Y,—= Y,, notando in pari tempo che Oy, 
Oz rappresentano in sostanza due direzioni qualisivogliano, perpendi- 
colari tra loro. Abbiamo cos) la proposizione [perfettamente equiva- 
lente alle (II’)]: Se due elementi superficiali, spiccati da un medesimo 
punto, si incontrano ad angolo retto (), la proiezione dello sforzo 
specifico, cui sottosta il primo elemento, sulla normale al secondo, é 
eguale alla proiezione dell’ altro sforzo specifico sulla normale al primo 
elemento. 


32. Per individuare completamente la distribuzione degli sforzi 
intorno ad un punto, bastano, a norma deila (8), tre sforzi su elementi — 
perpendicolari: @,, ®,, @,. Per quanto precede, questi rimangono 
a loro volta determinati da sei delle loro nove componenti: i tre 
sforzi normali X,, Y,, 4, e tre tangenziali non coniugati, cioe non 
figuranti in una medesima (II’). Complessivamente, tali sei quantita 
si chiamano, come é ben naturale, caratteristiche degli sforzi. 

Notiamo incidentalmente che il proposito di rappresentare gli 
sforzi mediante queste loro caratteristiche espressive (senza simboli 
sovrabbondanti) ha introdotto, accanto alle gia ricordate notazioni 
del KIRCHHOFF e del SaINT-VENANT, quella cosi detta del LAME (?), 
in cui i tre sforzi normali X,, Y,, Z, sono ordinatamente designati 
con X%,, N,, DM, e i tangenziali Y,, Z,, Xy con ©, Ge, Os. 


33. OSSERVAZIONE. — In linea concettuale, importa ritenere che, 
qualunque sia la notazione adoperata, si sogliono sempre sottintendere 
le relazioni di simmetria (II’). La (II) si trova con cid identicamente 
soddisfatta, e non rimane quindi che una sola equazione (vettoriale) 
indefinita, cioé la (I). Essa @€ manifestamente fondamentale, perché 
costituisce il substrato comune a tutti i fenomeni meccanici, che si 
svolgono in un qualsivoglia mezzo continuo. Siamo inoltre certi, in 
base al § prec., che la (I) (naturalmente colla sottintesa simmetria) 
equivale completamente alle equazioni cardinali. 


@) La proprieta sussiste egualmente anche se i due elementi si incontrano 
sotto un angolo qualsiasi. Cid per altro non risulta dalle sole (II), bens} dalla 
combinazione delle (IY) e (8). 

(?) GaBRreEL Lams, n. nel 1795 a Tours, m. nel 1870 a Parigi. Fu professore 
all’ Keole polytechnique e alla Sorbona, nonché membro dell’ Istituto di Francia. 
Gli si debbono contributi fondamentali alla Geometria differenziale e alla Fisica 
Matematica, in particolare alla teoria delle superficie e della elasticita, in cui 
promosse lV uso sistematico delle coordinate curvilinee, sviluppandone i proce- 
dimenti analitici generali. 
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§ aS Equazione di continuita. 


34. Prendiamo in considerazione un sistema materiale continuo, 
di gualsivoglia natura, e animato da un moto pur esso qualsiasi. 

Richiamandoci a quanto fu esposto nel Cap. prec. e riprendendone 
le notazioni, ci proponiamo di esprimere (sotto due diverse forme) il 
principio di conservazione della massa. Si tratta semplicemente di dare 
forma analitica, utile per lo studio della Meccanica dei mezzi continui, 
al fatto elementare (che gia figura fra i postulati fondamentali della 
Meccanica) che la massa di un punto, e quindi d’ogni sistema di 
punti, corpo, 0 porzione di corpo, é qualche cosa di intrinsecamente 
connesso alla materia, che non si altera per effetto del moto. 


35. Mettiamoci dapprima dal punto di vista del LAGRANGE (Cap. IX, 
§ 1), e consideriamo una porzione generica del sistema mobile, fis- 
sando il campo S, da essa occupato nell’istante iniziale. Detta to la 
densita (in generale variabile da punto a punto) con cui é distribuita la 
materia entro S,, la massa della porzione considerata sara espressa da 


[ ¥04 8 : 


In un altro istante qualsiasi ¢, le stesse particelle materiali occu- 
peranno un certo spazio S (in generale diverso da S)) con densita p 
(funzione dei punti di S) e il principio di conservazione della massa 
si tradurra nella identita 


(15) [uas=J pods 
Ss Sit; 


Si pud attribuirle forma esplicita (non globale) di equazione inde- 


finita (cioé soddisfatta per ogni sistema di valori delle variabili indi- 


pendenti), ponendo mente alla rappresentazione tipica del moto, sotto 
il punto di vista lagrangiano (Cap. IX, n. 6). Le coordinate x, y, z 
della posizione occupata nell’istante ¢ da una particella generica 
vanno considerate come funzioni dei quattro argomenti ¢t e€ %, Yo, 2 
(coordinate iniziali): lo stesso naturalmente é a dirsi della densita 1, 
sia che la si pensi direttamente come caratteristica d’ ogni particella 
mobile (variabile eventualmente durante il moto); sia che dall’ espres- 
sione di #1, quale compare nel primo membro della (15), cioe da 
w(t|a, y, 2), funzione del posto, entro S, nell’istante ¢, si imma- 
gini di ripassare a 1 (¢|%, Yo, 2) sostituendovi le x, y, 2 mediante 
le suaccennate equazioni del moto. 

Comunque, attesa la corrispondenza biunivoca (n. 3 del Cap. prec.), 
é lecito trasformare l’integrale a primo membro della (15) esteso al 


‘ 4 H Sema y Ss Ne oe ate earl 
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campo S dei valori delle 2, y,\2 in un analogo integrale, in cui, 
alle x, y, 2, vengano sostituite come variabili correnti di integrazione 
le 2, Yo, 2o- Ne risultera, come si sa dal Calcolo, un integrale (esteso 
al campo corrispondente S,) dell’ antica funzione sotto il segno, la {19 
(che dovra soltanto considerarsi espressa mediante le nuove variabili), 
moltiplicata per il determinante funzionale (') delle nuove variabili 
rispetto alle antiche 

OL Ov Ox 
OLp OYo 22% 
oy oy Y 
OL g dYo Op 
02 08 ©6982 
2X 2Yo 920 


Sara pertanto 
fuas=[wpas, , 
FS & 


° 


e l’equazione (15) potra essere scritta 


1D — p93 CSo= Or 


a 
Pe 


Ma essa deve valere per ogni porzione S, (dello spazio inizialmente 
occupato dal sistema mobile), nonché in ogni istante. Dalla prima cir- 
costanza, con un ragionamento di tipo noto (n. 11 del Cap. VITI), segue 


(15’) D = to 

in ogni punto di S,. E questa la cercata equazione indefinita, equi 
valente alla (15): essa dicesi eguazione di continuita e manifestamente 
si mantiene valida per tutti i valori di 7, y, 2, ¢, che interven 
gouo nella questione. 


36. Suppongasi, in particolare, che il sistema continuo, di cui si 
tratta, sia incomprimibile. Si vuol dire con cid che, durante il moto, 
ciascun elemento conservi inalterato il proprio volume. 

Per necessaria conseguenza anche la densita (rapporto fra la 
massa e il volume) rimane invariata, ossia conserva, durante tutto 
il moto, il suo valore iniziale j15. L’ equazione (15’) si riduce allora a 


Dis= ii 


(7) A dir vero, la regola dice «valore assoluto del determinante funzionale » 
ma qui si pud prendere senz’altro il determinante, poich® esso 8 certamente 
positivo (cfr. Cap. IX, n. 3). 
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forma, come si vede, esclusivamente cinematica, cioé scevra da ogni 
caratteristica materiale (massa o densita). Essa sta (direttamente) 
ad esprimere (come sarebbe facile verificare) l’invarianza del volume 
di ogni elemento del sistema, e si pud ancora considerare come equa- 
zione di continuita solo in quanto si associ a p= jo. 


37.. Tornando al caso generale, ove si derivi la (15’) rispetto a ¢ 
(con che, ben si intende, le altre variabili indipendenti 7, y, 2 
vanno trattate quali costanti), si ha il corollario 


(15”) ED) i) 

dt A 
che sta anch’ esso ad esprimere |’ invariabilita della massa. In verita 
si riconosce subito (moltiplicando per dS) che esso significa: La massa 
di una particella materiale generica non varia con t (cioé durante il 
moto). La (15’) assegna di piu il valore iniziale, che questa massa 
conserva inalterato. 


38. Dal punto di vista euleriano (Cap. IX, n. 6) i fenomeni di moto 
sono definiti dall’espressione locale e temporale della velocita, cioe 
dal vettore v assegnato in funzione del posto (x, y, 2) e del tempo 7. 
Anche la densita » va in tal caso considerata come funzione di 2, y, 2, 
e si tratta appunto di attribuire all’ equazione di continuita una forma, 
in cui compariscano esclusivamente » e v, quali funzioni di ¢, x, y, 2. 
Si potrebbe arrivarvi eseguendo la derivazione nella (15”), con che 
vien fatto, tenendo conto delle formule (4’) e (1’) del Cap. prec., di 
eliminare le 7%, Yo, 2. Ma @ anche piu semplice ed istruttivo il 
ritrovarla per via diretta, come traduzione analitica di una circo- 
stanza intuitiva, che rispecchia, sotto altra forma, il principio di inva- 
riabilita della massa. Sia S una porzione qualsiasi del campo in 
cui si svolge il moto del nostro sistema. La massa, che occupa questo 
campo, pud variare col tempo solo per il fatto che vi é entrata o 
uscita di particelle materiali attraverso il contorno c: il moto (qualun- 
que esso sia) delle particelle, che rimangono entro S, non influisce 
su tale variazione di massa. 

Esprimiamo dunque, considerando per semplicita un tempuscolo dt, 
successivo ad un istante generico ¢, che la variazione della massa S 
é eguale al flusso (della materia costitutiva del sistema) entrante 
attraverso il contorno. 

Ove si rammenti Ja nozione astratta di flusso (Cap. VIII, § 3) per 
un campo generico, e la si applichi al campo vettoriale w (relativo 


Pima Sidra TTS a ae 
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; ; : 
all’istante ¢), 6 chiaro senz’altro che il flusso di v (moltiplicato 
per dt) misurerebbe il volwme del fluido che entra. Se a v si sosti- 
tuisce .v, il relativo flusso costituisce proprio l’espressione della 
massa entrante. Applicando a tale flusso il teorema della divergenza : 
(formula (3) del suddetto Cap. VIII), lo otteniamo sotto la forma d 


— at | div (we) ds. | 
M ; 
D’altra parte la massa contenuta in S, ad un dato istante ¢, e 


Juas, 
s 
la densita y riferendosi naturalmente a tale istante. 
Nel passaggio da ¢ a t-++-dt, la » di un posto generico subisce 
Vineremento (ap / ct) dt cosicché la massa totale del campo rimane 
incrementata di 


Gil oes 
S at 


Eguagliando questa espressione a quella subito prima ottenuta si 
perviene alla identita 


fe - div (ue) {ds=0, 


che deve sussistere per qualsiasi porzione S dell’ambiente in cui si 
svolge il moto. Cid implica, come sappiamo, Videntico annullarsi 
della funzione sotto il segno, donde la cercata forma locale dell’ equa- 
zione di continuita : 
(16) a + div (wv) = 0. 

Applicando la formula (8) del n. 11 del Cap. VIII, col porre 
invessa U== 1, si has 


a + div (ua) =a +e grad 1 -+-u div v 
ened eae oh ol 
ot S Ox Ya oY Oy at: 92 


2 v,+pdivey; 

e poiché la somma dei primi quattro termini di quest’ ultima espres- 
sione non é che la derivata sostanziale della funzione » (Cap. IX, 
n. 11), la (16) puo essere scritta 


a: eee : 
(16’) di =F dive 0. 


39. Nel caso particolare della incompressibilita (n. 36), dovendo 
conservarsi invariato per ogni particella, con che du /dt=0, rimane 


semplicemente F 
(17) divvw=0 
0, in forma sviluppata, 


Bt, By, By 


Me) ox (OY oz 


== (Ye 


la quale fornisce, sotto forma locale, la condizione cinematica, affinché 
un moto avvenga con conservazione di volume. 


§ 8. - Indicazioni circa IV impostazione, 
del problema dinamico. 


40. Le considerazioni generali, finora istituite sul moto dei sistemi 
continui di qualsivoglia natura, ci hanno portato a riconoscere che 
devono sussistere in ogni caso quattro equazioni indefinite: VY equazione 
di continuita, e le tre equazioni del moto compendiate nella (I) del 
n. 23 


(I) pan P+ 'y, 


la quale @ stata dedotta (non sara male ricordarlo) combinando in 
modo opportuno i postulati fondamentali della Meccanica con nozioni 
e postulati concernenti gli sforzi. Questi ultimi (pit precisamente 
anzi le loro derivate, come apparisce dalla (9)) figurano nella (1) 
pel tramite di y. Ad individuarli in modo completo si esigono (n. 32) 
sei caratteristiche, il che @ quanto dire sei funzioni del posto e del 
tempo. 


41. Cio premesso, ove si consideri il problema tipico della Dina- 
mica (determinazione del moto, note le forze, nel caso attuale le forze 
di massa &), si vede che i principi generali, applicabili a tutti i 
sistemi continui, forniscono quattro equazioni fra dieci quantita a priors 
incognite. Di queste, sette sono, in certo modo, ausiliarie: la densita 
e le sei caratteristiche degli sforzi; le altre tre sono proprio le inco- 
gnite fondamentali della questione, quelle che definiscono il moto 
del sistema. Come tali vanno assunte: dal punto di vista lagrangiano 
le funzioni x, y, 2 di t, %, Yo, 20, dal punto di vista euleriano le 
funzioni vz, Vy, vz; di t, ©, y, 2. E in conformita si presenteranno 
le componenti di @, nel primo membro della (I), sotto la forma dei 
primi o secondi membri delle (9’) del n. 13 del Cap. prec. (compo- 
nenti della derivata sostanziale di wv). 
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42. In ogni caso, 6 manifesto che il problema rimane ancora lar- 
gamente indeterminato (quattro sole equazioni con dieci incognite). 
Né si pud meravigliarsene, perché finora ci siamo espressamente 
limitati a quanto € comune a tutti i sistemi continui, senza rispec- 
chiarne in aleun modo le tipiche differenze di struttura. 

Si presenta pertanto la necessita di tenerne conto, considerando 
sistemi continui di tipo fisicamente ben definito (liquidi, gas, so- 
lidi elastici, sistemi disgregati, come sabbie, ecc.), desumendo dal- 
Vesperienza un insieme di leggi (rigorose, o almeno approssimate), 
che fornisca sei ulteriori relazioni, quante sono necessarie per rendere 
determinato il problema. 

Indichiamo rapidissimamente quali criteri direttivi somministrino 
queste relazioni per tre categorie assai generali e notevoli di sistemi 
continui: i cosi detti flwidi ideali o perfetti, i solidi elastici, i filuidi 
viscosi. 


§ 9. - Fluidi perfetti. Equazione di stato. 


43. Partiamo dall’osservazione sperimentale che una pendenza, 
per quanto piccola, basta per determinare lo scolo delle acque, mentre 
i solidi naturali, poggiati su di un piano inclinato, rimangono in 
equilibrio, finché Vinclinazione non supera un certo limite. 

Ne inferiamo, considerando gli sforzi esercitantisi sul liquido, 
nei vari elementi superficiali del fondo del recipiente (piano d’ ap- 
poggio nella nostra schematizzazione), che essi non hanno sensibile 
componente tangenziale, capace di fare equilibrio al peso, come accade 
fra solido e solido. 

Di qui, per ragionevoli induzioni (cioé estendendo all’ interno di 
una massa fluida quanto si osserva direttamente per elementi super- 
ficiali), siamo tratti ad assumere quale principio sperimentale che: 

Nei liquidi, e analogamente nei gas, gli sforzi sono esclusivamente 
normali, almeno nello stato di equilibrio. 


44, In condizioni di moto, non é pil esattamente cosi: si destano 


anche sforzi tangenziali, pit o meno intensi secondo la natura e la 
scorrevolezza del fluido. 

In cid consiste la viscosity dei fluidi reali, di cui faremo cenno 
pit innanzi. Ovvi esempi di viscosita crescente sono offerti dall’ aria, 
dall’acqua, dalle lave vulecaniche incandescenti, ecc. 


45. Fluidi ideali o perfetti si dicono quei sistemi continui, in cus 
gli sforzi si riducono a pressioni normali. 


[X; 4245) 
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Da quanto precede risulta che i fluidi naturali soddisfanno a questa 
condizione, con ogni desiderabile esattezza, nello stato di equilibrio, 
ma solo in via approssimativa (che sara o no sufficiente secondo il 
tipo di fenomeni che si vogliono studiare), quando si tratta di moto. 


46. Accennati cosi i limiti di applicabilit& del tipo, vediamo di 
fissarne i caratteri salienti. 

Risulta in primo luogo dal n. 21 che in un fluido perfetto, intorno 
ad un medesimo punto, le pressioni sono eguali in tutte le direzioni. 

Cid costituisce il cosi detto principio di trasmissibilita delle pres- 
siom, 0 principio del PascaL (') di cui si suol dare la dimostrazione 
sperimentale nei trattati di Fisica (*). 

Basta evidentemente conoscere l’intensita p di tale pressione 
in un punto generico, perché ne rimanga determinata la distribu- 
zione degli sforzi intorno al punto (come pressioni di intensita spe- 
cifica » sopra ogni elemento). Cid vale quanto dire che le caratteri- 
stiche degli sforzi (sei nel caso generale) rimangono necessariamente 
individuate dalla sola p. 

E infatti si ha senz’altro che devono annullarsi le componenti 
fanconziall ey) 7, 0; 7, A, — 0, X= VY, = 0, mentre le.com- 


(1) Buaish PascaL, n. a Clermont-Ferrand nel 1623, m. a Parigi nel 1662, 
gode pit larga fama come letterato e filosofo: ma fu anche matematico e fisico 
di singolare precocita e originalité di pensiero, Ricordiamo il suo celebre teo- 
rema sulle coniche, le sue ricerche di Idrostatica e la prima verifica speri- 
mentale della variazione della pressione atmosferica coll’ altezza (famosa, espe- 
rienza del Puy de Déme). 

(7) Cfr. p. es. R6itr, Elementi di fisica, Vol. I, pag. 178. Nell’ esperienza 
ivi descritta, si contemplano a dir vero, elemonti superficiali a, b,c, d,e (di un 
liquido), che non si riferiscono ad un 
medesimo punto, e si mostra che rile- 
vanti pressioni addizionali, esercitate p. es. 
in a, sono risentite con eguale intensita 


(specifica) in b, ¢,... 

In realta risulta di qui |’ eguaglianza 
delle pressioni addizionali, ma se si attri- 
buisce, come 6 naturale, l’ eventuale divario 
delle pressioni preesistenti in a, b, c, d, e 
alla circostanza che questi elementi super- 
ficiali occupano posizioni diverse (non a 
priori equivalenti rispetto alla natura del 
sistema, ovvero alla sollecitazione cui esso 
si trova sottoposto) si rende plausibile (al limite) Vipotesi teorica che le pres- 
sioni siano in ogni caso rigorosamente eguali su elementi superficiali uscenti 


da un medesimo punto. 
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ponenti normali X,, Y,, Z, devono assumere il valore comune, es- 


senzialmente positivo, p. 
Ne consegue: 


talché sara: 


Ng oe 6 OD; a. Nope: ep ne Boa 
Lee box of oy ERE irs ian bag) Pag ae 


da cui risulta che le componenti di y saranno: 


op cp é 
(18) he gt ae oy ee 


ox 
Cid si raccoglie (Cap. VIII, n. 4) nella relazione vettoriale 


P Gor aaeee grad p, 
con che l’equazione (I) del moto diviene 


(19) tt &@ =p BF — gradp. 


B questa la forma ordinariamente attribuita all’ equazione fonda- 
mentale dell’idrodinamica pura (ossia circoscritta ai fluidi perfetti). 


47. Formandone sistema coll’equazione di continuita, si hanno 
naturalmente quattro equazioni scalari, come gia nella discussione 
generale del precedente §, ma il numero delle incognite € conside- 
revolmente ridotto: da dieci a cinque (poiché le sei caratteristiche 
degli sforzi si esprimono mediante la sola p); e precisamente le tre 
prineipali concernenti il moto, la densita » e la pressione p. Con 
tutto cid, manca ancora una relazione indefinita (cioe soddisfatta 
per ogni sistema di valori delle variabili indipendenti) da associarsi 
alle prime quattro. 

L’aggiunta di una quinta relazione é@ certamente necessaria per 
rendere determinato il problema. Che essa sia esauriente non si pud 
dire; anzi, se ci riportiamo agli esempi pik elementari (moto di un 
punto, di un solido, ecc.) @ pressoché manifesto che occorreranno 
ulteriori dati iniziali e di contorno per individuare completamente 
una questione idrodinamica, a norma delle circostanze svariatissime, 
possibili a priori. 

Non vogliamo neanche sfiorare questo punto, cioé le cosiddette 
condizioni ai limiti. Vogliamo soltanto completare il sistema delle 
equazioni indefinite: vedremo, non foss’ altro sopra un paio di esempi 
nel seguente capitolo, come combinandole tra loro (senz’ altro o con 
opportuno riguardo a condizioni di contorno immediatamente evi- 
denti) si abbia gia modo di giungere a copiose e notevoli conseguenze 
concrete. 
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48. Per procurarsi |’ equazione mancante, in modo da rispecchiare 
le circostanze di fatto, conviene interrogare nuovamente I’ esperienza, 
approfondendo la analisi delle proprieta dei fluidi. 

Se li distinguiamo in liquidi e aeriformi, e poniamo mente alla 
pressoché completa incomprimibilité dei primi (+), riconosciamo intanto 
che, per i liquidi, tutto si riduce a fare intervenire questo carattere 
specifico. La sua traduzione analitica é€ immediata, e del resto gia 
ne fu fatto cenno (nn. 36 e 39): si ha 


(20) (ef, 


la densita di ogni particella conservando inalterato, durante il moto, 
il suo valore iniziale p,. 

Per il caso praticamente pit importante, in cui si tratti di liguidi 
omogenei, » rimane assolutamente costante (non solo per ogni parti- 
cella, ma addirittura) in tutto il campo e per tutta la durata del: 
moto. 


49. Nei gas le cose vanno ben diversamente: essi sono comprimi- 
bili e dilatabili a volonta. Una data quantita (massa) di gas non ha, 
neanche approssimativamente, un volume ben determinato, ma assume 
sempre quello del recipiente, in cui venga racchiusa. Viceversa, la 
pressione che il gas esercita sul recipiente dipende essenzialmente 
dal volume (a parita di massa racchiusa). E si ha notoriamente una 
relazione fondamentale (legge del BoyYLE (?)) fra volume e pressione: 
essi sono inversamente proporzionali, finche rimane invariata la tem- 
peratura. Pid precisamente, detto V il volume, m la massa, e ‘p la 

_pressione (sensibilmente costante) sul recipiente, si ha 


Oo Vez= CMs. 


essendo ¢ una costante, che dipende esclusivamente dalla tempera- 
tura (proporzionale alla temperatura assoluta). 
Cio posto, se fissiamo la nostra attenzione su fenomeni di moto, 


(1) Per le applicazioni tecniche, si pud tenere questa incomprimibilita 
come norma fissa. In generale essa vale solo a temperatura costante, perch® si 
sa bene che anche i liquidi subiscono dilatazioni termiche, relativamente 
- eospicue. 

(2) Roperto Borie dei Conti di Cork, n. presso Cork (Irlanda) nel 1627. 
m. a Londra nel 1691, fu Socio e Presidente della Societ&’ Reale di Londra. 
Fu anche uomo @’affari e, per qualche tempo, Presidente della Societa dello 
Indie. Istitui ricerche sperimentali di fondamentale importanza sulla Fisica 
dei corpi aeriformi e su talune sue applicazioni tecniche e fisiologiche. Le 
gue opere, pubblicate una prima volta in cinque volumi in folio, furono ri- 
stampate nel 1744 in sei volumi, 
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che si possano considerare isotermici, sara ben giustificato il ritenere 
che ciascuna particella di gas, durante il movimento, segua, almeno 
sensibilmente, la legge del BOYLE. Cid implica, se dm € la massa 
della particella, e quindi dm/ il volume elementare (in generale 
variabile) da essa occupato, pdm /\,;=cdm, ossia 


(21) Dia Oleg 
dove c é una pura costante rispetto al problema meccanico (supposto 
isotermico): essa varia soltanto colla temperatura. 

E questa la quinta equazione indefinita, da adottarsi nei limiti di 


validita della legge del BOYLE e nella ipotesi che il fenomeno (dinamico 
o statico che si considera) si svolga a temperatura costante. 


50. Non si puo passare sotto silenzio che quest’ ultima condizione 
é talvolta assai discosta dal vero. 

La temperatura delle varie particelle subisce alterazioni anche 
rilevanti. Allora la ¢ della (21) non é pil una costante, ma una nuova 
funzione (del posto e del tempo) a priori incognita al pari di p e 
di . Occorre quindi una ulteriore relazione, che si desume da con- 
siderazioni termodinamiche. 

Aggiungeremo, a titolo di notizia, che si giunge per tal via ad 
un risultato assai semplice, nel caso notevolissimo, in cui si tratti 
di fenomeni adiabatici, cioé tali che ogni particella (pur variando di 
temperatura) sia sottratta a scambi di calore colle particelle contigue. 

La relazione fra p e , che va in tal caso sostituita alla (21) é la 


(22) Y= 6 = 


dove c, dipende esclusivamente dallo stato iniziale della particella 
considerata (pura costante, se inizialmente temperatura e densita sono 
uniformi); e ; é il rapporto fra i due calori specifici a volume e a 
pressione costante (circa 1,41 per I’ aria e per gli altri gas pi comuni). 


51. Le (20), (21), (22) sono conseguenze particolari, valide in circo- 
stanze diverse, della cosiddetta equazione di stato (relazione fra pres- 
sione, densita e temperatura che sussiste in generale per qualsiasi 
sostanza omogenea, e che si puo ritenere caratteristica della sostanza 
stessa). 

Detto questo per incidenza, vogliamo piuttosto dare risalto ad una 
ovvia circostanza comune alle tre equazioni (20), (21), (22), ed @ che 
se ne puo pensare ricavato 1, e quindi anche 1/1, in funzione di p: 
pit precisamente, in funzione della sola p (e di costanti, senza inter- 
vento di X%, Yo, 2), Se Si tratta di liguidi omogenei, ovvero di fenomeni 
sia isotermici che adiabatici di gas (i quali seguano la legge del Boy1n). 


(1, y costanti). 


52. Ora é interessante rilevare che, ogni qualvolta la quinta equa- 
zione indefinita rientra a tipo. 


1 
a = funzione della sola p , 


guenze meccaniche. <2 
Riprendiamo a tal fine la (19), dividendo per 1, il che da. 


qe 
eae rage 3 


e sfruttiamo I ipotesi che 1/p dipenda esclusivamente da p, consi- 
- derandola quale derivata di una funzione 8(p), cioé ponendo 


> 3(p) = {2 ae 


~ (con che 8 rimane definita a meno di una inessenziale costante 
-additiva). 

Ove si noti [Cap. VIII, n. 6, form. (2)] che 
. Fey grad p= grad 8 , 


si ha Ja forma annunciata 
(19’) a= HF — grad § 


Be 53. L’ espressione esplicita della 8 in termini della pressione, quale 
-risulta dalla (23) a norma delle (20’), (21’), (22’), é (omettendo I ines- 
- genziale costante di integrazione) rispettivamente : 


(23') eee (con  costante) 


T ahs 


per i Liquidi omogenei; ie “sae 


(23”) 8—clogp (con ¢ costante) . 
ovvero 2 9 
(23'”) S= AC i : (con ¢,, y costanti) | 
2 (eee LIA, 
1 a aya 
= ‘i 


per i gas, secondo che si tratta di processi isotermici od abiabatici 4 
(coll’avvertenza che in quest’ultimo caso si suppone uniforme la 
distribuzione iniziale della temperatura e della densita). 


54. Riassumiamo, ponendoci, per fissare le idee, dal punto di vista 
euleriano. 

Le equazioni indefinite del moto dei fluidi perfetti, nei casi pee . 
ticamente pi importanti, si presentano sotto la forma . 


(19’) a= F— grad8 
, dy : 
a) di eg 


8 ep essendo funzioni ben determinate della sola pressione. 
In particolare, p. costante e S—p/yp, se si tratta di liqguidi oma- 


genei; la relativa equazione di continuita si riduce a 


i Tp eS hth al 


(16) dive=0. 


Pei gas, a temperatura costante, si puo ritenere x 


1 
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§ 10. — Cenno sul comportamento degli sforzi 
nei solidi elastici e nei fluidi viscosi. 


55. SOLIDI ELASTICI. — I solidi naturali sono rigidi soltanto in 
prima approssimazione. In realta, essi si deformano alquanto, allorché 
vengono sollecitati da forze (rilevanti); ed anzi, oltre certi limiti di 
sollecitazione, si provoca la rottura. Esclusi questi casi estremi, por- _ 
tiamo la nostra attenzione su quelli in cui il solido si comporta in 
maniera non troppo diversa dal caso ideale del corpo rigido. Esempi 
tipici si hanno nei materiali da costruzione, nelle sbarre metalliche 
delle travature e dei ponti in condizioni di ordinaria sollecitazione, _ 
nelle vibrazioni sonore delle campane, ecc. 


nk 
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Tl fatto saliente che si tratta di rispecchiare é la elasticitsy dei 
corpi in. questione. 

Con qualche considerazione intuitiva (che sarebbe molto istruttiva, 
ma su cui non possiamo soffermarci) si rende ben plausibile che gli 
sforzi sono, in ogni punto del mezzo elastico, intimamente legati 
alla deformazione. Anzi, ove ci si ponga nelle condizioni ordinarie, 
si é condotti in ultima analisi ad asswmere le sei caratteristiche degli 
sforzi quali funzioni lineari (ed omogenee) delle cost dette sei caratte- 
ristiche di deformazione (+). Associando queste sei relazioni, fra sforzi 
e deformazione, alle quattro, valide in ogni caso (n. 41), rimane 
ecompletato il sistema delle dieci equazioni indefinite. 


56. FLUIDI ViscosIl. — Accanto alla pressione normale, interven- 
gono, quando un fluido naturale si trova in movimento, azioni tan- 
genziali (che hanno manifesto. carattere dissipativo, tendendo ad 
opporsi al moto). Omettendo qui pure ogni passaggio induttivo, ci 
limiteremo ad accennare che gli sforzi addizionali (quelli, cioé, che si 
-sovrappongono alla semplice pressione) devono considerarsi legati non 
alla deformazione, bensi al modo pit 0 meno rapido con cui essa varia. 
Insomma si assumono le sei caratteristiche degli sforzi addizionali come 
funzioni lineari delle derivate (rispetto al tempo) delle caratteristiche 
di deformazione. 


(4) Sono sei numeri, funzioni del posto, che servono a determinare, per 
ogni particella elementare, la deformazione da essa subita, fornendo rispetti- 
vamente gli allungamenti intervenuti in tre direzioni inizialmente ortogonali 
e le variazioni degli angoli comprese fra queste stesse direzione (scorrimentt). 
Si tratta di elementi esclusivamente cinematici, esprimibili in funzione delle 
incognite principali (0, meglio, delle loro derivate prime). 


LEVI-ClvITA - AMALDI — Mece. raz. IL 17 


CAPITOLO XI. 


IDROSTATICA. 


§ 1. —- Fluidi liberi da forze. Caso generale: isobariche; 
superficie di separazione fra fluidi di densita differente. 


1. In condizioni di equilibrio, ’ accelerazione é nulla, e l’ equazione 
fondamentale della idromeccanica (n. 46 del prec. Cap.) si riduce a 


(1) wf — gradp=0 , 


essendo p, la densita del fluido, # la forza (unitaria) di massa, e p 
la pressione in un punto generico del campo occupato dalla massa 
fluida. 

La pressione y varia in generale da punto a punto: Solo in assenza 
di forze, si ha grad =0, talcheé risultano nulle le derivate di p, e 
la » si mantiene costante. 

Se non si annulla F’, poiché » é, per sua definizione, diverso da 
zero, dovunque c’é effettivamente del fiuido, non si pud annullare | 
nemmeno grad ». Percid » non é una costante (percheé le sue derivate 
non si annullano), ma dipende in qualche modo dalle coordinate , y, 2 
del posto occupato nel campo del fluido. L’ equazione 


POY; 2) = cost: 


definisce perciO una famiglia di oc! superficie, su ognuna delle quali 
la pressione si conserva costante, mentre varia quando si passa dal- 
Yuna all’ altra di esse. 

Queste superficie (con vocabolo greco che ne rispecchia la proprieta 
caratteristica) si chiamano isobariche. Esse si chiamano anche super- 
ficie di livello, per ragione che sara ben presto manifesta. 


2. Ci proponiamo di dimostrare che, se due fluidi di diversa den- 
sita (in istato di equilibrio entro un campo di forza continuo, ma 
del resto comunque assegnato) confinano lungo un pezzo di super- 
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ficie c (1), questa € necessariamente isobarica. A tal fine cominciamo 


_  coll’osservare che la (1) vale nei punti interni a ciascuno dei due 


fluidi (acqua e aria, per fissare le idee). 

Se P é un punto generico interno ad uno 
di essi, dP uno spostamento elementare col- 
Y origine in P, dp il corrispondente incremento 
di pressione da P a P+ dP, si ha, per defi- 
nizione di gradiente, 

a q 9 

sp lt + 5, dy + 5, de = grad p< dP 


ap = 


dopodichée la (1), ove si moltiplichino scalarmente i due membri 
per dP, porge 


(2) dp=ukl >< dP . 


Applichiamo questa relazione differenziale ai vari elementi dP di 
un cammino qualsiasi, congiungente due punti, pur quali si vogliono, 
Ae B. Lungo tale cammino, risultera (con manifesto significato della 
notazione) 


(3) Dy —P,= | pPXaP. 
AB 


Supponiamo, in particolare, che 4, B e il cammino che li con- 
giunge stieno nel primo fluido, molto prossimi alla superficie di 
separazione o. Consideriamo un cammino analogo da banda opposta 
di co, fra due punti A’, B’ vicinissimi ad A, B rispettivamente. Avremo 
analogamente 
Der — Py = / wRX<dP . 

A/B/ 

Immaginiamo ora che i due cammini tendano ad un medesimo 
arco s della superficie co. Per i postulati circa la continuita degli 
sforzi, le pressioni relative a punti situati da bande opposte di o 
tendono ad un limite comune. I primi membri ~p — 4, Dg, — Dy, 
hanno dunque limiti eguali, e lo stesso deve accadere dei secondi. 
Ora la forza F (attesa la continuita del campo) ha uno stesso limite 
quando si tende a punti P dis da bande opposte di o. Non cosi la 
densita, essendo stato esplicitamente supposto che si tratti di due 
fluidi di densita differente. 

Diciamo », il limite di » relativo al primo fluido (0 il valore 
costante della densita, che caratterizza il primo fluido, se esso ¢ omo- 


(2) Si trovano cio® a contatto Iungo og, senza V’interposizione di pareti 
materiali. 


ae 
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geneo); con })’p!’analogo limite relativo al secondo fluido. Esprimendo 
Veguaglianza dei limiti dei secondi membri, si ha: 


fort <de= [pix aP, 


ossia 
fue- wp) Hx dP=0 , 
8 


la quale deve in conclusione sussistere, qualunqua sia il cammino s 
tracciato su o. Se ne trae, col ragionamento gia usato pit volte nei 
due precedenti capitoli, 


(upp >< OP == 0 


in ogni punto dio, e per ogni dP situato sopra di essa. 
Poiche, per ipotest non @ tp eguale a p’,, deve annullarsi ace 
l’indicata specificazione) 
Ex< dP. 
Dalla (2), in cui dP s’interpreti come un generico spostamento 
elementare sopra o dalla parte del fluido di densita 1, segue allora 


dp = 0 


su tutta co, il che appunto dice che p é costante sopra o, cioe che 
si tratta di una superficie isobarica. 


§ 2. — Forze conservative. Coincidenza delle superficie equipo- 
tenziali colle isobariche. Fluidi pesanti. Forma espressiva 
della condizione di equilibrio. Liquidi omogenei. Torchio 
idraulico. 


3. Se la forza F’ deriva da un potenziale U, il lavoro elementare 
F'X<dP non é altro che dU, e la (2) assume I’ aspetto 
(2’) dp=pau. 

Ne consegue (dovendo annullarsi @U insieme con dp), che le super- 
ficie equipotenziali coincidono con le isobariche. 

In particolare le eventuali superficie di separazione di due fluidi 
di densita differente (i quali si trovino in equilibrio nello stesso campo 
conservativo) sono, non solo isobariche (§ prec.), ma anche equi- 
potenziali. 

Nel caso della gravita, si tratta pertanto di piani orizzontali. Cid e 
ben conforme all’ esperienza quotidiana, la quale ci addita costante- 
mente come orizzontali le superficie libere dei liquidi pesanti in riposo. 
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Super ficie libera od anche pelo libero di un liquido si chiama ogni 
superficie, lungo cui il liquido confina con un gas (solitamente I’ aria), 
0 col vuoto. 


4, Fissando la nostra attenzione sopra il caso tipico, or ora con- 
siderato, dei fluidi pesanti, conviene ricavare dalla (2’) un’ interpre- 
tazione espressiva della differenza di pressione in due punti generici 
Pe fy del fluido. Immaginiamo a tal fine una terna di riferimento 
coll’ asse Oz verticale verso il basso, e siano 2 e 2% (<2) le quote 
rispettive di P e di Py; p e p i valori che vi assume la pressione. 

Il potenziale unitario della gravita € U—gz; quindi dU=gdez, 
e la (2’), integrata fra Py e P, lungo un cammino qualsiasi del campo 
in cui essa sussiste (il che @ quanto dire occupato dal fluido che si 
considera), porge 


z 
(4) p— p=] pgae. 


Se si pensa che la densita » (rapporto o limite del rapporto fra 
massa e volume) si pud designare come massa dell’ unita di volume (4), 
e quindi ng come peso, si é condotti ad interpretare ogni elemento 
di integrale ugdz come peso di una colonna di fluido di base 1 e 
altezza elementare dz. Di qui un’ ovvia interpretazione dell integrale 
che figura nel secondo membro della (4). Essa diviene particolarmente 
espressiva se P e Py appartengono ad una medesima 
verticale, ed anche, per qualsiasi situazione di Pe Py, 
ove si tratti di fluidi omogenei. 

Si immagini, infatti, nel primo caso, un cilindro 
verticale, di sezione retta elementare dz, compreso fra 
P, e P. Si moltiplichi la (4) per dz, riferendo il dz 
all’ asse del cilindro, e si leggera: La differenza fra le 
pressioni sopra una generica area elementare dz, in Pe in Py, & mi- 
surata dal peso del cilindro verticale di fluido, compreso fra + due 
punti, e avente dz per sezione retta, 


5. LIQUIDI OMOGENEI. — Se p @ costante, si pud portare fuori 
dall’ integrale, e la (4) porge, comunque siano scelti i punti Pe Po, 
e il cammino che li congiunge, 


(4’) P—Do—pg (@ —%)- 


() Si intende che, quando si tratta di corpi eterogenei, cid vuol dire pitt 
precisamente: massa di un volume unitario, il quale fosse occupato da un 
(ipotetico) fluido omogeneo, avente la densité u che compete al fiuido reale in 


un determinato posto 
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Si ha dunque: La pressione p in P supera la pressione jy in un 
generico punto pi alto Py, del peso di un cilindro di liquido (di se- 
zione unitaria) avente per altezza il dislivello h =z —2% fra Pe Py. 


Cid si applica in particolare al torchio idraulico. 

Esso consta essenzialmente di due cilindri comunicanti, ripieni di 
acqua (o d’altro liquido omogeneo pesante) e chiusi superiormente 
da due stantuffi di aree c,, o,. Sul pil piccolo si esercita diretta- 
mente una pressione (totale) y. Il grande diviene allora atto ad eser- 
citare una pressione (ben pit rilevante) y c,/¢,. 

Basta pensare che, sussistendo l’equilibrio, la pressione unitaria 
y/o, sul primo stantuffo deve esercitarsi pure sul secondo: esatta- 
mente, se si trovano al medesimo livello, a meno di u gh, in generale. 

Per lo pit il torchio si adopera, esercitando pressioni assai note- 
voli, tali da poter trascurare gh di fronte a y/c,. Si pud dunque 


ritenere senz’ altro y/c, come pressione unitaria anche sullo stan- 


tuffo pit grande, donde, su tutta c,, la pressione totale yo,/o,. 


§ 3. - Pressione atmosferica. Principio dei vasi 


comunicanti. 


6. Assumiamo come dato di fatto che la pressione atmosferica é 
dell’ ordine di grandezza di 1 Kg. per cm? (1,0333 al livello del mare 
e in condizioni normali, dal punto di vista meteorologico e climato- 
logico). Questo dato di fatto é fornito in modo espressivo dalla ce- 
lebre esperienza del TORRICELLI. Basta pensare che, a norma di que- 
sta esperienza, la pressione atmosferica sopra un generico pezzo c 
di piano orizzontale é sostituibile col peso di una colonna cilindrica 
di mercurio avyente o per base e circa 76 cm. di altezza. Dato che 
un cm.’ di mercurio pesa all’ incirca gr. 13,6 , risulta appunto (per ¢ = 1) 

Bre13,6 STG; 
cioeé un po’ pit di un Kg., come ordine di grandezza della pressione 
atmosferica. Badiamo altresi al dato sperimentale che il peso di un 
metro cubo d’aria é dell’ordine di un Kg. (1,293 nelle condizioni 
suaccennate). 


a 
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| Cid premesso, riprendiamo la (4), applicandola all’ aria atmosferica. 
Senza alcuna ipotesi particolare sulla costituzione, ma solo sfruttando 
Pordine di grandezza di pg (poco pit di 1 Kg. per m’), risulta che 


' Tl integrale / pgdz, esteso a h metri di dislivello, corrisponde ad una 
Zo 
pressione che € poco pit di (1,293 h) Kg. per m?. 

It divario di pressione atmosferica p — po fra punti discosti pochi 
metri é, dunque, in ogni caso, trascurabile di fronte al valore di py 
(o di »), che supera i 10.000 Kg. per m2. 

Si puo dunque, con grande approssimazione (errore relativo del- 
l’uno per mille, e anche meno), considerare costante la pressione atmo- 
sferica, entro campi abbastanza ristretti (quali ad es. i soliti ambienti). 


7. PRESSIONI SUL FONDO, E VASI COMUNICANTI. — Con la precedente 
avvertenza circa la pressione atmosferica, si ricava dal risultato del 
n. 5 la nota conseguenza che la pressione (ben s’ intende unitaria), eser- 


citata da un liquido omogeneo in quiete sul fondo di un recipiente 
che lo contiene, dipende esclusivamente dall’ altezza della sue 
libera sul fondo. 

E si ricava altresi il PRINCIPIO DEI VASI 
COMUNICANTI: Le superficie libere di un li- 
quido omogeneo, contenute in due vasi comuni- 
canti, appartengono ad un medesvmo piano 
orizzontale. Basta applicare la (4!) a due punti 
Fe Py, situati ’uno sull’una, laltro sull’ altra 
delle due superficie libere. Avendosi, su en- 
trambe, eguali pressioni (la pressione atmosferica), cioe p — po = 0, 
dovra essere nulla la differenza di altezza. 


§ 4. — Complementi d’ indole generale. 
L’ equazione fontamentale dell’ idrostatica sotto forma finita. 


8. Torniamo al caso di un fluido in equilibrio, sotto l’azione di 
forze quali si vogliono, purché conservative. La (2’), 
dp=pa , 
da luogo non solo all’interpretazione geometrica, gia rilevata al n. 3 
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(coincidenza delle due famiglie di superficie » = cost, U= cost), ma 
ancora al fatto (equivalente) che. U si pud considerare funzione di 
x, Y, 2, pel tramite della sola p: si ha cioe U=8(p). La constata- 
zione é immediata. Basta pensare che, dato un valore generico di p, 
rimane fissata una superficie isobarica, la quale @ anche equipoten- 
ziale, e individua quindi un valore ben definito di U. Quest’ ultima 
si presenta dunque come funzione della sola y, in quanto il valore 
di U risulta univocamente determinato da quello di » (senza bisogno 
di specificazione locale, cioé senza esplicito intervento di x, y, 2). 

Si ha con cid - 

i Of ip ap , 
cosicché la (2) si ridace a 
1 «dé 

(5) fates ois 

Questa ci dice che, in un fluido in equilibrio, soggetto a forze con- 
servative, la densita dipende dalla sola pressione. Essa é dunque costante, 
oppure varia soltanto da un’isobarica all’altra, sicché le isobariche 
sono in ogni caso superficie di eguale densita (isopicnotiche). Cosi, 
nell’ atmosfera, in quanto si trovi in equilibrio, la densité puo variare 
solo coll altezza. 


9. Gia fu notato (Cap. prec., n. 53) che, nei casi usuali (liquidi 
omogenei; gas perfetti, in regime sia isotermico, che adiabatico) una 
relazione del tipo (5) si pudé assumere a priori come derivante da 
proprieta intrinseche dello stato liquido e gassoso. Essa ci si @ ora 
affacciata sotto altra luce: come conseguenza dell’ equilibrio di un 
fluido, quale esso sia (cioé indipendentemente da ogni equazione di 
stato) in un campo di forza conservativo. 

Osserviamo per incidenza che Il’ aver ritrovato la (5) (senza intro- 
durla a priori) nei problemi statici pi importanti, costituisce un 
argomento di pit a suo favore, per farla senz’ altro figurare tra le 
equazioni indefinite. 

Qui vogliamo piuttosto osservare che, se effettivamente ci si limita 
fin da principio ai casi praticamente pil importanti, in cui, poten- 
dosi considerare la densita funzione della sola pressione, sussiste una 
relazione di tipo (5), allora l’equazione fondamentale (1) diviene [si 
ricordi la formula (2) del n. 6 del Cap VIII] 


(a 


1 dé 
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Questa ci dice che la forza Fé il gradiente di uno scalare 3 (p), 
funzione del posto (x, y, 2) pel tramite di p. Si esige dunque per 


Le) 


eos 
—— 
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Vequilibrio che la forza F sia conservativa. Soddisfatta questa prima 


condizione, ove si indichi con U il relativo potenziale, l equazione (1) 
suddetta (vettoriale e differenziaie) rimane sostituita dall’ unica rela- 
zione (scalare e-in termini finiti) perfettamente equivalente 

(6) 3(p) = U+ cost . 


D’ ora innanzi invocheremo sempre questa, come equazione locale 


_ dell’ idrostatica, ayvertendo ancora una volta che ad essa si é di 


necessita condotti, sol che si ammetta a priori o che la densit’ sia 
funzione della sola pressione 0 che le forze di massa siano conservative. 


10. Richiamandoci al Cap. prec. (n. 53) possiamo aggiungere che 
la (6) si specifica sotto la forma 
Ly 
pu 
per i liquidi omogenei; sotto la forma 


= U-+ cost. , 


(8) é log p= U-+ cost. , 


per i gas che seyuono la legge del BOYLE, nell’ ipotesi che sia uniforme 
la temperatura: ¢ vi rappresenta la costante della legge del BOYLE 
(per la corrispondente temperatura). B appena necessario avvertire 
che, se il campo di forza si riduce a quello della gravita, la (7) si 
identifica colla (4’) del n. 5, mentre la (8) (sottraendo dall’ equazione 
generica quella che si riferisce ad un valore particolare 2, e pas- 
sando poi dai logaritmi ai numeri) assume I’ aspetto 
g (2—2) 

(8') De ye 

Qui, come gia nella (4), si suppone l’asse delle 2 diretto verti- 
calmente verso il basso. 


§ 5. - Barometro. Misura delle altezze. 


11. Applicando la (4’) al mercurio di un barometro possiamo giu- 
stificare l’impiego di questo strumento alla misura 
delle pressioni. Infatti delle due superficie libere del ly, 
mercurio una confina col vuoto cosicché su di essa si 
ha p,=0, Valtra é a contatto coll’aria esterna; e 
quindi la pressione , che sovr’essa si esercita, é la 
pressione esterna: p risulta dunque proporzionale alla 
differenza di livello z,— 2 fra le due superficie, cioe Ds |s ae 
all’ altezza della colonna di mercurio. Ecco perché la | | 


pressione riesce misurata dall’ altezza della colonna. 


} 
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12. La (8’) relativa ai gas, e in particolare all’aria, pud essere 
adoperata per la misura delle altezze, poiche, note le pressioni atmo- 
sferiche » e , in due stazioni qualisivogliano, possiamo ricavare la 
differenza di livello z — 2, delle due stazioni. Va notato per altro che 
il valore ottenuto in tal modo @ molto grossolano, in primo luogo 
perché si considera l’aria atmosferica come un gas perfetto in equi- 
librio, ma soprattutto poi perche, trattandosi in generale di un campo — 
piuttosto esteso, é insufficiente l’ approssimazione U= gz per rappre- 
sentare l’azione della gravita. 


e 


§ 6. -— Equilibrio relativo di un fluido pesante, quando il vaso 
che lo contiene ruota uniformemente intorno ad un asse 
verticale. 


18. Immaginiamo che un vaso contenente un liquido (omogeneo) 
ruoti intorno ad un asse verticale con velocita angolare costante w, 
e supponiamo che il liquido si trovi in equilibrio relativo rispetto al 
vaso. Si tratta di determinare la forma della superficie libera nella 
ipotesi che il liquido sia soggetto all’ azione della gravita. 

Assunta per sistema di riferimento una terna w, y, 2, rigidamente 
collegata al vaso, coll’asse di rotazione per asse 2 e la direzione 
positiva rivolta verso l’ alto, le questioni di equilibrio relativo (rap- 
porto a questi assi, cioé rapporto al vaso) si riducono (Cap. XV, n. 6) 
a questioni di equilibrio assoluto, purché s’aggiunga alle forze attive 
la forza centrifuga, che ammette il potenziale unitario w? (@ + y?)/2. 

Avremo dunque per il nostro U Vl espressione 


«w? 
Ura Gao Yh) 


e la equazione della superficie libera (che deve essere, come sap- 
piamo, una superficie equipotenziale) si ottiene ponendo U eguale 
ad una conveniente costante. Tale superficie é un paraboloide rotondo 
che ha per asse l’asse di rotazione del sistema. 


§ 7. — Pressioni che un fluido in equilibrio esercita sul vaso 
che lo contiene 0 sopra un solido immerso. Principio di 
Archimede. Caso di un galleggiante. 


14. Consideriamo un fluido soggetto a forze date, il quale riempia 
completamente un recipiente chiuso e proponiamoci di determinare 
il risultante ed il momento risultante delle pressioni che il fluido 
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_ esercita sul vaso. La cosa é subito fatta, riportandosi alle equazioni 
eardinali dell’ equilibrio, nella forma che loro conviene per i sistemi 
continui (Cfr. Cap. prec., n. 12). Da esse (applicate all’intera massa 
 liquida contenuta nel yaso) risulta che quando sussiste I’ equilibrio, 
le forze di massa e le pressioni esterne (nel caso generale, si diceva 
sforzi) costituiscono un sistema equivalente a zero; quindi., il risul- 
tante ed il momento risultante delle forze di massa sono eguali ed 
opposti al risultante ed al momento risultante delle pressioni esterne. 
Ma le pressioni, che il fluido esercita sul vaso sono eguali ed opposte 
a quelle che il vaso esercita sul fluido e queste (quando il liquido 
é completamente racchiuso dal vaso) esauriscono le pressioni esterne. 
Percid il risultante ed il momento risultante delle pression, sopportate 
dal vaso, sono rispettivamente eguali al risultante ed al momento risul- 
tante delle forze di massa. 


15. Lo stesso vale anche se il vaso non é chiuso 0 non comple- 
tamente riempito di fluido, purché pero la superficie di questo che 
rimane libera confini col vuoto. In tal caso, infatti, la pressione esterna 
sulla superficie libera @ nulla, ed é ancor vero che il sistema delle 
pressioni sopportate dal vaso é eguale ed opposto al complesso delle 
pressioni esterne. 


16. Considerazioni analoghe che, come vedremo, trovano subito 
una applicazione importante, si possono istituire, immaginando, nel 
seno della massa fluida in equilibrio, una ipotetica superficie chiusa o, 
e cercando di dare forma espressiva ai vettori caratteristici, risultante 
e momento risultante, dell’insieme delle pressioni esercitate sulla oc, 
dal fluido circostante. Detto S, il campo racchiuso da c,, applichiamo 
al sistema materiale che lo occupa le equazioni cardinali. Esse ci 
dicono che il sistema delle pressioni in questione @ equilibrato dal 
complesso delle forze di massa che si esercitano su S,, ossia equivale 
(vettorialmente) al sistema delle forze di massa cambiate di senso. 


17. Come applicazione del risultato precedente, consideriamo un 
corpo rigido S,, tutto immerso in un fluido S 
e, designata con o, la superficie che li- 
mita il corpo verso |’ esterno, supponiamo 
che il potenziale U delle forze agenti sul 
liquido si possa estendere analiticamente 
(come funzione finita e continua insieme 
colle sue derivate prime) anche entro lo 
spazio S, occupato dal solido. In tale ipo- 
tesi potremo immaginare, accanto al caso reale, un ipotetico caso di 


peas 
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equilibrio, in cui il campo S, si trova occupato, anziché dal solido, 
anch’esso da fluido della stessa natura del fluido circostante, e sol- 
lecitato da forze di massa provenienti da un potenziale (I’ accennata 
estensione di U al campo 3S,). Ci troviamo cosi nelle condizioni del 
n. prec., talche sussiste il teorema: 

Un cerpo rigido, circondato tutto all’ intorno da un fluido, subisce 
un complesso di pressioni, il cui risultante e il cui momento risultante 
sono eguali ed opposti al risultante ed al momento risultante delle forze 
di massa che agirebbero sul fluido spostato. 


18. Questo teorema puo essere generalizzato al caso di un corpo 4,, 
che non sia totalmente immerso in uno stesso fluido, ma, come 
avviene nei galleggianti, parte in un fluido e parte in un altro. 
Possiamo immaginare che la superficie ¢ di separazione dei due fluidi 
(che é una certa superficie U=cost) venga continuata entro S, e 
che, nelle due porzioni S’,, S”, di S,, cosi determinate, seguitino 
rispettivamente a valere le equa- 
zioni di equilibrio dei due fluidi. 
Diviene cosi legittimo di applicare 
separatamente il teorema alle due 
fe porzioni S’,, S”;. Il complesso delle 
pressioni agenti su entrambe si com- 
porra delle pressioni effettivamente 
esercitate dai fluidi sopra il contorno co, e di quelle che avreb- 
bero luogo sulla ipotetica superficie di separazione tra S’; e S”,. 
Ma queste, ammessa la continuita dei due fluidi, sono da ritenersi 
eguali ed opposte, per cui rimangono le pressioni effettivamente 
subite da S,, le quali appariscono cosi equivalenti alle forze di massa 
che agirebbero sui fluidi spostati. 


19. Prendiamo, ad esempio, un corpo S, immerso totalmente in 
un fluido pesante in equilibrio. La espressione gz del potenziale 
(unitario) U si pud manifestamente estendere (rispettando la conti- 
nuita, ecc.) anche dentro S,, e le forze di massa che vengono ivi ad 
agire sull ipotetico fluido, si riconducono al relativo peso. Di qui il 
cosiddetto principio di ARCHIMEDE (?): 


(*) ARCHIMEDE, siracusano, n. nel 286 a. C., ucciso nell’ assedio della sua 
citta natale (212 a. C.) 8 il pit grande genio scientifico dell’ antichita. Intui 
per primo l’essenza e la fecondita dei procedimenti infinitesimali e li applica, 
tra l’altro, alla risoluzione dei celebri problemi della quadratura del cerchio 
(calcolo di zx) e della cubatura della sfera, Fondatore della Statica e della 
Idrostatica, scoperse il principio della leva, ided l’elica ed altri strumenti 
introdusse la nozione di peso speeifico, ecc. 
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Un corpo immerso in un fluido subisce un insieme di pressioni che 
equivalgono ad una forza unica (spinta idrostatica) eguale ed opposta 
al peso del fiuido spostato ed avente per linea d’ azione la verticale del 
centro di spinta. 

Cosi si denomina il punto che sarebbe baricentro di S,, qualora 
tale spazio fosse occupato dal fluido. Il centro di spinta coincide 
manifestamente col baricentro del corpo, quando questo é omogeneo 
(e si tratta di liquidi omogenei). 


20. Nel caso di un galleggiante, avremo da considerare due fluidi 
pesanti: un liquido ed un gas. Immaginiamo continuato entro il 


galleggiante il piano orizzontale, che separa i due fluidi, e chiamiamo — 


sezione d’ affioramento la sezione ideale, praticata da questo piano. 

Il galleggiante risulta cosi diviso in due regioni S’ ed S” e si 
potra applicare il teorema generalizzato; donde segue che il sistema 
delle pressioni equivale alle due spinte del liquido e del gas, Ma sic- 
come, per la tenue densité del gas, la seconda spinta @ trascurabile 
di fronte alla prima, cosi le pressioni subite dal galleggiante riescono 
sensibilmente equivalenti alla spinta del liquido spostato, cioe di quello 
che occuperebbe il volume compreso tra la superficie immersa e la 
- sezione d’ affioramento. 


~ 
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CAPITOLO XII. 


IDRODINAMICA, 


§ 1. - Moti dotati di potenziale di velocita. 
Aspetto ridotto del problema idrodinamico. 


del tipo 


s 


; Pe 
a = funzione della sola p, 


. ‘dove é addirittura iL = po = cost. nel caso dei liquidi omogenei; % 
rot a= Cp (C costante) nel caso di gas perfetti e di fenomeni Vea eed. 
Con cid, posto . 


0 s= (2, 


isulta, a meno di una inessenziale costante additiva, 


sar 3 ~ é aie 
(5 SS ete clogp pei gas perfetti (processi isotermici): = = 


= pei liquidi omogenei; 


ecc. 


Ogni qualvolta sussiste una equazione di stato del wpe suindicato, 


cit. Cap. X] aay 
a= F — grad 8. Res 2 

Limitandoci, in questo nostro pil che sommario cenno di idrodi- 
namica, a considerare il caso di forze di massa conservative, sara 
(Cap. VIII, n. 4) = grad U, e potremo assumere |’ equazione vet-— 
toriale del moto sotto la forma 2 


epee a = grad (U— 8). 


LDRODINAMICA ea 
Avendo riguardo alle espressioni esplicite [(19’) del Cap. IX] delle 
componenti del vettore @, la (2) da luogo, proiettando sugli assi. 
alle equivalenti equazioni scalari 


OVzi OVzg Ve O Vz o(U— 8) 
Seen Oo oye ar Be ee 

, ov ov ov av (U—8) 

(2’), BF el be aed Be te 
BE Oa ay 8 ge Oe ayn? 

20, OV, dy OP o(U — 8) 
ot Oe Dylan eo ee 


2. Un caso particolarmente importante in cui alla equazione vetto- 
riale (2) [o, cid che é lo stesso, alle tre equivalenti equazioni sca- 
lari (2’)] st pud sostituire una sola equazione scalare, si ha supponendo 
che esista un potenziale di velocita, cioe una funzione g(x, y, 2| 4) tale 
che si abbia (in ogni posto del campo occupato dalla massa fluida e 
in ogni istante dell’intervallo di tempo che si considera) 


Uv = grad ¢ . 


Cid vale quanto dire che le componenti v,, v,, vz, della velocita v 
si suppongono eguali alle derivate di una stessa funzione ¢ del posto 
e del tempo. 

In tal caso il moto si dice irrotaziwnale. 

Riserbandoci di mostrare al prossimo n. come, nell’ ipotesi dianzi 
precisata, le funzioni incognite si possano ridurre da quattro a due 
(oltre a 8, la sola ¢ in luogo delle vz, vy, vz), ci indugiamo qui un 
momento a spiegare rapidamente la origine della qualifica di ‘ irro- 
tazionale ,. ; 

Per giustificarla completamente bisognerebbe ricorrere ad un teo- 
rema generale sugli spostamenti infinitesimi dei sistemi continui, che 
noi qui ci limiteremo ad accennare e che costituisce in un certo senso 
una estensione della proprieta stabilita al n. 20 del Cap. III, per 
gli spostamenti elementari dei sistemi rigidi. Si ¢ visto allora che nel 
moto rigido piu generale, lo spostamento elementare @P di un punto 
generico, quando si prefissi un centro di riduzione O, si pud pensare 
decomposto in due addendi d;,P—vwv,dt e d,P=o/\(P— O)dt, di 
cui il primo é lo stesso per tutti i punti P del sistema (e corrisponde, 
quindi, ad una traslazione elementare) e I’ altro definisce la rotazione 
elementare intorno ad un asse passante pel polo 0. 

Orbene, quando si tratta di un sistema continuo, comunque defor- 
mabile, e se ne considera una particella (0 porzione infinitesima) 
intorno ad un generico punto O, lo spostamento elementare dP di 
un qualsiasi punto P di codesto intorno di O si pud considerare come 


NS En OE ed Se ev ee 
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somma di tre addendi d,P, d,#,;d,P, di cui i primi due corrispon- 
dono ancora, rispettivamente, ad una traslazione e ad una rotazione 
intorno a O, mentre d;P caratterizza la deformazione della particeila ; 
e se, denotata con w la velocita di O, con v-+dv quella di P, si 
esprimono d,P, d,P, d,P per mezzo di v e del suo derivato, si rico- 
nosce che la rotazione elementare d,P della particella risulta identi- 
camente nulla sempre e solo quando la velocita v deriva da un 
potenziale o(x, y, 2). 

Avvyertiamo, infine, che i moti, che non sono irrotazionali, si dicono 
vorticosi. Ce ne occuperemo ai §§ 4 e 5. 


3. Dopo questa breve digressione, passiamo a dimostrare come, 
secondo I’ asserto del n. prec., l’ equazione vettoriale (2), sotto la ipotesi 
(8) v= grad 9 , 
si riduce ad un’ unica condizione scalare. 

A tal fine riprendiamo l’espressione locale della accelerazione 
(form. (9) del Cap. IX, n. 13), la quale, in base alla (3) e alla per- 
mutabilita dell’ operatore grad con le derivazioni parziali rispetto a 
ciascuno degli argomenti x, y, 2, ¢, si pud in questo caso scrivere 
si -++ vz, grad ot + vy grad < + v, grad “ : 

Ma, in virth della (2) del Cap. VIII e della v, 29/2, si ha mani- 
festamente 


a = grad 


$12 Os i he tO ONS 
ve grad = 9 grad (22) : 
e, naturalmente, sussistono le analoghe identita che da questa si 
deducono per circolazione di x, y, z. Si riconosce cosi che, ogni qual- 
volta vale la (3), l’espressione locale della accelerazione é fornita dalla 
a= grad ® , 
dove per brevita si é posto 
ap 1 ‘(a2 22) ey ap 1 
4 ® =~ + 2>5(— ast a — OR 
(@) TO Noa! te hay) Noe) oe oe 
Con cid I’ equazione dinamica (2) diviene 
grad (DB — U+-8)=0 , 
e mette in luce come la funzione 
®—U+8 
abbia nulle tutte e tre le derivate (rapporto alle coordinate di spazio). 
Per conseguenza I’ equazione vettoriale (2) equivale all’ unica equazione 
scalare 
(5) ®—U+8=C, 
dove C designa una costante rispetto ad x, y, 2, ossia una funzione 
della sola ¢. 


gue ee 
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4. Nel caso dei liquidi omogenei (Cap. X, n. 53) va posto S= p/p, 
ove p designa la pressione e p» il valore costante della densita; nel 
caso dei gas (a temperatura costante), 83=clogp, con c_ costante 
assegnata; ecc. Comunque, la (5) (attesa l’espressione (4) di ©) defi- 


__hisce direttamente la pressione in termini di U e di ¢. Il potenziale 


delle forze U é di solito uno dei dati del problema idrodinamico. 


L’ incognita essenziale é€ la », che definisce la distribuzione delle 
velocita, a norma della formula 


(3) v= grado . 


5. Ma abbiamo ancora, accanto all’ equazione del moto, un’ altra 
equazione indefinita, di cui bisogna tener conto, cioé l’equazione di 
continuita (Cap. X, § 7); cosicché vediamo che, per i moti irrotazionali, 
le quattro equazioni, con altrettante incognite (vz, vy, vz, 8), del 
caso generale si riducono a due (la (5) e l’equazione di continuita) 
colle incognite 8 e 9. 

Pei liquidi omogenei (e, piu in generale, pei fluidi incomprimibili) 
si ha (Cap. X, n. 39) 


(6) divey==0F, 
ossia (cfr. Cap. VII, n. 12) 

; CEO Pg OEP gene 
(6’) Om? py ae PS 


onde possiamo dire che, in tali casi, il potenziale di velocita é€ una 
funzione armonica. 


6. Accanto alle due equazioni indefinite (la (5) e Vequazione di 
continuita), conviene aver riguardo a condizioni ai limiti, variabili 
da problema a problema. 

Per es., se la superficie terminale co (supponiamo, per fissare le 
idee, di un liquido) é a contatto di una parete rigida fissa, sara nulla 
in quei punti la componente della velocita del fluido secondo la nor- 
_ male alla parete, perché il liquido non la attraversa, ma puo soltanto 
scorrere tangenzialmente lungo la parete stessa. Avremo allora, desi- 
gnando al solito con 7 la normale a o (cioé alla parete), 

2 4 
on 

Quanto poi alle superficie libere, esse non hanno forma fissata a 
priori, ma vengono determinate dall’ andamento stesso del moto. 
Rappresentandone con 

[(x, Y, 2|) =0 
la incognita equazione, dovra intanto essere » =p, per f = 0; talcheé 
la (5) ci porge una prima condizione. 
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Siccome poi, per ragioni di continuita, una molecola che appartiene 


al contorno nell’istante ¢, seguita ad appartenervi nell’ istante t4-dt, 


cos] si deve avere, assieme ad f=0, 
{(ce+dz, yt-dy,2z+dz,t+d)=0, 


dove dz, dy, dz, denotando le componenti dello spostamento di una 
molecola fluida, sono dati da 
Vz, dt, Vydt, v,dt , 
cioé, nel caso presente, da 
gee 9 at 


ne : 


oP 
ay eae dtc 
Ne viene 
af , ata , afay , fay __y 
ot " oxauw ' oyoy a2 02. ~ 


Infine dovranno essere date le condizioni iniziali del moto. 


7. Come si vede, anche pei moti irrotazionali di un liquido [equa- 
zioni indefinite (5) e (6’)] il problema generale si presenta abbastanza 
complicato; ma qualche semplificazione, che si scorge ovviamente, 
interviene per i fenomeni stazionari. 

Con tutto cid non si sa raggiungere la soluzione completa, anzi 
si pud dire che manchino perfino indicazioni precise sulla sua pos- 
sibilita. Certo alcuni casi particolari, anzi intere categorie di casi, 
sono state esaurientemente trattate, ma non é@ qui il luogo di occu- 
parsene, tanto piu che, per la massima parte, l’interesse sarebbe 
prevalentemente teorico. Per i problemi, che hanno vera importanza 
pratica (quali, ad esempio, |’ efflusso di un liquido da un serbatoio, il 
moto in un tudo o in un canale) bisogna quasi sempre accontentarsi 
di soluzioni approssimative, possedendosi finora ben pochi risultati 
rigorosi. 


8. Alcune conseguenze di carattere generale si possono dedurre 
dalla equazione (5), che, in certo modo, corrisponde all’ integrale delle 
_ forze vive. 

Infatti, attesa Tl espressione (4) di ®, la (5) stessa lega w ed U (se 
non esclusivamente tra loro come nell’ integrale delle forze vive) 
con 8 e ap /dt. Questa ultima derivata viene a mancare nel caso 
(praticamente assai importante) dei moti stazionari, e si ha fra i tre 
soli elementi 7, U e 8 (possiamo dire velocita, forza e pressione) la 
relazione semplicissima 


1 
(5’) 9 @—U+8=cost . 
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‘Abbiamo seritto nel secondo membro esplicitamente “ costante , 
. perché tale va considerata la C della (5) (che pud a priori dipen- 
dere da ¢), quando si tratta di moti stazionari, in cui, per definizione, 
né v, né U, né 8 dipendono da ¢. 

Nel caso dei liquidi omogenei S=yp/), e si ha in particolare 
(5”) ss ee Ue cost 5 

2 p. 

9. Consideriamo un ipotetico stato di equilibrio dello stesso liquido 
cui si riferisce la (5”), sotto azione delle stesse forze. Si avrebbe 
(Cap. X, n. 10), indicando con p* la pressione relativa al caso statico 

Desa 


{J 


= U- eost. 


mentre la (5”), risoluta rispetto a p/p da 


sass pee 
ie U-+ cost. — a. 
fl confronto dei valori di p relativi ad un medesimo posto (e quindi 
a valori eguali di U) mostra che, a parita delle altre condizioni, cioé 
quando la costante del secondo membro sia la stessa nel caso statico 
e nel caso dinamico, si ha 


1 
(5) p= py ye? . 


Il termine addizionale — ,.v?/2 é essenzialmente negativo dovunque 
e’e moto; percid la pressione idrodinamica (relativa ad uno stato di 


moto permanente) é@ sempre piu piccola della corrispondente pressione 
idrostatica. 


10. PorTATA. — Particolare menzione merita il caso semplicissimo 
del deflusso di un liquido lungo un tubo o un canale. Rispetto alla 
distribuzione vettoriale uv (relativa ad un istante generico) il tubo 
stesso costituisce manifestamente un tubo di flusso (Cap. VIII, n. 7). 
~ D’altra parte, in causa dell’ equa- Tr x 
zione di continuita (6), é divw=0, Sale 
ossia si tratta di una distribuzione 
solenoidale, e quindi (@ proprio 
questo il caso tipico che ha dato origine alla nozione di tubo di flusso) 
il volume di liquido che entra attraverso una sezione generica o é 
eguale a quello che esce attraverso un’altra qualsiasi sezione oc. 

Chiamando portata, come in pratica si suole, la quantita Q di 
liquido che passa nell’ unita di tempo attraverso una sezione generica, 
il teorema del flusso assume Il’ aspetto intuitivo: portata costante. 


“aan xy 
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Se in particolare a, é attraversata da tutti i filetti fluidi normal- 


mente e colla stessa velocita 7, si ha senz’ altro 
Q = p70 ; 


in caso contrario, bisogna dividere in elementi e prendere Il’ integrale. 


11. Moro IN UNA DIMENSIONE. — In pratica ayviene abbastanza 
spesso che i filetti siano (0 si possano sensibilmente considerare) 
paralleli in tutto il percorso interno al tubo. Allora essi attraversano 
ogni sezione normale co perpendicolarmente e con una stessa velo- 
cita v (variabile in generale da sezione a sezione, e da istante a 
istante, se il moto non 6 permanente). 

Comunque, si ha 


(7) TV SSVon ae 


In questo caso semplice, l equazione differenziale (6) pud essere, 
come si vede, sostituita da una equazione in termini finiti, cioé dalla 
(7), la quale determina la distribuzione locale delle velocita lungo il 
tubo, ossia v, in funzione di dati geometrici (75 e o) e del regime 
relativo ad una particolare sezione, cioe di v. 

S’intende che alla (7) bisogna sempre associare I’ altra equazione 
(quella che proviene dalla originaria equazione vettoriale, e collega il 
moto colla pressione e colle forze). Se si tratta di un moto permanente, 
basta riportarsi alla (5”), che gia si presenta sotto la forma pil 
opportuna, anche pel caso attuale, comparendovi la sola v (oltre 
ad Ue p). 

Per il moto vario (sia detto per incidenza) converrebbe risalire 
alla (5) e operare in modo da liberarsi dal potenziale di velocita o, 
cid che introduce anche le derivate della v. 


12. CASO DELLA GRAVITA (nei moti permanenti). — Quando la forza 
(unitaria) di massa si riduce al peso, il relativo potenziale U vale 
—gz, supposto l’asse delle 2 verticale verso I’ alto. 

La (5) assume allora I aspetto 


1 p 
(8) a V+ ge + £ = cost. , 
{h 
od anche, dividendo per g, 
Ue p 
8’ 2 = cost 
(8) 2g Fag 
13. INTERPRETAZIONE ESPRESSIVA DEGLI IDRAULICI. — La 2 6 la 


effettiva quota verticale del posto generico P, che si considera; ma 
anche gli altri due addendi possono interpretarsi come altezze. 


SP RF Ne 
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L’ addendo v? / 2g & manifestamente (basta ricorrere all’ integrale delle 
forze vive o riportarsi alla Cinematica del punto) l’altezza da cui 
_dovrebbe cadere un grave per acquistare la velocita v spettante al 
liquido in P; essa si dice altezza o quota cinetica, 0 anche dovuta 
alla velocita v. 

Il terzo addendo p/ pg si dice altezza 0 quota o colonna piezome- 
trica, ed ha un semplice significato idrostatico, rappresentando (Cap. XI, 
n. 5) Valtezza (sopra il punto P) di una colonna liquida capace di 
produrre col suo peso la pressione p. 

Dopo cid é chiaro che la (8’) si pud enunciare come segue: Le tre 
quote verticali, effettiva, cinetica e piezometrica, hanno somma costante 
in ogni punto di un liquido pesante animato da moto irrotazionale 
permanente. 


§ 2. — Teorema del Torricelli. 


14. Si consideri un liquido pesante, il quale fluisca da un reci- 
piente in quiete, attraverso un’ apertura della parete. Se il livello del 
liquido nel recipiente vien mantenuto costante, il regime é rigorosa- 
mente stazionario; se tale livello si abbassa molto lentamente (come 
avviene quando l’ampiezza dell’ orifizio di efflusso é piccola rispetto 
alle dimensioni del vaso) lo si pud ritenere tale in via approssimativa. 

Supposto che il movimento sia irrotazionale, sussistera la (8). 
Applichiamola tanto ad un punto P, della superficie libera z= 2 del 
fluido nel vaso, quanto ad un punto Q della superficie della vena 
di efflusso, e sottragghiamo i due risultati. 
Verra, notando che, per z= 2, la velocita 
é (o si pud considerare) nulla, e che la pres- 
sione p é la stessa nei due casi (la pressione 


atmosferica Pp), 


y2 


FIC = 4) = oh, 


essendo v la velocita in Q ed h il carico o battente, cioe la differenza 
di livello fra V orifizio e il pelo libero (fra Q e Pj). 

Se ora si immagina un punto pesante che parta dalla quiete e 
scenda di un’altezza h, l’integrale delle forze vive ci mostra che 
esso acquista una velocita v, espressa essa pure da v?/2 = gh, donde 
il teorema del TORRICELLI: La velociti, con cui le particelle di un liquido 
pesante effluiscono da un piccolo orifizio & quella stessa che corrispon- 
derebbe alla caduta libera di un grave dal livello superiore del liquido, 


X 


cioe \/2gh, seh é il battente. 
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§ 3. —- Teorema del Bernoulli. 


15. Nel caso di un moto stazionario qualsiasi (in generale vorticoso, 
mentre dal n. 2 in poi ci siamo occupati esclusivamente di moti 
irrotazionali), si pud stabilire una notevole proprieta delle linee di 
flusso, enunciata per la prima volta da DANIELE BERNOULLI (?). 

Riprendiamo percid l’equazione dinamica fondamentale (n. 1) 


(2) a@ = grad (U — 8) , 


che definisce, si pud dire, il moto d’una generica particella fluida. 
Per Vipotesi che il moto sia permanente, ne U, né § contengono 
esplicitamente ¢. La (2) si pud cosi interpretare come Il’ equazione 2 
(vettoriale) del moto di un punto materiale di massa 1, sollecitato 3 
da una forza (totale), che deriva dal potenziale U — 3.} ; 
A noi bastera ritenere che una necessaria conseguenza @ Vinte- 
grale delle forze vive. Siccome la massa é 1, e la velocita (in valore 
assoluto) della particella mobile, ad un istante generico, non é che 4 
la vw gia considerata nei §§ precedenti, potremo ritenere che sia, 
durante il moto 
5 U-U+E = cost. ; : 
pur potendo la costante essere diversa da una particella ad un’ altra. 
Comunque, ove si tenga presente che, sempre per la stazionarieta 
del moto, le traiettorie coincidono colle linee di flusso (Cap. IX, n. 9), 


é lecito concludere che 
1 
pestis v2 = U+- Sy 
2 
ha valore costante lungo una medesima linea di flusso. 
In cid consiste il teorema del BERNOULLI. 


(4) DanreLe BERNOULLI (figlio di Giovanni e nipote di Giacomo, l’uno e Valtro 
matematici di grido) nacque a Basilea nel 1700 e vi mori nel 1782. Amicissimo 
di EuLEeRO, gli fu per una ventina d’anni collega a Pietroburgo (Leningrado) ; 
poi tornd in patria e insegnd successivamente Medicina, Metafisica e Filosofia 
naturale. Oltre a contributi notevolissimi ai fondamenti della teoria dell’ ela- 
sticita e della resistenza dei materiali, gli si devono un’ opera sull’ Idrodinamica 
(contenente fra l’altro la celebre formula indicata nel testo), ricerche famose 
sulle corde vibranti, e un primo tentativo scientifico di teoria cinetica dei gas 
(che il MAXWELL riprese oltre un secolo dopo precisandone, con la sua legge 
statistica di distribuzione delle velocita, le conseguenze quantitative). 


iy! 
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AG. Si ricordera (n. 8) che, per i moti stazionari irrotazionali, si 
-puo dire qualche cosa di pit, e cioé che il trinomie 
i Bee Use fp 
9 Y 
ha valore costante addirittura in tutti i punti del campo occupato 
dalla massa fluida, non semplicemente lungo ciascuna linea di flusso, 
Va notato del resto che, limitatamente ad ogni linea siffatta, val- 
-_ gono le conseguenze della costanza di codesto trinomio, gia rilevate 
a proposito dei moti irrotazionali. In particolare, se si tratta di liquidi 
pesanti (n. 13), si pud affermare che, lungo uno stesso filetto fluido, 
la quota reale, quella piezometrica e quella cinetica hanno somma 
costante. 


§ 4. — Moti vorticosi. Circolazione e sua invariabilita 
di fronte a forze conservative. 


17. Lasciamo cadere la particolare ipotesi (introdotta al n. 2), cui ci 
siamo attenuti finora, che il moto sia irrotazionale, ossia che w sia 
il gradiente di una funzione ¢. Si tratti dunque semplicemente del 
moto (in generale vorticoso, come si disse nel ricordato n. 2) di un 
fluido perfetto sotto l’azione di forze conservative, con che sussiste 

{ (m. 1) l equazione indefinita 


(2) ‘a= grad(U—®) . 


a 


Entro V ambiente occupato dal fluido in movimento, consideriamo 
una generica linea chiusa 1. 

Circolazione, relativa alla linea 1, e all’istante ¢, del moto fluido 
in questione si intende quella che compete alla distribuzione vetto- 
riale v, cioé (Cap. VIII, n. 6) 


(9) Cee fase oP 


t 


18. Se si suppone di far variare ¢, si puO domandarsi come varia C: 
1° allorché ci si riferisce sempre alla stessa linea geometrica 
(variazione locale) ; 
2° allorché ci si riferisce ad una stessa linea materiale, cioé ad 
una linea costituita in ogni istante dalle stesse particelle (variazione 
molecolare). 
Nella seconda accezione la C non si altera, purche sussista la (2). 
In cid consiste il teorema di invariabilita della circolazione. 


ae ee . eas i ek i os | Pad tithe Sarat at Mie uk a 2 ok Sod Fh 
: eye We te SUS ey 
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19. Per dimostrarlo, bastera formare la derivata di C rapporte 
a t, raffigurandoci intuitivamente lintegrale C come somma dei suoi 
elementi vu  @P, riferiti alle varie particelle materiali, di cui consta C. 

Quando si passa dall’istante ¢ all’istante vicinissimo ¢-+ dt, e si 
seguono le vicende di ciascuna particella, il primo fattore del pro- 
dotto, cioé v, subisce un’alterazione che, per definizione stessa di 
accelerazione, 6 a@dt. Percid la derivazione del primo fattore vw da 
luogo (sommando i contributi dei singoli termini) a 


[axap. 


In virtt della (2), @ deriva dal potenziale U—#, e l’integrale ora ss 


scritto si presenta come circolazione relativa ad un campo conserva- 
tivo: esso é quindi nullo [efr. il citato n. 6 del Cap. VIII]. 

Ma anche dP (elemento della linea di integrazione) varia in gene- 
rale con ¢, in conseguenza del moto delle particelle. Per valutarne 
la derivata ci fara comodo di considerare anzituttc un particolare 
istante ¢,, e la configurazione 7, di 7 in questo istante, riguardando 
i singoli punti P, di J) come funzioni di un parametro 2 (per es. I’ arco 
di curva, contato a partire da una posizione arbitraria): lintera curva 
si avra facendo variare il paramentro ) fra due limiti ben determi- 
nati, che diremo a, b. Ad ognuno degli «x! punti P(A) di J, si puod 
coordinare la particella materiale che lo occupa nell’ istante ¢,. In un 
generico istante ¢, la stessa particella occupera la posizione P(t, A), 
e, complessivamente, la configurazione di / relativa al detto istante si 
otterra tenendo ¢ fisso e facendo variare } da a@eb. 

Cid premesso, nulla di pit facile che valutare I’ alterazione con ¢ 
di un generico elemento dP di/. Basta pensare che dP é, per sua 
definizione, il vettore che fa passare da un punto generico P(t, 2) 
di 7? a un punto vicinissimo della stessa linea, cioé a P(t, }-+d)d). 

gear i3 eSS . 

Ne viene dP= Gy Us Siccome X e t sono due parametri indi- 


pendenti si ha senz’ altro, derivando rapporto a f, 


OGRE. Reh Oke 


be 
=A Ok = FG» 


€ 
dt dt dx 


; = . @ . a5 
0, in definitiva, dacche qp none altro che la velocita wv, 


Eh ee ag 
In base a questa formula, si ha dalla (9), per materiale derivazione, 


aC ( das dv j ; 1 
— EX aP+ex FE al =(axars 5 
i 


dC ad 
dt ao (dt dd 


a (ux w)dr . 
t 
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Il primo termine é@ zero, come si é visto pocanzi; nel secondo si 
presenta come funzione integranda (rapporto al parametro 2, lungo 


ae : ak 1 d iat? 
Y ze j i 
intera linea 1, cioe fra ae b) 2 a (vv) 0, sesi vuole, 2a 


Si ha quindi lV integrale indefinito 9 v?; e, limitando, vien zero, poiche 


ac 


la linea di integrazione e chiusa. In definitiva a= Om, 


20. OSSERVAZIONE. — La proprieta della circolazione di rimanere 
-invariabile per ogni linea chiusa (sostanziale) é valida in generale, 
sotto la sola ipotesi che sussista la (2). Essa pud quindi applicarsi 
in particolare anche ai moti irrotazionali. Ma per questi diviene illu- 
-soria, perché per essi ogni circolazione é zero, appunto in quanto il 
campo vettoriale vw deriva da un potenziale (uniforme) [cfr., ancora 
una volta, il § 6 del Cap. VII]. 


§ 5. — Moti vorticosi. Teoremi dell’ Helmholtz. (+) 


21. Quando il vettore v non deriva da un potenziale, il suo rotore 
rot wv é@ diverso da zero [Cap. VIII, n. 20]. Esso si collega (n. 2) colla 
.rotazione intestina delle particelle fluide; e rappresenta precisamente 
i] doppio della loro velocité angolare, onde é giustificata la denomi- 
nazione di vortice attribuita al vettore 


1 
(10) O= > rotwv . 


(4) HERMANN v. HELMHOLTZ, n. a Potsdam nel 1821, m. nel 1894 a Berlino, 
comincid la sua carriera come medico militare. Tale era nel 1847 quando comu- 
nicd alla Societa di Fisica di Berlino (fondata due anni avanti) le sue famose 
riflessioni Ueber die Lrhaltung der Kraft, in cui per la prima volta é data for- 
mulazione energetica all’ integrale delle forze vive, estendendosi il principio 
di conservazione ad ogni altro ordine di fenomeni fisici e naturali. (Inciden- 
talmente va notato che nel 1842 Vequivalenza tra calore a lavoro era stata 
valutata da J. R. Mayer e misurata sperimentalmente dal JouLrE). 

Riconosciuto, specie per influenza di ALESSANDRO v. HUMBOLDT, il merito 
eccezionale del giovane medico, questi fu chiamato (nel 1849) ad insegnare Ana- 
tomia © Fisiologia a Kénigsberg, poi a Bonn, e a Heidelberg, dove, dal 1858 al 
1871, la sua multiforme produzione scientifica raggiunse forse le vette pitt eccelse. 
Passo quindi a Berlino quale Presidente della Phys.-Iechnische Reichsanstalt, 

Secondo il Kiurn [Vorlesungen iiber die Entwickelung der Math. in X1X ten 
Jahrhundert, Berlin, Springer. 1926, p. 224] la mente dell’ HELMHOLTZ @ carat- 
terizzata da una comprensione egualmente geniale, profonda e creatrice in tutte 
le scienze della natura, dalla Fisiologia, in cui lascia opere classiche sulle 
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22. Entro un campo, il quale si trovi occupato ad un dato istante 
da un fluido in moto vorticoso, é in conformita diverso da zero il vet- 
tore ». Rimangono per cid univocamente definite [Cap. VIII, n. 5] 


le linee del campo dirette in ogni punto come ®. Esse si chiamano, — 


come é naturale, linee vorticose. Si chiama poi superficie vorticosa o 
vorticoide ogni superficie (0 pezzo di superficie) y costituita da una 
semplice infinita di linee vorticose, e tale quindi che la linea vorti- 
cosa, passante per un suo punto generico P, appartiene alla superficie. 
Se m @ la direzione normale a y in P (in un verso a piacere), la com- 
ponente w,, del vortice (relativo al punto P) é manifestamente nulla. 


23. Reciprocamente, se in ogni punto di una superficie y, si ha 
(11) Oi, == OF, 
si tratta di un vorticoide. 

Per rendersene conto basta considerare la linea vorticosa — 
diciamo s — passante per un punto generico P della y, e constatare 
che essa é effettivamente contenuta in y. All’uopo si nota che, sus- 
sistendo la (11), essendo cioé m tangente alla superficie, il punto 
vicinissimo P+-dP della s é ancora in y. A partire da P+ dP si puo 
ragionare nello stesso modo [in quanto la (11) rimane sempre sod- 
disfatta], e cosi indefinitamente (1), talché si conclude giusta I’ asserto. 

La (11) € dunque condizione caratteristica (necessaria e sufficiente) 
perché una superficie sia vorticosa. 

24. A questa categoria di superficie appartengono in particolare 
i cosi detti twbi vorticosi, costituiti dal complesso delle linee vorticose 
che passano per i singoli punti di un contorno chiuso (che non sia 
esso stesso una linea vorticosa, se no il tubo degenera in questa 
sola linea). : 

ividentemente i tubi vorticosi sono, rispetto al campo vettoriale 
del vortice m, cid che, per un campo qualsiasi, abbiamo generica- 
mente chiamato [Cap. VIII, n. 13] tubi. di flusso. 


sensazioni ottiche e acustico-musicali, alla critica dei principi della Geometria. 
Nell’ ambito della Meccanica le sue ricerche pit celebrate si riferiscono all’ Idro- 
e Acro-dinamica (teoria dei vortici, dei getti liquidi, della circolazione atmo- 
sferica, delle vibrazioni sonore nelle canne da organo). Le memorie scientifiche 
furono da lui stesso raccolte in tre volumi (Leipzig, Barth, 1882-1895); e in 
altri due le conferenze e gli articoli di volgarizzazione. Fu poi pubblicato, a 
cura di scolari (presso lo stesso editore), Vintero ciclo, in sei volumi, delle 
lezioni di Fisica matematica da lui professate a Berlino. 

(7) A questa dimostrazione intuitiva, basata su considerazioni infinitesi- 
mali, se ne potrebbe sostituire una puramente analitica, invocando i teoremi 
di esistenza (degli integrali delle operazioni definienti le linee vorticose). 
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_ 25. Siccome [ibidem, n. 21] la divergenza d’un rotore é nulla, si 
ha dalla (9) 
ee diva=0; 

_ ossia il campo costituito dai vortici & sempre solenoidale. 

Vale quindi [loco cit., n. 13], per ogni loro tubo di flusso x (tubo 
-vorticoso) la proprieta che il flusso di w, attraverso una generica 
_ sezione trasversale co, 


& (12) M= fonds 
; oj 


 € costante, cioé sempre lo stesso, qualunque sia la sezione. 
Il numero &M si suol chiamare momento o anche intensita del tubo. 


mI 


26. Nel caso particolare di un tubo molto sottile — filetto vorticoso 

— la sezione (cfr. la figura a pag. 208) potra trattarsi come infini- 

tesima (e quindi piana). Detto » l’angolo che la sua normale n forma 

_colla direzione del vortice (g si potra ritenere acuto, scegliendo con- 

venientemente il senso di »), sara w,—=w cos ¢, e l’espressione di M 

(riducendosi |’ integrale a un solo elemento stante la piccolezza di ¢c) 
potra scriversi 


WS 


M=swcosg. 

Ove si tratti di sezione normale (a una e quindi, sensibilmente, 
a tutte le linee vorticose che costituiscono il tubo) sara cosp=1e 
rimane 
(11’) M=cw, 
in cui si legge: 

Lungo un generico filetto vorticoso, é costante il prodotto dell’ in- 
tensita del vortice per la sezione retta. 


27. Fin qui abbiamo sfruttato soltanto il carattere solenoidale del 
campo dei vortici. Passiamo a indagare le proprieta che gli derivano 
dal suo significato specifico, in relazione al moto dei fluidi perfetti. 
Ci appoggeremo essenzialmente sull’invariabilita della circolazione 
(§ prec.), ed ecco come. 

Fissiamo una generica linea 7 tracciata su x, chiusa, o pil pre- 
cisamente riducibile ad un punto per deformazione continua, senza 
uscire dalla superficie, e tale quindi da costituire da sola (+) il contorno 


(2) Una linea di una superficie pud manifestamente essere chiusa senza 
costituire da sola il contorno completo di un campo x. Hsempio tipico @ quello 
delle superficie tubolari, in cui i contorni s delle varie sezioni trasversali o 
non sono riducibili, por deformazione continua, a punti senza uscire dalla 
superficie. E invece riducibile ogni circuito, diremo cosi, longitudinale. 


4 eo } 7 = : 
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di una porzione y’ della x. Si ha allora dalla formula dello STOKES 


1 
[Cap. VIII, n. 10], applicata al vettore zuve al suo rotore @, 


1 
(13) : Jo, y= Wee 
x Z U 


Il secondo membro non é altro (n. 17) che la circolazione C rela- 
tiva alla 7. Il primo membro é zero, in virtu della (1i), ogniqualvolta 
si tratta di un vorticoide. 

Ne consegue 

C= 0 
per tutte le linee di un vorticoide, costituenti sul medesimo un contorno = 
completo. 


28. Ma anche la reciproca é vera. Cioé, se la circolazione C é nulla 
per tutte le linee 7 suddette, appartenenti ad un pezzo di superficie y, 
questa € necessariamente un vorticoide. 

Per dimostrarlo, consideriamo una porzione arbitraria x’ di y, e 
sia J il relativo contorno. Dacché é nulla, per I’ ipotesi, la circolazione 
relativa alla 7, si ha dalla (13) 


fondy'=0 : 
a 


sr eee eh ee 


e siccome cid vale, per gwalsiasi porzione x’ di x, cosi, con un ragio- 
namento impiegato pit volte [cfr. per es. Cap. VIII, n. 11], si con- — 
clude che deve essere w,—=0 in ogni punto di y, ossia [n. 23] che 

si tratta di un vorticoide. 


29. La condizione caratteristica w,—=0 @ dunque equivalente 
all’ altra: Circolazione nulla per tutte le linee chiuse della superficie. 

Sotto questa forma si presenta spontanea la proprieta fondamen- 
tale del moto dei fluidi perfetti di conservare i vortici. 

Pit precisamente, si vede che le particelle materiali, le quali in 
un dato istante appartengono ad una superficie vorticosa, costituiscono, 
in un altro istante qualsiasi, ancora una superficie vorticosa. Questo 
per il carattere invariantivo, di fronte al moto, della condizione C=0, 
riferita a tutte le curve chiuse della superficie. 


30. Risulta di qua che ogni tubo vorticoso, in particolare un filetto 
(e al limite anche una singola linea vorticosa), pensati come costituiti 
sempre dalle stesse particelle, migrano colla massa fluida e (in gene- 
rale) si deformano, ma sempre mantengono la loro qualita’ di tubo, 
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filetto (o linea) vorticosi. Cid si interpreta fisicamente come I indi- 
struttibilita dei vortici per effetto del moto (sotto forma analitica, 
impossibilita che il valore di w, corrispondente ad un’ assegnata par- 
ticella, divenga zero nel corso del moto, se non lo é inizialmente). 


31. Siamo ormai in grado di stabilire la proprieti fondamentale 
de tubt vorticosi, di conservare invariato in ogni istante il momento M, 
qualunque sia il moto (del fluido perfetto) cui partecipano. 

: Riprendiamo all’uopo l’espressione (12) di M, che rappresenta 
il flusso di ® attraverso una generica sezione trasversale c di un tubo 
vorticoso y. E sia s il contorno di o (intersezione della stessa o colla 

superficie laterale del tubo). Si avra dalla formula dello Stoxus [la (13), 
in cui si sostituisce o a y’ ed s ad J] 


1 
Maz fexar. 


Il momento M del tubo, pud pertanto interpretarsi anche quale 
‘semicircolazione relativa ad s, ed é cosi manifesta la sua indipen- 
-denza da ¢. 

Volendo specificare i singoli passaggi logici, si dira:. Al variare 
di t, le particelle costituenti una sezione trasversale o di y e il suo 
contorno s seguitano a godere di tale proprieta. Siccome y si conserva 
vorticoide, il suo momento M é espresso dalla (13), colle determina- 
zioni di s e di relative all’istante generico ¢. Ma, per la formula 
dello StokEs, anche questa espressione di M puod interpretarsi come 
semicircolazione spettante al contorno; la circolazione é@ invariabile; 
dunque ecc. 


32. Per i filetti vorticosi si ha in conformita (n. 26): Il prodotto 
d’una sezione normale per il vortice e costante, lungo tutto il tubo, 
e in ogni tempo, comunque (subordinatamente al moto del fluido) si 
sposti e si deformi il tubo. Dalla costanza del prodotto segue in par- 
ticolare che un filo vorticoso [come del resto ogni tubo elementare 
di flusso in un campo solenoidale (Cap. VIII, n. 15)| non pud terminare 
nell’interno del fluido. Infatti, finche il vortice @ é finito e diverso 
da zero, per ogni punto passa (ad un istante qualsiasi) una sola linea 
yorticosa; e quindi quelle, che costituiscono il filo, non possono sal- 
darsi fra loro, ma debbono continuare distinte. D’ altra parte, in un 
dato filo, non é possibile che w si annulli, perché il prodotto gm ha 

- un valore costante M, essenzialmente diverso da zero. Se ne conclude 
che un filo vorticoso o rientra in se stesso o termina alla superficie 


del fluido. 


: 
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